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Abstract

This diploma thesis gives a proof of the validity of the time slice
axiom in perturbative algebraic scalar quantum field theory on cur-
ved spacetime. For this purpose the validity of the time slice axiom
is first established for the extended Wick-polynomial algebra. The
investigations are carried out within the functorial description of
quantum field theory.

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird die Giiltigkeit des Zeitschichtaxioms in
storungstheoretisch konstruierten algebraischen skalaren Quanten-
feldtheorien auf gekriimmten Raumzeiten bewiesen. Dazu wird
zunéchst die Giiltigkeit des Zeitschichtaxioms in der erweiterten
Algebra der Wick-Polynome gezeigt. Die Untersuchungen erfolgen
vor dem Hintergrund der funktoriellen Formulierung der Quanten-
feldtheorie.
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Kapitel 1

Einleitung

Eine zentrale Fragestellung in der Physik lautet: Kann man aus der Kennt-
nis von Messgréflen in der Gegenwart Vorhersagen iiber die Ergebnisse zukiinf-
tiger Messungen ableiten? In der vorliegenden Arbeit wird diese Frage im
Rahmen der Quantenfeldtheorie untersucht.

Die Quantenfeldtheorie ist die Theorie der Hochenergie- und Teilchenphy-
sik. Die experimentellen Ergebnisse aus diesem Bereich werden von ihr mit
grofler Prézision beschrieben. Dariiber hinaus besteht die Hoffnung, durch die
Vereinigung der Quantenfeldtheorie mit der allgemeinen Relativitédtstheorie
eine vereinheitlichte fundamentale Theorie der Natur zu schaffen.

Aufgrund dieser groflen Erfolge ist es interessant zu untersuchen, inwiefern
die Vorhersagbarkeit in der Quantenfeldtheorie realisiert ist. Um solch eine
strukturelle Frage zu behandeln, ist der Rahmen der algebraischen Quanten-
feldtheorie besonders geeignet. Dabei handelt es sich um eine mathematisch
rigorose Formulierung, deren zentrale Objekte die lokalen Observablenalge-
bren der Raumzeitregionen sind. Einer ihrer Vorteile ist, dass algebraische
Quantenfeldtheorien auf gekriitmmten Raumzeiten definiert werden konnen.
Dies ist ein erster Schritt in Richtung einer Vereinigung mit der allgemeinen
Relativitatstheorie. Da auf gekriimmten Raumzeiten die Konstruktion von
Quantenfeldtheorien mit Mehrdeutigkeiten behaftet ist, charakterisiert man
die Theorie zunéchst durch Axiome, die physikalisch motiviert sind. Man
versucht dann, eine Theorie zu konstruieren, die diesen Axiomen geniigt und
deren Mehrdeutigkeiten man versteht und interpretieren kann. Daher spricht
man auch von axiomatischer Quantenfeldtheorie. Auf diesen Rahmen bezo-
gen lautet die Fragestellung also, ob man in konsistenter Weise ein Axiom
aufstellen kann, welches die Vorhersagbarkeit der Zukunft aus der Gegenwart
fordert.

Es existiert eine moderne Formulierung der algebraischen Quantenfeld-
theorie, welche Begriffe aus der Kategorientheorie verwendet. Thr Vorteil ist,
dass die Struktur der Theorie noch klarer hervortritt. Diese Arbeit ist daher
vor dem Hintergrund der kategoriellen Formulierung verfasst.
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In physikalischen Theorien, deren Zeitentwicklung durch eine Bewegungs-
gleichung festgelegt ist, ist die Frage der Vorhersagbarkeit der Zukunft aus
der Gegenwart dquivalent zum Anfangswertproblem dieser Gleichung. In der
Quantenfeldtheorie ist die Situation komplizierter. Die Bewegungsgleichung,
hier Feldgleichung genannt, enthélt im allgemeinen nichtlineare Funktionen
der Quantenfelder. Bei diesen handelt es sich jedoch um operatorwertige Dis-
tributionen. Potenzen solch singuldrer Objekte sind zundchst mathematisch
nicht wohldefiniert. Durch die Methoden der Renormierung kann man der
Feldgleichung zwar einen prézisen Sinn geben, die renormierte Feldgleichung
reicht aber dann nicht mehr aus, um das Problem der Vorhersagbarkeit zu
l6sen. Eine weitere Komplikation stellt die blole Formulierung des Anfangs-
wertproblems dar: Da man Distributionen im Allgemeinen nicht auf Unter-
mannigfaltigkeiten einschrédnken kann, ist zundchst nicht einmal klar, was
die Observablen einer Cauchy-Flédche sein sollen. Somit ist es bislang nur in
Spezialfillen gelungen, die Fragestellung dieser Arbeit mit Hilfe der Feldglei-
chung zu beantworten. Wenn die Feldgleichung linear ist, was einer Theorie
ohne Wechselwirkungen entspricht, so ist die Feldgleichung von Anfang an
wohldefiniert und das Anfangswertproblem kann wie in der klassischen Feld-
theorie gelost werden. Dies wurde zuerst in [15] gezeigt. In zweidimensionalen
Modellen, genauer im Yukawag-Modell [36] und in P(y)2-Modellen [19], ist
es ebenfalls gelungen, die Vorhersagbarkeit zu zeigen.

In der algebraischen Quantenfeldtheorie hat man daher die Forderung
nach einem wohlgestellten Anfangswertproblem durch das sogenannte Zeit-
schichtaziom ersetzt: Die Observablenalgebra einer beliebigen (global hyper-
bolischen) Umgebung einer Cauchy-Fliche muss die Observablenalgebra der
gesamten Raumzeit enthalten.

Obwohl die algebraische Quantenfeldtheorie seit ihrer Einfiihrung in den
sechziger Jahren stetig weiterentwickelt wurde, ist das Zeitschichtaxiom ver-
héltnisméaBig wenig behandelt worden. In [21,22] haben Haag, Kastler und
Schroer die sogenannten Haag-Kastler-Axiome aufgestellt, welche die Grund-
lage der algebraischen Quantenfeldtheorie bilden. Das Zeitschichtaxiom ist
eines davon. Diese Autoren haben gezeigt, dass eine rein algebraische Be-
handlung der Quantenfeldtheorie ohne die Notwendigkeit einer Hilbertraum-
darstellung moglich ist.

Eine wichtige Weiterentwicklung der Theorie ist Radzikowski [35] zu ver-
danken. Er hat gezeigt, dass die von Kay und Wald [31] zuerst rigoros formu-
lierte Hadamard-Bedingung an physikalisch akzeptable Zusténde dquivalent
ist zu einer Bedingung an die Wellenfrontmenge der Zweipunktfunktionen
dieser Zusténde. Diese Ergebnisse sind in der Sprache der mikrolokalen Ana-
lysis formuliert, die von Duistermaat und Héormander [26-28] entwickelt wur-
de.



Brunetti, Fredenhagen und Koéhler haben auf diesen Erkenntnissen auf-
bauend die sogenannte mikrolokale Spektrumsbedingung aufgestellt [5]. Sie
kann als ein Ersatz fiir die iibliche Spektrumsbedingung im Minkowskiraum
angesehen werden. Diese ist ein zentrales Instrument bei der Konstruktion
von Quantenfeldtheorien. Da es sich bei der mikrolokalen Spektrumsbedin-
gung um ein lokales Konzept handelt, kann sie auch auf gekriimmten Raum-
zeiten gestellt werden. Die zuletzt genannten Autoren haben gezeigt, dass je-
der Hadamard-Zustand die mikrolokale Spektrumsbedingung erfiillt. Damit
war es ihnen moglich, eine Algebra von Feldfunktionalen zu konstruieren,
die auch die Potenzen der Felder enthélt. Diese Algebra ist eine Erweite-
rung der Algebra des freien Feldes und enthélt die Wickpolynome und ihre
zeitgeordneten Produkte.

Dies haben Brunetti, Diitsch und Fredenhagen in [3,12] und Hollands und
Wald in [23] ausgenutzt, um wechselwirkende algebraische Quantenfeldtheo-
rien storungstheoretisch zu konstruieren. Dabei verwendeten sie eine mikrolo-
kale Version der von Epstein und Glaser [13] entwickelten Renormierungsme-
thode. Um die Renormierungsfreiheiten zu reduzieren, wurde ein Ersatz fiir
die in Minkowskiraum-Theorien vorhandene Poincaré-Kovarianz bendétigt.
Die entsprechende Forderung auf gekriitmmten Raumzeiten ist das sogenann-
te Prinzip der lokalen Kovarianz. Dieses verlangt, dass sich die Wickpolyno-
me und ihre zeitgeordneten Produkte unter isometrischen Einbettungen von
Raumzeitgebieten kovariant transformieren.

Wiéhrend Hollands und Wald die Theorie in dieser Richtung weiterent-
wickelt haben [24,25], haben Brunetti, Fredenhagen und Verch das Prinzip
der lokalen Kovarianz in eine kategorientheoretische Beschreibung der alge-
braischen Quantenfeldtheorie eingebaut [6]. Mit Hilfe dieser strukturell klaren
Formulierung war es Brunetti und Fredenhagen moglich, einen neuen Ansatz
fir die Behandlung der Quantengravitation zu entwickeln [4]. Fiir dessen Um-
setzung ist die Giiltigkeit des Zeitschichtaxioms von zentraler Bedeutung.

Wahrend der — hier bruchstiickhaft dargestellten — Entwicklung der alge-
braischen Quantenfeldtheorie wurde jedoch der Frage der Giiltigkeit des Zeit-
schichtaxioms nur relativ wenig Anstrengung gewidmet. Eine Ausnahme ist
eine Arbeit von Garber [17], in der er fiir das verallgemeinerte freie Feld die
Aquivalenz des Zeitschichtaxioms zur sogenannten Diamanten-Eigenschaft
(engl.: diamond property) zeigt.

Das Ziel dieser Arbeit ist daher der Beweis der Giiltigkeit des Zeitschicht-
axioms in skalaren, perturbativ konstruierten Quantenfeldtheorien auf ge-
kriimmter Raumzeit. Die Untersuchungen werden vor dem Hintergrund der
kategorientheoretischen Formulierung der algebraischen Quantenfeldtheorie
durchgefiihrt. Die wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit sind in einer gemein-
samen Verdffentlichung mit Fredenhagen zu finden [9)].
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Die vorliegende Arbeit ist folgendermaflen aufgebaut: Im zweiten Kapitel
wird eine Einfiihrung in die algebraische Quantenfeldtheorie gegeben. Der
erste Abschnitt enthélt die Definitionen der verwendeten Begriffe aus der
Theorie global hyperbolischer Raumzeiten. Abschnitt 2.2 stellt die urspriing-
liche Formulierung der algebraischen Quantenfeldtheorie durch die Haag-
Kastler-Axiome vor. In Abschnitt 2.3 wird die kategorientheoretische (oder
funktorielle) Formulierung eingefithrt. Zum Abschluss des Abschnitts wird
die Bedeutung des Zeitschichtaxioms fiir den erwdhnten neuen Ansatz zur
Quantengravitation besprochen. In den darauf folgenden Abschnitten wer-
den die Algebra des freien skalaren Quantenfeldes, der Zustandsbegriff in der
algebraischen Quantenfeldtheorie und schliefflich die erweiterte Algebra der
Wick-Polynome vorgestellt. Im letzten Abschnitt des zweiten Kapitels wird
besprochen, wie mit Hilfe der Storungstheorie wechselwirkende algebraische
Quantenfeldtheorien konstruiert werden kénnen.

Der Beweis der Giiltigkeit des Zeitschichtaxioms ist auf die Kapitel 3
und 4 aufgeteilt. Im dritten Kapitel wird der Beweis fiir die Wick-Polynome
durchgefiihrt. Die Ergebnisse werden im vierten Kapitel fiir den Beweis in
wechselwirkenden Theorien bendétigt.

Im Anhang finden sich die Definitionen und einige wichtige Zusammen-
hénge der verwendeten mathematischen Theorie. Zuerst werden Elemente
der Kategorietheorie zusammengestellt, die fiir die funktorielle Formulierung
der Quantenfeldtheorie benttigt werden. Dann werden die Grundbegriffe und
einige Aussagen der mikrolokalen Analysis angegeben. Zum Schluss werden
zwei Hilfssédtze in Bezug auf global hyperbolische Raumzeiten bewiesen.



Kapitel 2

Einfiihrung in die algebraische
Quantenfeldtheorie

2.1 Die Struktur global hyperbolischer Raum-
zeiten

In diesem Unterabschnitt werden die elementaren Definitionen und Zusam-
menhéinge angegeben, die in der vorliegenden Arbeit im Zusammenhang mit
global hyperbolischen Raumzeiten verwendet werden. Die grundlegenden dif-
ferentialgeometrischen Definitionen sind in [29] zu finden. Eine gute Ubersicht
tiber die physikalischen Begriffe bietet [33].

Sei M eine Mannigfaltigkeit. Mit T, M bezeichnet man den Tangenti-
alraum von M am Punkt x € M. Entsprechend ist T'M das Tangenti-
albiindel. Der Kotangentialraum am Punkt z wird mit 7;M und das Ko-
tangentialbiindel mit 7*M bezeichnet. Eine Lorentzmannigfaltigkeit ist ei-
ne vierdimensionale Mannigfaltigkeit M mit einer Metrik g, deren Signatur
(+,—,—,—) istl. Ein Vektor k € T, M heit zeitartig, wenn g,(k,k) > 0
ist. Entsprechend heit k raumartig, falls g.(k,k) < 0 und lichtartig falls
g.(k, k) = 0. Eine Lorentzmannigfaltigkeit heifit zeitorientierbar, falls auf ihr
ein {iberall zeitartiges C*°-Vektorfeld v existiert. Durch Angabe eines solchen
ist die Lorentzmannigfaltigkeit zeitorientiert. In der Physik werden Ereignisse
durch Punkte einer Raumzeit beschrieben. Eine Raumzeit ist eine orientierte
und zeitorientierte Lorentzmannigfaltigkeit. Im Folgenden bezeichne M eine
Raumzeit.

Man nennt eine Kurve v : I — M (mit einem Intervall I C R) in M
kausal, wenn ihr Tangentialvektor +/(t) fiir jedes t € I zeitartig oder licht-
artig ist. Eine zeitartige Kurve ist dadurch definiert, dass ihr Tangential-

'Das bedeutet, dass g ein (0,2)-Tensorfeld ist, so dass an jedem Punkt x € M der
Tensor g, eine nichtentartete symmetrische Bilinearform g, : T, M x T, M — R ist, die
drei negative und einen positiven Eigenwert besitzt.
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vektor stets zeitartig ist. Der Vorwdrtslichtkegel an einem Punkt x ist die

Menge V. * & {k € T,M|g.(v(x),k) > 0} und der Rickwdrtslichtkegel ist

v- o {k € T, M|g.(v(z),k) < 0}. Eine kausale Kurve 7 heifit zukunfts-

gerichtet, falls ihr Tangentialvektor an jedem Punkt im Vorwértslichtkegel
liegt und vergangenheitsgerichtet, falls ihr Tangentialvektor an jedem Punkt
im Riickwirtslichtkegel liegt . Mit Vi wird die Vereinigung |J,.,, Vo~ € TM
aller Vorwirts- bzw. Riickwértslichtkegel in M bezeichnet.

J+(N) bezeichnet die kausale Zukunft bzw. Vergangenheit einer Teilmen-
ge N C M, d.h. fir jeden Punkt y € JL(N) existiert ein z € N und eine
glatte, kausale (zukunfts- bzw. vergangenheitsgerichtete) Kurve von z nach
y. Mit I wird die chronologische Zukunft bzw. Vergangenheit bezeichnet,
d.h. in der obigen Definition wird , kausal“ durch ,zeitartig® ersetzt. Eine
Teilmenge P C M heifit vergangenheitskompakt falls J_(x) N P fiir jedes
x € M in einer kompakten Menge enthalten ist.

Eine Teilmenge A C M heifit achronal, falls fiir kein Paar (z,y) € Ax A
eine zeitartige Kurve existiert, die x und y verbindet. Eine Cauchy-Fldiche
ist eine achronale Hyperfliche von M, die von jeder nicht verldngerbaren
kausalen Kurve genau einmal geschnitten wird. Eine Raumzeit M heifit global
hyperbolisch, falls J_(z) N Jy(y) kompakt ist fiir alle z,y € M. Geroch hat
in [18] gezeigt, dass eine Raumzeit genau dann global hyperbolisch ist, wenn
sie eine Cauchy-Fliche besitzt. Dariiber hinaus hat er bewiesen, dass es zu
jeder global hyperbolischen Raumzeit M eine stetige surjektive Abbildung ¢ :
M — R gibt, so dass t~!(a) fiir jedes a € R eine Cauchy-Fliche ist und ¢ auf
jeder zukunftsgerichteten kausalen Kurve monoton wéchst. Auflerdem haben
Bernal und Sanchez in [1] gezeigt, dass jede global hyperbolische Raumzeit
eine glatte Cauchy-Fléche S besitzt und diffeomorph ist zu R x S.

Zur Metrik g auf M sei K der Klein-Gordon-Operator

K¥0o—¢R—m? (2.1.1)

mit O = ¢"'V,V,. Dabei ist V die durch g induzierte der kovariante Ablei-
tung. £ ist die Kopplung an die skalare Kriimmung R und m ist die Masse.
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2.2 Die Haag-Kastler-Axiome

Das zentrale Objekt in der algebraischen Quantenfeldtheorie ist das Netz?
von Observablenalgebren, welches jeder kausal abgeschlossenen, offenen Teil-
menge O des Minkowskiraums® mit kompaktem Abschluss eine unitale x*-
Algebra? 2(0) zuordnet. Damit eine solche Struktur eine physikalische In-
terpretation zuldsst, muss sie gewissen Anforderungen geniigen, die als Haag-
Kastler-Aziome bezeichnet werden [21,22]. Diese Axiome sollen nun bespro-
chen werden.

(i) Isotonie: Aus O’ C O folgt A(0’) C 2A(O). AuBerdem soll es ein gemein-
sames Finselement 1 geben, welches in jeder lokalen Algebra enthalten
ist.

(ii) Lokale Kommutativitit: Wenn zwei Gebiete O und O’ raumartig
getrennt sind, dann sollen die zugehérigen Algebren kommutieren:

[2(0"),2(0)] =0.

Fiir die néchsten beiden Axiome benétigt man die Observablenalgebra 2A
der gesamten Raumzeit. Da die Algebren 2((0O) zunéchst nur fiir Regionen O
mit endlicher Ausdehnung erklért sind, definiert man 2 als den sogenannten
induktiven Limes

A= Ju0) (2.2.1)

des Netzes. Der induktive Limes ist ein Spezialfall eines allgemeineren Limes-
begriffs aus der Kategorientheorie. In Abschnitt 2.3 wird der Zusammenhang
mit der funktoriellen Beschreibung von Quantenfeldtheorien hergestellt. In
Anhang A werden die genauen Definitionen gegeben.

(iti) Kovarianz: Fiir jedes L € P., wobei P\ die eigentliche, orthochrone
Poincaré-Gruppe bezeichnet, existiert ein *-Automorphismus aj von

2, so dass
Qar, 0, = oL, » L1,Ls € iPL (2.2.2)

und

ar, (A(0)) =2A(LO) . (2.2.3)

2Ein Netz ist eine verallgemeinerte Folge, genauer: Fiir eine gerichtete Menge I und eine
Menge X ist ein Netz eine Abbildung x : I — X. Im vorliegenden Fall ist die Indexmenge
die Menge der kausal abgeschlossenen, offenen Teilmengen und die Relation (Richtung) ist
die mengentheoretische Inklusion.

3Die Haag-Kastler-Axiome wurden fiir Quantenfeldtheorien im Minkowskiraum aufge-
stellt. Die weiter unten besprochene funktorielle Darstellung verallgemeinert den axioma-
tischen Rahmen auf global hyperbolische Raumzeiten.

4In den urspriinglichen Haag-Kastler-Axiomen [21,22] werden C*-Algebren verlangt.
Im Hinblick auf die weiter unten eingefiihrte Algebra der Wick-Polynome und die darauf
aufbauende Storungstheorie wird diese Bedingung hier abgeschwécht.
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(iv) Primitive Kausalitéit: Fiir eine Umgebung U einer Cauchy-Fldche
und eine beliebige offene, kausal abgeschlossene Menge O gilt

2A(0) C 2A(U) (2.2.4)
das heifit, es gilt A C A(U).

2.3 Funktorielle Beschreibung

Der durch die Haag-Kastler-Axiome festgelegte Rahmen fiir algebraische
Quantenfeldtheorien kann durch eine funktorielle Formulierung verallgemei-
nert werden. Dies wurde von Brunetti, Fredenhagen und Verch in [6] zuerst
durchgefiihrt. In diesem Ansatz werden Grundbegriffe aus der Kategorien-
theorie verwendet, die in Anhang A zusammengefasst sind. Eine umfassende
Einfiihrung in die Kategorientheorie bietet [32]. Zunéchst wird eine Definition
bendtigt.

Definition 2.3.1. Seien M;, ¢ = 1,2 global hyperbolische Raumzeiten mit
Metriken g1, gs. Fine Abbildung ¢ : M, — My heifst isometrische Einbettung
von My in Ms, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(i) ¥ ist diffeomorph auf sein Bild y(M,) (d.h. die Abbildung ¢ : M; —
W(My) C My ist ein Diffeomorphismus).

(ii) 1 ist eine Isometrie, d.h. }.g1 = 82 [y, -

(111) ¢ erhdlt die Orientierung und die Zeitorientierung und die kausale
Struktur . Letzteres heifit, dass jede kausale Kurve vy : [a,b] — M,
mit y(a),v(b) € (M) ganz in (M) liegt, d.h. v(t) € (M) fir alle
t €la,b] .

Jetzt werden zwei Kategorien definiert:

Loc: Die Objekte dieser Kategorie sind die vierdimensionalen, global hy-
perbolischen, orientierten und zeitorientierten Raumzeiten (M, g). Die
Morphismen sind isometrische Einbettungen 1 : (My,g1) — (M2, g2).
Als Komposition von Morphismen wahlt man die Komposition von Ab-
bildungen.

Zu Morphismen 4,9’ in Loc mit ¢» € hompec ((Ml,gl), (MQ,g2))
und ¢/ € hompec ((Ma,82), (Ms,gs)) ist die Komposition ¢/ o 1 :
(Mi,g1) — (Ms,g3) wieder eine isometrische Einbettung. Also gilt
¢ o1p € hompee ((Mi,g1), (Ms,g3)). Die Assoziativitét folgt aus der
Assoziativitdt der Komposition von Abbildungen. Als Identitat wihlt
man zu jedem (M,g) die identische Abbildung idy, : © — 2, = €
M. Diese erfiillt offensichtlich die Anforderungen (7ii) und (iv) aus
Definition A.1.1. Also ist Loc eine wohldefinierte Kategorie.
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Obs: Die Objekte dieser Kategorie sind die unitalen *-Algebren und die Mor-

phismen sind injektive, die Eins erhaltende x-Homomorphismen. Die
Komposition wird wieder als Komposition von Abbildungen gewéhlt
und die Identitét ordnet jedem A € Obj(Obs) die identische Abbildung
idg: A— A, A€ A zu. Damit wird auch Obs zu einer wohldefinierten
Kategorie.

In der funktoriellen Beschreibung wird eine Quantenfeldtheorie nun als
kovarianter Funktor aufgefasst:

Definition 2.3.2. (i) FEine lokal kovariante Quantenfeldtheorie ist

(i)

(iii)

ein kovarianter Funktor o/ zwischen Loc und Obs. Mit der Schreib-
weise oy fiir o/ (1) bedeutet dies, dass das Diagramm

Y
(M, g) —— (M',g)
.| .|
o (M,g) —> o/ (M', &)
kommutiert und die Kovarianzeigenschaften
aﬁ" o OW) = Oé",blolb Y O{id]\/[ - lde(M7g) 9 (231)

fiir alle Morphismen 1) € homy,gc ((Ml, g1), (M, gg)), alle Morphismen
1" € homy,ge ((Mz,gQ), (Mg,gg)) und alle (M, g) € Obj(Loc) gelten.

FEine so definierte Quantenfeldtheorie heifit kausal, falls gilt: Fir zwei
Morphismen 1; € homyee ((Mj,gj), (M, g)), j=1,2, fir die gilt, dass
die Mengen (M) und (M) in (M, g) kausal getrennt> sind, gilt

[, (/ (M1, 84)) s e, (7 (M 2))| = {0}

Dabei bezeichnet [A,B] die Menge {AB— BA|Ac A, Be B} fir
jedes Paar von x-Algebren A und B.

FEine durch den Funktor < definierte Quantenfeldtheorie erfillt das
Zeitschichtaxiom, falls

ay (o(M,g)) = o/ (M, g)

fiir alle v € hompge ((M, g),(M’,g’)), so dass (M) eine Cauchy-
Fliche von (M',g') enthilt.

5Zwei Gebiete sind kausal getrennt, wenn es keine kausale Kurve gibt die sie verbindet.
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Wie in [6] ebenfalls gezeigt wurde, ist der axiomatische Rahmen der Haag-
Kastler Axiome in der funktoriellen Formulierung enthalten, das heift eine lo-
kal kovariante Quantenfeldtheorie im Sinne von Definition 2.3.2 ist auch eine
Quantenfeldtheorie im Sinne der Haag-Kastler-Axiome. Das Zeitschichtaxi-
om entspricht dem Haag-Kastler-Axiom der primitiven Kausalitéit. Der Be-
weis seiner Giiltigkeit in perturbativ konstruierten, wechselwirkenden skala-
ren Quantenfeldtheorien ist der Gegenstand dieser Arbeit. Als eines der fun-
damentalen Axiome der algebraischen Quantenfeldtheorie ist dieser Beweis
einerseits grundsétzlich von Interesse. Andererseits wird im Unterabschnitt
2.3.4 seine Bedeutung fiir einen neuen Ansatz von Brunetti und Fredenha-
gen [4] zur Behandlung einer quantisierten Theorie der Gravitation deutlich
werden.

2.3.1 Induktiver Limes

Wie in Abschnitt 2.2 angekiindigt, soll nun der Begriff des induktiven Limes
vor dem Hintergrund der funktoriellen Beschreibung einer Quantenfeldtheo-
rie erlautert werden. In Anhang A wird der Begriff des Kolimes eines Funk-
tors eingefithrt. Ein induktiver Limes ist ein Spezialfall eines Kolimes. Ein
Funktor ./ nach Definition 2.3.2 hat i.A. keinen Kolimes, da die Indexkate-
gorie Loc keine gerichtete Menge ist. Dies ist auch physikalisch sinnvoll, da
in Loc ja alle global hyperbolischen Raumzeit-Geometrien zusammengefasst
sind. Die Observablenalgebra einer festen Hintergrundraumzeit (wie z.B. de
Sitter, Schwarzschild oder Minkowskiraum) sollte hingegen als induktiver
Limes erklért sein. Tatséchlich kann man als Objekte einer Indexkategorie
Loc); einfach die offenen, global hyperbolischen Teilmengen der festen Hin-
tergrundraumszeit M wéhlen und als Morphismen die Inklusionen in gréflere
Teilmengen betrachten. Das bedeutet, zu O, 0’ € Obj(Locy,) mit O C O’ hat
homy,ec,, (O, (‘)’) nun genau ein EBlement, ndmlich ¥ o = idw [o. Schrénkt
man </ auf diese Kategorie ein, so kann man den induktiven Limes gemé&f3
Anhang A konstruieren:
Man betrachtet die disjunkte Vereinigung

[T < = {(0.F)0¢cObjLocy), F € #(0)}  (232)
©eObj(Locyy)
mit der Aquivalenzrelation
{(01,F)~ (0:,0) ‘303 € Obj(Locyy) so dass O; C 03,05 C O,
(2.3.3)
mit Qepo 0, (F) = Qpo 0, (G)} :

Es gilt Lim (% [poc,) = [Hocobjrocy) #(0)/ ~. Das Produkt ist dann
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durch

(00 P [©026)] = [ (05 vy, (F) 000, @) | (234)

gegeben, wobei O3 ein beliebiges Objekt aus Locy, ist, fiir welches O C
O3 und Oy C O3 gilt. Die Summe ist analog definiert. Die Existenz des
Einselements, die Definition der x-Operation und die Universalitit dieser
Konstruktion wurden in Anhang A gezeigt.

In [6] wurde gezeigt, dass eine funktoriell definierte Quantenfeldtheorie
wiederum die Haag-Kastler-Axiome erfiillt. Insbesondere gilt Isotonie, d.h.
iﬁr 0 C O C 0" gilt wegen der Kovarianzeigenschaft cvy, ., = 00 © Qs

ass

Oé’/’oo” (%(O)) = Oé"/’o’o” (awoo’ ('QZ(O))) - awo’o” (@{«9/)) : (235)

Die Algebra einer Teilmenge eines Gebiets ist also eine Teilmenge der Alge-
bra des ganzen Gebiets. Daher kann man die Konstruktion des induktiven
Limes vereinfachen und anstatt der disjunkten Vereinigung die gewohnliche
mengentheoretische Vereinigung der Algebren betrachten. Man muss dann
keine Aquivalenzrelation einfiihren. In diesem Sinne ist die Notation fiir den
induktiven Limes aus Abschnitt 2.2 zu verstehen.

2.3.2 Die Algebra einer Cauchy-Fliche: Der inverse Li-
mes

Es soll nun gekléart werden, was die Observablenalgebra einer Cauchy-Fléiche
ist. Eine Cauchy-Flache ist selbst kein Element von Loc, da sie nicht of-
fen ist. Wenn man eine Quantenfeldtheorie durch einen Funktor .7 definiert
hat, der das Zeitschichtaxiom erfiillt, kann man aber jeder Cauchy-Fliche
eindeutig eine Observablenalgebra zuordnen. Diese Konstruktion verwendet
den sogenannten inversen Limes eines inversen Systems. Dieser ist ein Spezi-
alfall eines allgemeineren Limesbegriffs aus der Kategorientheorie. Der Limes
im Sinne der Kategorientheorie wird im Anhang in Abschnitt A.3 definiert
und erldutert. Dort wird auch bereits der Zusammenhang mit dem inversen
Limes hergestellt. Dies soll an dieser Stelle fiir eine Quantenfeldtheorie weiter
ausgefiithrt werden.

Sei M eine feste, global hyperbolische Raumzeit und » eine Cauchy-
Flache von M. Man betrachtet nun die Unterkategorie Umgy, von Loc, deren
Objekte die global hyperbolischen Umgebungen von ¥ sind. Als Morphismen
wahlt man die Inklusionen ¢y, p, : Uy — Us, ty,u, = idy, [, fiir Uy C Us.

Diese Kategorie bildet auf natiirliche Weise eine gerichtete Menge mit U, <1U;

falls Uy C U,. Schrinkt man nun ./ auf Umgy, ein, dann definiert % def
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4 |Umg, €in inverses System. Denn zu U, < U; ist ag,r, o A (Ly,u,) €in
injektiver *-Homomorphismus von Z#(U;) nach %(U;) . Die Eigenschaften

ayy o ayw = ayw falls U <V < W und
Uv 'VW Uw (2.3.6)
Qyy = ldga(U)
folgen, wie im Anhang in Abschnitt A.3.2 gezeigt wurde, aus den Funktorei-
genschaften von 2 . Der inverse Limes (der nun auch der Limes im Sinne
der Kategorientheorie von Z ist, wie gleich gezeigt wird), ist nun

Lim # = { (‘I’U>U60bj(Umg2) € H #(U) ‘
U€Obj(Umgy,) (2.3.7)

A,y (\IfUl) = \I/UQ fiir alle Uy C UQ}

mit den komponentenweisen Verkniipfungen. Dies definiert dann offensicht-
lich wieder eine unitale x-Algebra. Die Existenz der Familien (V)¢ opjumey)-
die die gestellte Bedingung erfiillen, folgt aus dem Zeitschichtaxiom. Mit den
Morphismen

Yy € homops (@%,%(U)) ) (2.3.8)
(v)v conjUmgy) — YU

ist <Lim B, (wU)) ein universeller Kegel von Lim % nach 2.
P P

Beweis. Dass die ¢y einen Kegel von Lim £ nach & bilden, folgt unmit-
telbar aus der Definition der Wy, Dass dieser Kegel universell ist, sieht man
folgendermafen: Sei (N, (¢y)) ein anderer Kegel von N € Obj(Obs) nach
AB. 7u zeigen ist, dass es einen Morphismus m € homops(V, Iﬂ%’) gibt, so
dass das Diagramm

N
m
v
ov / Lim AB \ v
%

BV) 2U)

ayv

fir U <V kommutiert. Fiir n € N setzt man m(n) := (¥y) € Lim % mit
Uy = ¢p(n). Dies ist ein wohldefiniertes Element aus I{j_m%, denn fiir U<V
gilt

OéUv(‘Ijv) = Qyv ((ﬁv(ﬂ)) = (bU(n) = \I/U y (239)
da die ¢y einen Kegel bilden. Die Teildiagramme links oben und rechts oben
kommutieren nun automatisch: ¢y = ¥y o m. Damit kommutieren alle Teil-
diagramme. O]



2.3 Funktorielle Beschreibung 17

Also war die Benutzung des Symbols Lim % gerechtfertigt, denn es han-
delt sich dabei tatséchlich um einen Limes im kategorientheoretischen Sinne.
Im Folgenden wird die Kurzschreibweise /(%) = Lim 2% verwendet.

Seien 3,3, zwei Cauchy-Flichen mit 3, C J_(¥3). Der Funktor &7
erfiillt nach Voraussetzung das Zeitschichtaxiom. Dies kann man nun aber-
mals ausnutzen, um einen Isomorphismus asy,y, der Algebren von ¥; und X
zu konstruieren. Diese Konstruktion wurde in [4] durchgefiihrt. Man definiert
zunéchst einen Isomorphismus

CKME%(E)H%(M)

durch aps ((Pr)) = anmw, (¥r,). Dies hiingt wegen der Definition der Wy
nicht von der Wahl von U; ab:

ayo,(Yo,) = Y = ane, (Ye,) (2.3.10)

fiir alle Uy, Us € Obj(Umgy,). Aufgrund des Zeitschichtaxioms ist ayy in-
vertierbar. Daher kann man den gesuchten Isomorphismus definieren als

asyy, - A (3) — (),

def 1
a3, = Oy, OME, -

(2.3.11)

2.3.3 Lokal kovariante Felder

Auf gekriimmten Raumzeiten gibt es keine Poincaré-Symmetrie. Fiir die Defi-
nition von Quantenfeldtheorien im Minkowskiraum spielt diese fundamentale
Symmetrie jedoch eine wichtige Rolle, denn die Translationsinvarianz wird
zur Definition des Vakuumvektors verwendet. Der Wegfall dieses Kriteriums
auf gekriimmten Raumzeiten bedeutet eine Zunahme der Mehrdeutigkeiten
bei der Konstruktion von Quantenfeldtheorien. Insbesondere steigt, wie in
Abschnitt 2.7 noch genauer erliutert wird, die Renormierungsfreiheit stark
an. Aus diesen Griinden ist ein Ersatz fiir die Poincaré-Kovarianz in Quan-
tenfeldtheorien auf global hyperbolischen Raumzeiten wiinschenswert. Wald
hat daher in [37] die Bedingung der Lokalitit und Kovarianz an den Energie-
Impuls-Tensor einer Theorie aufgestellt. Diese Bedingung wurde von Brunet-
ti, Fredenhagen und Verch in [6] aufgegriffen und im Rahmen der funktori-
ellen Formulierung verallgemeinert. Die neue Forderung bringt, heuristisch
gesprochen, zum Ausdruck, dass sich Quantenfelder unter Transformationen
der Raumzeit in ,natiirlicher Weise transformieren sollen. Um dies zu prézi-
sieren, macht man folgende

Definition 2.3.3. Sei eine Quantenfeldtheorie durch den Funktor <f defi-

niert und sei
o = <<I> )
(M-8) ] (11 g)eObi(Loc)
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eine Familie von Quantenfeldern, so dass @ g (f) € &/ (M, g) fir jede Test-
funktion f € D(M). Diese Familie heifit ein lokal kovariantes Feld, falls
fir alle (M, g1), (Ms, g2) € Obj(Loc) und alle f € hompec ((Ml, g1), (Mg,gg))
die Kovarianzbedingung

Qyp <(1)(M17g1)(f>> = (I)(M27g2)(¢*f) (2.3.12)

erfillt ist. Dabei ist der push-forward .f € D(Ms) einer Testfunktion f
definiert durch

() = { (fov™) (x) fallsz € (M), (2.3.13)

N 0 sonst.

Es wird also gefordert, dass die Struktur, die sich durch die push-forwards
von Testfunktionen ergibt, auch in den entsprechenden Familien von Quan-
tenfeldern vorhanden ist. Die in Anhang A dargestellte natirliche Trans-
formation zwischen Funktoren ist genau eine solche Art von Strukturtrans-
port. Um hier die passende natiirliche Transformation zu bestimmen, be-
trachtet man als Bildraum von &/ anstatt Obs die Kategorie TObs der
topologischen unitalen x-Algebren mit stetigen, einserhaltenden, injektiven
x-Homomorphismen als Morphismen. Dies ist eine Unterkategorie der Ka-
tegorie Top aller topologischen Raume. In dieser liegt auch die Katego-
rie Test, deren Objekte die Testfunktionenrdume D(M,g) fir (M,g) €
Obj(Loc) sind. Thre Morphismen sind die push-forwards unter Morphismen
1 aus Loc. Entsprechend lésst sich ein kovarianter Funktor ¥ : Loc —
Test definieren, mit Z(My,g1) = D(Mi,g1) und 2(¢) = o, fiir ¢ €
homy,ec ((M 1,81), (Ms, gg)). In der funktoriellen Sprache kann man Definiti-
on 2.3.3 nun sehr kurz fassen: Ein lokal kovariantes Feld ist eine natiirliche
Transformation von & nach /. Man erhélt, wie in Anhang A erklért, ein
kommutatives Diagramm, welches die Funktion der Transformation & ver-
anschaulicht. Dabei bedeutet die Kommutativitiat der ,,Grundflache“ gerade
die Giiltigkeit von (2.3.12) und die ,,Dachfléchen® sind die definierenden Dia-
gramme von & und Z.

M, v M,
D D
A A
D(M,) — D(My)
A(M;) A(M,)
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2.3.4 Relevanz des Zeitschichtaxioms fiir die Theorie
der Quantengravitation

Eine voll quantisierte Theorie der Gravitation ist eines der wichtigsten Ziele
der theoretischen Physik. In [4] haben Brunetti und Fredenhagen eine neu-
artige Behandlung der Quantengravitation vorgeschlagen. Die vorliegende
Arbeit behandelt die Quantengravitation zwar nicht, bei dem neuen Ansatz
spielt die Giiltigkeit des Zeitschichtaxioms jedoch eine wichtige Rolle. Aus
diesem Grund soll die Idee hier kurz erlautert werden.

In kosmologischen Theorien (siehe z.B. [20]) wird die Gravitation iibli-
cherweise folgendermaflen beschrieben: Man fasst die Metrik der Raumzeit
auf als Summe

Guv = Ny + h;w > (2314)

wobei 7 eine klassische feste Hintergrundmetrik und h ein Quantenfeld ist.
Die Idee ist, dass es Quantenfluktuationen der Metrik um einen klassischen
Hintergrund herum gibt. Wenn man eine solche Theorie konstruiert hat und
zeigen kann, dass sie in einem noch genauer zu bestimmenden Sinne un-
abhdngig von der Hintergrundmetrik n ist, dann hat man eine Quantenfeld-
theorie der Gravitation konstruiert. Die Frage ist nun, wie man das Problem
der Hintergrundunabhéngigkeit einer solchen Theorie behandeln kann. Wenn
die Theorie als kovarianter Funktor beschrieben werden kann, der das Zeit-
schichtaxiom erfiillt, dann kann man die relative Cauchy-Entwicklung zweier
Theorien beziiglich einer Variation des Hintergrundes n betrachten (siehe
Abb. 2.1):

Y1y (

v v
M, M,
) 1
(. Do

Abbildung 2.1: Relative Cauchy-Entwicklung bei unterschiedlichen Hintergrund-
metriken in den Raumszeiten M7 und M

Seien (Ny,n4), (N_,n-), (My,m), (M3, n2) Raumzeiten in Obj(Loc) und
seien 1,4+ € homy,gc ((Ni,'r]i), (M;, m)), i = 1,2 Morphismen, so dass ¥;+ C
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¥+ (Ny) Cauchy-Flachen von M; sind. Es gelte, dass ;4 in der Zukunft von
Y, liegt. AuBerdem seien 7; und 7, nur zwischen diesen Umgebungen von
Cauchy-Fliachen voneinander verschieden, d.h. als topologische Mannigfaltig-
keiten seien M; und M, gleich, aber ihre metrischen Tensoren unterscheiden
sich auf einem kompakten Gebiet im Innern von J, (N_)NJ_(N;). Die Theo-
rie des Quantenfeldes h, welches auf diesen unterschiedlichen Hintergriinden
geméafl den Einsteingleichungen propagiert, sei als kovarianter Funktor ge-
geben. Dann gehdren zu den Morphismen ;1 injektive x-Homomorphismen
ay,. der Observablenalgebren in den entsprechenden Raumzeitgebieten. Da
das Zeitschichtaxiom gilt, ist

def _ -
BE ay,, o aw;+ 0 ay, oo, (2.3.15)

sogar ein Automorphismus von &7 (M, n;). Die Theorie ist nun hintergrun-
dunabhéngig, wenn 3 = 1(a, )

Man sieht, dass diese Uberlegung auf die Giiltigkeit des Zeitschichtaxioms
in einer Theorie des Quantenfeldes 7, angewiesen ist. Daher ist es zunéchst
sinnvoll, seine Giiltigkeit fiir skalare Quantenfeldtheorien zu iiberpriifen, was
in der vorliegenden Arbeit durchgefithrt wurde.

2.4 Das freie skalare Feld

In diesem Abschnitt wird die Algebra eines freien skalaren Quantenfeldes ¢,
welches die Klein-Gordon-Gleichung erfiillt, eingefiihrt. Sie bildet die Grund-
lage fiir die Konstruktion von Wick-Polynomen und wechselwirkenden Fel-
dern in den folgenden Abschnitten. Am Ende dieses Abschnitts wird die freie
Algebra einer Cauchy-Fliche explizit konstruiert. Dabei wird der Zusam-
menhang mit der abstrakten Konstruktion des inversen Limes nach Unter-
abschnitt 2.3.2 hergestellt.

2.4.1 Konstruktion der Algebra des freien Feldes

Die Algebra des freien Feldes soll spéter durch operatorwertige Distributio-
nen auf einem noch néher zu bestimmenden Hilbertraum dargestellt werden.
Operatorwertige Distributionen haben die Interpretation von lokalen Mes-
sungen. So soll fiir eine Testfunktion f € D(M) der Operator ¢(f) die Mes-
sung des Feldes ¢ an allen Punkten x bedeuten, jeweils gewichtet mit f(x).
Die freie Feldalgebra soll jedoch zunéchst unabhéngig von einer konkreten
Hilbertraumdarstellung konstruiert werden, daher ist das erste Axiom fiir die
Konstruktion lediglich, dass die Abbildung

f=o(f)



2.4 Das freie skalare Feld 21

linear sein soll. ¢( f) wird dabei zunéchst als abstraktes Symbol aufgefasst. Im
Folgenden sei (M, g) stets eine global hyperbolische Raumzeit mit Metrik g.
Sei V der durch g induzierte Levi-Civita-Zusammenhang auf M. Dann lautet
die Klein-Gordon-Gleichung

(O+m?—ER)p=0 (2.4.1)

mit 0 = V,V# dem Kriitmmungsskalar R, der Masse m und der Kopplung an
die skalare Kriimmung &. Nach [7, Theorem 3.3.1, Korollar 3.4.3] existieren
auf M eindeutig bestimmte avancierte und retardierte Fundamentallosungen
A% und A", Diese sind Operatoren

A®/ret - D(M) — E(M) (2.4.2)

mit (O + m? — ER)A™/et = A@/rt(0 4+ m? — ¢R) = idpry. Nach dem
Kerntheorem von Schwartz [27, Theorem 5.2.1] sind ihre Integralkerne Dis-
tributionen auf D(M x M). Sie werden ebenfalls mit A®/" bezeichnet. Fiir
die Triger gilt supp A/ = {(z,y)ly € J_,(z)}. Fiir Punkte z,y auf
einer Cauchy-Fldche ¥ erwartet man aufgrund der iiblichen quantenmecha-
nischen Vertauschungsrelationen fiir Orts- und Impulsoperator die folgenden
gleichzeitigen Vertauschungsrelationen:

[e(x), 0(y)] =0
[(x), Osp(y)] = ids(x,y) (2.4.3)
[0s¢(2), Os0(y)] =0

mit dem zukunftsgerichteten Normalenvektorfeld Oy auf ¥ und dem Inte-
gralkern dy; des Einheitsoperators idp() auf D(M). Unter Benutzung der
Feldgleichung kann man daraus die Vertauschungsrelation

[o(x), o(y)] = iA(z,y) (2.4.4)

ableiten. Dabei ist A = A% — A,
Es soll also insgesamt eine *-Algebra § konstruiert werden, die folgende
Bedingungen erfiillt:

(i) § wird von den Elementen ¢(f) fir f € D(M) erzeugt.
(ii) ¢ erfiillt die Feldgleichung, d.h. ¢ ((O+m? — ¢R)f) = 0.
(iii) Es gilt die Vertauschungsrelation [¢(f), ¢(g)] = i(f, Ag).

(iv) Die Involution ist realisiert durch o(f)* = o(f).
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Ausgangspunkt der Losung dieses Problems ist die Tensoralgebra tiber D(M).
Man betrachtet Elemente

F(p) = Z/dxl--'dxnsa(xl)--‘so(wn) (f1i®- @ fo) (21,...,2) (2.4.5)

fir f; € D(M), mit dem durch das Tensorprodukt induzierten Produkt.
Als #-Operation wahlt man einfach (iv) und dividiert diese Algebra durch
die Ideale, die von der Feldgleichung und der Vertauschungsrelation erzeugt
werden. Man erhélt die Algebra § des freien skalaren Quantenfeldes.

2.4.2 Die freie Algebra einer Cauchy-Fliche

In diesem Unterabschnitt wird nachvollzogen, wie man die Algebra €(X) der
Cauchy-Daten des freien Feldes konstruiert [11,30]. Dann wird gezeigt, dass
man €(X) als Algebra der Cauchy-Fliche ¥ im Sinne von Unterabschnitt
2.3.2 auffassen kann.

Die Algebra €(3) der Cauchy-Daten auf 3 wird erzeugt von den Symbolen
ex(g) mit g € D(X) und 7x(h) mit h € A}(X). Dabei ist A3(X) der Raum
der glatten 3-Formen auf ¥ mit kompaktem Tréger. ¢y und 7y sollen linear
in ihren Argumenten sein. Es soll eine Involution * geben, so dass ¢x(g)* =
x(g) und 7x(g)* = 7x(g). AuBerdem sollen die Vertauschungsrelationen

esto).ms] =i [ gh (2.46)
gelten. Man sieht, dass die algebraische Struktur, die durch diese Relation
gegeben ist, unabhéngig von der Metrik auf ¥ ist, da letztere in das Integral
von 3-Formen auf ¥ nicht eingeht.

Eine alternative Konstruktion der freien Algebra von X ist der in Unterab-
schnitt 2.3.2 vorgestellte inverse Limes. Aus den Algebren §(M) lédsst sich ein
kovarianter Funktor .% : Loc — Obs im Sinne von Abschnitt 2.3 konstruie-
ren, der das Zeitschichtaxiom erfiillt. Dies folgt aus den Betrachtungen in Ab-
schnitt 2.6 und dem Beweis der Giiltigkeit des Zeitschichtaxioms fiir die Wick-
Polynome in Kapitel 3. Man kann nun .%# wieder auf Umgy, einschréinken und
erhélt den Funktor ¢ = .% [umg,. Die Elemente des inversen Limes Iﬂ%

. - . ef
sind Familien F' = (FU)UeObj(Ung) mit ay,u, (Fu,) E G () (Fuy) = Fu,

fir Uy < Uy (d.h. Uy C Uy). Zusammen mit der Familie von Morphismen
(aU)UeObj(Ung)a
ay : Lim ¥ — §(U)

o (F)— (2.4.7)

bildet Lim ¢ einen universellen Kegel.
%
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Um die Verbindung zwischen Lim ¢ und €(3) herzustellen, wird hier die
folgende Vorgehensweise gewéihlt: Zunéchst wird eine Familie (1) ;cop,; (Umgsy)
von Morphismen mit ¢y : €(X) — 4(U) angegeben, so dass (@(E), (QSU))
ein Kegel von €(X) nach ¢ ist. Dann wird der Verbindungshomomorphis-
mus m : €(X) — Lim & konstruiert und gezeigt, dass es sich um einen
Isomorphismus handelt. Damit ist dann (€(X), (¢r)) automatisch ebenfalls
universell.

Um diese Konstruktionen durchfiithren zu kénnen, wird die Losungstheorie
fiir das Cauchy-Problem der Klein-Gordon-Gleichung benétigt. Diese ist in
[11,30] dargestellt. Eine zentrale Rolle spielen die Einschréankungsoperatoren

po: E(M) — E(X)
f—=TFls
pri E(M) = E(3)
f = (navaf) rE ’
wobei n das zukunftsgerichtete Normaleneinheitsfeld auf ¥ ist.

Sei ~ die folgende Aquivalenzrelation auf D(M): f ~ h falls eine Test-
funktion der Form K g existiert, so dass f —h = Kg. Sei

(2.4.8)

3:D(M)/ ~— D),
L[] = (poAf, p1ASf) .

Hierdurch ist # wohldefiniert, da KA = 0. Nach [11, Theorem 1] existiert
genau eine Losung u der Klein-Gordon-Gleichung mit po(u) = ug und py(u) =
uy. Nach [11, Lemma A.3] existiert zu jeder offenen Umgebung O von supp ugU
supp u; mit kompaktem Abschluss eine Testfunktion f € D(M) mit supp f C
O, so dass Af = wu. Also ist § surjektiv. Sei 5([f]) = B([g]), dann gilt
PoAf = poAg und pyAf = p1Ag. Aus der Linearitdt von pg, p1 und A folgt
damit

(2.4.9)

poA(f—g) =0, pA(f—-9)=0. (2.4.10)

Da KA =0, ist A(f — g) eine Losung der Klein-Gordon-Gleichung. Da sie
die Cauchy-Daten Null besitzt, muss sie selbst Null sein. Der Kern von A ist
aber gerade [0] € D(M)/ ~. Also ist 3 auch injektiv.

Insgesamt ist 371 also eine Bijektion

87 D(E)? — D(M)/ ~ (2.4.11)

und in 871 (ug, u1) gibt es zu jeder offenen Umgebung O C M von supp ug U
supp u; mit kompaktem Abschluss einen Repriasentanten f mit supp f C O.

Mit Hilfe von 57! lassen sich die gesuchten Morphismen ¢y : €(X) —
4 (U) leicht konstruieren. Jede 3-Form © € A3(X) ist proportional zur Vo-
lumenform auf ¥ und der Proportionalititsfaktor ist eine Testfunktion v €
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D(X). Sei nun

Pu ZH(SOE(%‘)JFWE(@)) dZGfZHQO@JI(uU,vU)). (2.4.12)

i=1 j=o i=1 j=0

Dabei steht die Kurzschreibweise ﬁgl(u, v) fiir einen Représentanten f aus
B~ (u,v) mit supp f C U. Da ¢ linear ist und die Klein-Gordon-Gleichung

erfiillt, hangt ¢ (ﬁ&%u,v)) nicht von der Wahl dieses Reprisentanten ab,

also ist ¢y wohldefiniert. Dass ¢y bijektiv ist, folgt aus der Bijektivitit von
(. Auflerdem respektiert ¢y per Definition die Verkniipfungen. Um zu zeigen,
dass ¢y die Kommutatorrelationen respektiert, benotigt man die adjungier-
ten Operatoren pf, pj, A’. Es gilt A" = —A und nach [11, Korollar 1.3] gilt
auflerdem

A = Apyp1 A — ApipoA . (2.4.13)
Also gilt

o5 ([e(f), 0(9)]) = les(pAF) + ms(poAf), es(p1Ag) + ms(poAg)]
= [ps(p1Af), ms(poAg)] — [es(p1Ag), ms(poAf)]
= i{p1Af, poAg) —i(p1Ag, poAf)
= i(f, =ApipoAg) — i(—Apyp1Ag, f)
= i(f, (AphpAg — Apipod)g)
= (/. Ag)

= o, ((f. Ag)) .
(2.4.14)

Analog kann man zeigen, dass auch ¢y die Kommutatorrelationen respek-
tiert. ¢y ist also ein Isomorphismus von €(X) und 4(U).

Nun wird gezeigt, dass die ¢y zusammen mit €(X) einen Kegel von €(X)
nach ¢ bilden. Dazu ist zu zeigen, dass

CKU2U1 o ¢U1 = ¢U2 (2415)
fir U2 < Ul. Aber g(Ul) C g(Ug), daher ist Ay,U; = idg(UQ) fg(Ul). Es gﬂt
I J r J
G (ﬁgﬂ (s, vij)) =511+ (ﬁgj (uij, vl-j)> , (2.4.16)
=1 =0 i=1 j=0

da ¢ die Klein-Gordon-Gleichung erfiillt. Damit ist die Kegeleigenschaft ge-
zeigt.
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Der letzte Schritt besteht nun in der Konstruktion des Isomorphismus m.
Sei zunéchst

m: EX) — H 9(U) ,

U€Obj(Umgy,) (2.4.17)
(m(c))y, = dule) .

Aufgrund der eben gezeigten Kegeleigenschaft der ¢y ist bild (m) C Lim ¢.

Zu (Pu)ueobj(Umey) € Lim & ist m <¢\?1(‘I>V)> = (Pv)vcobj(Umey) fir ein
beliebiges V' € Obj(Umgy). Also ist m : €(X) — Lim & surjektiv. Dass
m ein Homomorphismus ist, der die Kommutatorrelationen respektiert, folgt
daraus, dass alle ¢y diese Eigenschaft besitzen. Der Kern von m besteht
offensichtlich nur aus der Null, also ist m insgesamt ein Isomorphismus von
¢(X) und Lim ¢. Damit kommutiert das Diagramm

¢(x)

}

v/ Lim & \*%
%

ayv

fiir alle U,V € Obj(Umgy,) mit U < V. Also ist (€(X), (¢)) ein universeller
Kegel.

2.5 Zustande

Wie bereits erwdhnt, sollen die Elemente von § durch Operatoren auf ei-
nem Hilbertraum dargestellt werden. Bei dessen Wahl besteht in der Quan-
tenfeldtheorie auf gekriimmten Raumzeiten grofie Freiheit, was ja einer der
urspriinglichen Griinde fiir den algebraischen Zugang war. Eine Mdoglichkeit
der Konstruktion eines Hilbertraums, auf dem § durch eine treue Darstellung
von Operatoren realisiert wird, ist die sogenannte GNS-Konstruktion (nach
Gelfand, Neumark und Segal). Dazu wihlt man zunéchst einen Zustand auf
$§. Ein Zustand ist ein lineares Funktional w : § — C mit den Eigenschaften

w(A*A) >0

o) 1. (2.5.1)

Dieser Zustandsbegriff ist im Sinne von Erwartungswertfunktionalen zu ver-
stehen. Denn falls § durch Operatoren auf einem Hilbertraum dargestellt ist,
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dann kann man zu jedem Einheitsvektor ¥ einen Zustand definieren, indem
man w(A) = (U, AV) setzt. Aus einem beliebigen Zustand lisst sich aber
umgekehrt auch eine Hilbertraumdarstellung konstruieren. Durch (A, B) =
w(A*B) ist eine positiv semidefinite Sesquilinearform auf § definiert. Die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung [({A, B)|? < (A, A)(B, B) lautet hier

w(A*B)| < Jw(A*A)w(B*B) . (2.5.2)

Sei Jg = {I € §F|w(I*I) = 0}. Wegen (2.5.1) und (2.5.2) gilt fiir B € §,
I eJ,

(BI, BI) = w(I*B*BI) \/w I*I) w ((B*BI)*B*BI) = 0 (2.5.3)
und fir Iy, I, € Jy gilt
(ML) = | M*w(ITL) =0 (2.5.4)
und

(L + B), (I + B))| = [T+ Bl + L L+ I3T)
= |w(I{l) +w(l3])|

< Vw(LIi) w(i L) + Vw1 1}) w(I3]s)
=0.

(2.5.5)

Also ist der Nullraum Jy auch ein Linksideal in §. Auf dem Quotientenraum
§/3o wirkt § also durch Linksmultiplikation. (-, -) ist auf diesem Quotienten-
raum ein positiv definites Skalarprodukt. Den so erhaltenen Prahilbertraum
D,, kann man nun vervollstdndigen und erhélt den Hilbertraum H,,. Die ge-
fundene Darstellung von § auf H,, durch Operatoren mit Definitionsbereich
D,, wird mit 7, bezeichnet. Zusammen mit dem eindeutig bestimmten zy-
klischen Vektor €2, der durch Anwendung von 7, den Definitionsbereich D,,
generiert und fiir den gilt

(D, T (A0 =w(4),  VAEF, (2.5.6)

erhélt man das sogenannte GNS-Tripel (H,,, 7w, (L,).
Mit Hilfe eines Zustandes w auf § lassen sich die sogenannten n-Punkt-
funktionen

wWn(f1,-- o5 fn) = wle(f1) - 0(fn))

definieren. Umgekehrt ist ein Zustand durch seine n-Punktfunktionen ein-
deutig festgelegt. Fine besondere Klasse von Zustédnden sind die sogenann-
ten quasifreien Zustdnde. Thre ungeraden n-Punktfunktionen verschwinden
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und ihre geraden n-Punktfunktionen ergeben sich aus der Zweipunktfunkti-

on durch
Wi (21, ..., 2p) = Z ng(xil,xiQ).
{P1,Pny2}EP (21,0 sn) Pi
Dabei ist P(xy, ..., z,) die Menge der Partitionen von {1,...,n} in geordne-

te Paare p; = (x;,,z;,) mit iy < iy. Eine zentrale Frage in der algebraischen
Quantenfeldtheorie ist, welche Zustdnde physikalische Bedeutung haben. Ei-
ne Bedingung, die physikalisch zuléssige Zustédnde erfiillen miissen, ist die
sogenannte Hadamard-Bedingung [10]. Diese wurde mathematisch prézise
von Kay und Wald [31] formuliert. Radzikowski hat in [35] gezeigt, dass
die Hadamard-Bedingung fiir quasifreie Zustdnde dquivalent zu einer Bedin-
gung an die Wellenfrontmenge der Zweipunktfunktion ist. Danach ist ein
quasifreier Zustand genau dann ein Hadamard-Zustand, wenn

WF(UJQ) = {(fL‘l,k’l,ZEQ, —k’g) € (T*M)2\ {0} (l’l,k’l) ~ (IQ,]CQ), kl c ‘/;1_}

(2.5.7)
Die Notation (x1, k1) ~ (x2, k2) bedeutet, dass eine lichtartige Geodéte exi-
stiert, die 71 und x5 verbindet und Kotangentialvektoren k; bei z; und ks
bei x5 hat. Zum Begriff der Wellenfrontmenge siche Anhang B.

2.6 Wick-Polynome

Die in Abschnitt 2.4 eingefiihrte Algebra des freien Feldes reicht noch nicht
aus, um storungstheoretisch eine Algebra von wechselwirkenden Feldern zu
konstruieren. Der Grund hierfiir ist die Tatsache, dass § nicht die nichtlinea-
ren lokalen Funktionale enthélt. Ein Feldfunktional

F(p) = /dxl cedrpp(zr) () fulz, .o x)

heifit lokal, wenn

52F
——— =0 fir x #y .
Sp()op(y)
Die Funktionalableitung ist dabei definiert als
oF —i/dx dz,p(zy) - - d(zg, x) () frlz Tp)
590(I)_k:1 1 nP\T1 ks P\Tn) Jn T2y s Tn) -

Insbesondere enthélt § nicht die Wickpotenzen des Feldes und deren zeit-
geordnete Produkte. Wie in Abschnitt 2.7 erldutert wird, sind letztere aber
notwendig zur perturbativen Formulierung einer wechselwirkenden Quanten-
feldtheorie. In diesem Abschnitt wird daher die Vergroflerung der Algebra §
besprochen, wie sie in [3,12,14,23] durchgefiihrt wurde.
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2.6.1 Definition der Algebra 27

Potenzen des Feldes sind als Quantenfelder zunéchst nicht wohldefiniert. Da-
her betrachtet man sogenannte normalgeordnete Produkte

o) (o) o |G 9 ) i)

£=0
(2.6.1)

Dabei ist wy die Zweipunktfunktion eines quasifreien Hadamard-Zustands w
auf §. Die normalgeordneten Produkte sind also operatorwertige Distributio-
nen auf dem GNS-Hilbertraum zu w. Die durch Gleichung (2.6.1) definierte
Normalordnungsvorschrift stimmt mit der iiblichen Normalordnung auf dem
Fockraum {iberein, siehe z.B. [34]. Wahlt man Funktionen f, als Summen
von n-fachen Produkten von Testfunktionen in einer Variablen, so kann man
verschmierte normalgeordnete Produkte

O (fr) = / co(xy) - ro(xy) : fulx, .o zy)dey .. day, (2.6.2)

als Elemente in § definieren. Das Produkt ist dann gegeben durch

min(n,m)

S () (g) = DY T (f @) (2.6.3)

k=0

mit dem symmetrisierten, k-fach kontrahierten Tensorprodukt

(f Ok g)(l‘h s 7xn+m—2k)

def n!m! / d J
(n— k) (m — k)WL fyo “1 002 (2.6.4)
wa (Y1, Y2) - wWaYor—1, Yok ) [ (T15 s T, Y1, Y3, - -+ Y1) X
g(xn—k—i-lv coo sy Tpdm—2k Y2, Ysq,y - - - 7y2k) )
wobei S fiir die Symmetrisierung in x1, ..., T, 1m_2r Steht.
Um lokale Funktionale zu erhalten, muss man fiir die f,, Distributionen
mit Triager auf der Diagonalen A(M™) = {(xy,...,z,) € M" |21 =--- = x,}

wéhlen. Dabei treten in Integralen der Form (2.6.2) Produkte der operator-
wertigen Distributionen : ¢(z1)---@(z,) : mit den Distributionen f, auf.
Produkte von Distributionen sind aber im Allgemeinen nicht wohldefiniert.
Duistermaat und Hormander haben aber in [27,28] gezeigt, dass unter be-
stimmten Bedingungen an die Wellenfrontmengen das Produkt von Distri-
butionen definiert werden kann. Einen Uberblick iiber die hierfiir relevanten
Definitionen und Aussagen bietet Anhang B. Die Bedingung, die an die Wel-
lenfrontmengen der f,, gestellt werden muss, damit Produkte mit den normal-
geordneten Produkten wohldefiniert sind, haben Brunetti und Fredenhagen
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in [3] gefunden: Das Definitionsgebiet D, der operatorwertigen Distributio-
nen in § enthélt eine dichte, unter der Anwendung von Elementen der Form
(2.6.2) invariante Teilmenge, das sogenannte mikrolokale Glattheitsgebiet D?
(,microlocal domain of smoothness“ [3] ), so dass die Wellenfrontmengen der
vektorwertigen Distributionen

for ¢ (fu)Y  fir v € D (2.6.5)

in der Menge

F,.(M,g) = {(xl,kl,...,xn,kn) e (T*M)"\ {0} | ki eV, i = 1n}

(2.6.6)
enthalten sind. Sei 7"(M) die Menge der symmetrischen, kompakt getragenen
Distributionen f € D'(M™), deren Wellenfrontmenge der Bedingung

WE(f)N ( U v;)qlu ( U vx)n =0 (2.6.7)

xeEM zeM

geniigt®. Die Kovektoren in F,(M,g) liegen an jedem Punkt X € M™ alle
im Riickwiértslichtkegel, die Kovektoren in der Wellenfrontmenge von ¢ €
T"(M) liegen an keinem Punkt alle im Vorwértslichtkegel. Also gibt es kein
(X,E) € F,(M,g), so dass (X, —=) € WF(f). Daher ist das Produkt einer
vektorwertigen Distribution vom Typ (2.6.5) mit einem Element f € T"(M)
nach Satz B.2.1 eine wohldefinierte vektorwertige Distribution. Man definiert
nun die Algebra der Wick-Polynome 20 als die %-Algebra von Operatoren
auf dem GNS-Hilbertraum H,,, die durch 1 und Elemente ¢*"(f,,) mit f,, €
T (M) erzeugt wird.

Brunetti und Fredenhagen haben in [3] und Hollands und Wald in [23]
gezeigt, dass diese Algebra wohldefiniert ist und die richtigen Eigenschaften
besitzt. Insbesondere ist das Produkt wohldefiniert und ebenfalls durch die
Formel (2.6.3) gegeben. Ein wichtiger Schritt in den Beweisen war es zu
zeigen, dass die Distributionen, die durch Kontraktionen in (2.6.4) entstehen,
wohldefiniert sind und wieder in T"(M) liegen.

2.6.2 Abstrakte Darstellung der Wick-Polynome

Diitsch und Fredenhagen haben in [12] gezeigt, dass die algebraische Struktur
von W vom Hadamard-Zustand w und somit von der gewéhlten Hilbertraum-
darstellung unabhéngig ist. Die Idee ist, das 20 als treue Darstellung einer

6Mit der in Unterabschnitt 2.1 eingefiihrten Bezeichnung lautet diese Bedingung:
WF(f)nV» UV} = (. Zur Vereinfachung der Notation wird im Folgenden stets diese
Schreibweise verwendet.
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abstrakten Algebra von reellwertigen Distributionen aufgefasst werden kann.
Um diese abstrakte Algebra zu finden, definiert man zunéchst den Raum

Te (M) oo D, T"(M). Auf diesem ist durch (2.6.3) und (2.6.4) ein assozia-
tives Produkt erklart, ndmlich

fx9a= > fu®rg- (2.6.8)

m~+l—2k=n
Man kann nun (2.6.2) als Definition einer Darstellungsabbildung
m: T (M) — (M)

. (2.6.9)
f=07(f)
auffassen. Diese Notation bedeutet ausgeschrieben
()= o°"(fa) - (2.6.10)
n=0

Dies ist per Definition eine Darstellung von 20 durch Elemente in T°(M).
Die Darstellung ist aber nicht treu, d.h. 7 ist nicht injektiv. Das liegt daran,
dass Elemente k € T*(M) mit Komponenten

1 n
fin = SKg, =~ > Kign (2.6.11)
=1

fiir g, € T"(M) auf die Null in 20 abgebildet werden, da dort die Feldglei-
chung gilt. Die Elemente k£ der Form (2.6.11) erzeugen ein Ideal T3 (M) in
T*(M). Dieses ist gerade der Kern von w. Man erhélt also eine treue Dar-
stellung der Quotientenalgebra T*(M) /T3 (M) auf Q0(M) durch die Darstel-
lungsabbildung

T [+ Tp(M) — ¢®°(f) . (2.6.12)

Es hat sich herausgestellt, dass sich viele Probleme besser innerhalb der
abstrakten Algebra T°(M) behandeln lassen als in ihrer Darstellung 20 (M).
Dieser Zugang wird als off-shell-Formalismus bezeichnet, da in T*(M) die
Feldgleichung nicht gilt. Besonders wenn Fragen der Renormierung von Quan-
tenfeldtheorien behandelt werden, hat sich der off-shell-Formalismus als be-
quemer erwiesen [14]. In der vorliegenden Arbeit spielen Renormierungspro-
bleme hingegen keine Rolle. Hier soll das Zeitschichtaxiom bewiesen werden,
welches ausdriickt, dass man Messungen in der Zukunft vorhersagen kann,
wenn man alle Messungen zu einem bestimmten Zeitpunkt in der Vergan-
genheit kennt. Diese Eigenschaft héngt offensichtlich von der Giiltigkeit ei-
ner Feldgleichung ab, die die Zeitentwicklung von Messgrofien bestimmt. Im
Folgenden wird daher im on-shell-Formalismus gearbeitet, d.h. in den iso-
morphen Algebren T*(M)/T3 (M) und 20(M).
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Der Algebra T°(M) kann man in natiirlicher Weise eine Topologie geben.
In [26] wird eine Topologie auf dem Raum der Distributionen eingefiihrt.
Diese wird durch die entsprechenden Einschrinkungen an die Wellenfront-
mengen auf die Rdume T"(M) iibertragen. Dann ist eine Topologie auch
auf der direkten Summe dieser Rdume erklért. In dieser Topologie ist der
Raum der Testfunktionen D(M™) folgendicht in T™(M), das Produkt (2.6.8)
ist folgenstetig und das Ideal T3, (M) ist folgenabgeschlossen. Daher ist Kon-
vergenz von Folgen auf dem Quotientenraum T*(M) /T3 (M) wohldefiniert.
Damit ist Konvergenz auch in 20(M) wohldefiniert. Die Algebra des frei-
en Feldes, §(M), in welcher nur Testfunktionen zur Verschmierung mit den
Produkten des freien Feldes zugelassen sind, ist damit folgendicht in 20(M).

2.6.3 Die Wick-Polynome als kovarianter Funktor

Um einzusehen, dass durch die Algebren 20(M) eine physikalisch akzeptable
Quantenfeldtheorie definiert wurde, muss iiberpriift werden, ob man daraus
einen Funktor konstruieren kann, der alle Bedingungen in Definition 2.3.2
erfiillt. Die naheliegende Definition ist:

o :Loc > (M,g) — T*(M)/T3 (M) und

2.6.13
2/ homy,ee ((M1,g1), (Mz»gz)) DY ay ( )

mit

ay (M, 1)) — o (M, g2))
[+ T (M) = o f + Ti(Ma)

Dabei ist ¢, f = > ¥ f,, mit dem push-forward 1, f, einer Distribution mit
kompaktem Triger f,, € &'(M]'). Dieser ist definiert durch

(2.6.14)

(Vufn) (h) = fn (h o W) : (2.6.15)
Dabei ist fiir jedes h € E(My') die Funktion h o (¢p*™) in E(M]'), mit
VMg, ) = (¢($1)7,¢($n)) ) (2.6.16)

Durch (2.6.14) wird ein injektiver *-Homomorphismus definiert, wie Hollands
und Wald in [23, Lemma 3.1] gezeigt haben. Der Funktor erfiillt auch die
Kovarianzeigenschaft, denn

aworr (If]) = [0 0 8)of] = [ (£1)] = e (1)) = s (e (11])) -
(2.6.17)

wobei [g] L T3 (M) fir g € T*(M) ist. Fiir die Zweipunktfunktion ws
gilt wo(z,y) = wo(y,x) falls x und y raumartig zueinander liegen. Daher
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ist das k-fach kontrahierte Tensorprodukt (2.6.4) kommutativ, falls supp f
und supp ¢ raumartig getrennt sind. Dann ist auch das Produkt (2.6.8) auf
T*(M) kommutativ. Also ist der Funktor & kausal. Die Frage, ob &/ das
Zeitschichtaxiom erfiillt, ist Gegenstand der Untersuchungen dieser Arbeit
und wird in Abschnitt 3 behandelt.

2.6.4 Wickpotenzen

Zum Abschluss dieses Abschnitts soll noch gezeigt werden, dass die ,iibli-
chen“ Wick-Potenzen : ¢"(x) : in 20 enthalten sind. Dazu muss man Distri-
butionen der Form

t(zy,...,x,) = /dxf(m)5M(x, x1) O (2, ) (2.6.18)

betrachten und zeigen, dass sie in (M) liegen. Hier ist f € D(M) und 0y,
ist der Integralkern des Einheitsoperators idg(as) auf dem Raum der unendlich
oft differenzierbaren Funktionen £(M), also

/ dy bye (. 9) () = f(x) (2.6.19)

Der Triger von ¢ ist A, N (supp f)" mit der totalen Diagonalen A, =
{(z1,...,2,) € M™|xy = -+ = x,,}. Also ist ¢ eine symmetrische Distributi-
on mit kompaktem Tréiger. Wie in Anhang B definiert, ist eine Distribution
u € D(M) eine Familie von Distributionen u, € D’ (bild (k)), wobei  die
Karten von M sind und die Kompatibilitdtsbedingung (B.1.10) erfillt ist.
In diesem Fall sind die 6, wieder Deltadistributionen im R”, falls M eine k-
dimensionale Mannigfaltigkeit ist. Genauer: Zur Distribution d,/(z, ) gehort
die Familie ¢, mit d,(y) = ogr(k(z) — y). Es gentiigt also,

tr(T1,.. . @) = /dxf(x)(SK(x,xl)---5K(x,xn) (2.6.20)

mit K = R™ zu betrachten und spéter W F(tx) auf M zuriickzuziehen. Um
die Wellenfrontmenge zu berechnen, lokalisiert man nun ¢y, indem man es
mit einer Testfunktion A € D(K™) multipliziert. Nach [27, Theorem 7.1.14]
gilt fiir die Fouriertransformierte

htre(Z) = (htx)x (e_i<X’E>> . (2.6.21)

Dabei ist X = (z1,...,2,) ein Punkt in K", Z = (&,...,&,) € (T*K)" und
der Index X an der Distribution (htx) bedeutet, dass htx auf sein Argument,
aufgefasst als Funktion von X, angewendet werden soll. Man erhélt also

Et;(E) = /dm f(@)h(z,... x)e @2t = af Z& , (2.6.22)
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mit der Testfunktion g € D(K), g(x) = h(z,...,z). Das Produkt der Test-
funktionen g und f ist wieder eine Testfunktion und ihre Fouriertransformier-
te ist eine schnell abfallende Funktion im Schwartzraum .#(K). Im Argument
steht aber die Summe der ¢;, d.h. in Richtungen = mit ) & = 0 fallt die
Fouriertransformierte nicht schnell ab, sondern ist konstant. Man hat also
mit der Notation aus Anhang B

S(htx) = {E eT'K|Y & = o} (2.6.23)

Es ist klar, dass diese Eigenschaft erhalten bleibt, wenn man die Schnittmen-
ge dieser Richtungen iiber alle Testfunktionen A bildet, die um einen Punkt
x € A, konzentriert sind:

S(tx) = () Slhix) = {5 eT'K|Y & = o} fiir h € DK™, h(z) £0 .

(2.6.24)
Da der in Anhang B definierte pull-back von Kotangentialvektoren ein Iso-
morphismus zwischen den beteiligten Kotangentialrdumen an einem Punkt
ist, bleibt diese Struktur erhalten, wenn man sie auf die Mannigfaltigkeit
zuriickzieht. Es gilt also

WE(t) = {E eT' M| &= o} . (2.6.25)

Also ist t € T*(M"), denn wenn ), = 0, konnen nicht alle §; gleichzeitig
im Vorwérts- bzw. Riickwartslichtkegel sein.

2.7 Wechselwirkende Theorien

In diesem Abschnitt wird zusammengefasst, wie in der algebraischen Quan-
tenfeldtheorie wechselwirkende Theorien konstruiert werden kénnen. Es ist
bisher nicht gelungen, eine wechselwirkende Theorie in vier Dimensionen
nichtperturbativ zu konstruieren, d.h. man muss die Algebra der wechsel-
wirkenden Felder storungstheoretisch aus der Algebra der freien Felder kon-
struieren.

2.7.1 Kausale Storungstheorie

Die grundlegende Idee zur Behandlung von Wechselwirkungen ist, dass in
der fernen Vergangenheit und Zukunft die wechselwirkenden Quantenfelder
wie freie Felder aussehen. Die Wechselwirkung soll also zunéchst nur in ei-
nem beschréankten Raumzeitgebiet ,angeschaltet® sein. Das zentrale Objekt,
mit dessen Hilfe Wechselwirkungen dieser Art beschrieben werden, ist die
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sogenannte S-Matriz. Sie ist ein operatorwertiges Funktional S(f) auf dem
Raum D(M,V). Dies ist der Raum der Testfunktionen auf M mit Werten
im Vektorraum V der zulédssigen Wechselwirkungslagrangedichten. f hat also
die Form f = ). fi(z)A;(x) mit lokalen Funktionalen A; und reellwertigen
Testfunktionen f;. Die f; haben die Bedeutung von Kopplungskonstanten,
welche nur auf einem kompakten Raumzeitgebiet von Null verschieden sind.

Die S-Matrix ist dann ein Operator, der die Algebra der freien Felder in
der Vergangenheit auf die Algebra der freien Felder in der Zukunft abbildet.
Zu einer freien Feldkonfiguration F_ muss es eine Feldkonfiguration F' aus
der wechselwirkenden Algebra geben, die in der fernen Vergangenheit mit
F_ iibereinstimmt. Zu F' gibt es aber eine freie Feldkonfiguration F',; die zu
spéten Zeiten mit F' iibereinstimmt. Die Wirkung von .S soll nun gerade darin
bestehen, dass sie F_ auf F'; abbildet. Da aber die freien Algebren asympto-
tisch mit der Algebra der wechselwirkenden Felder iibereinstimmen sollen,
kann man die S-Matrix als Zeitentwicklungsoperator der wechselwirkenden
Algebra von sehr frithen zu sehr spiten Zeiten auffassen.

Durch die Faktorisierungseigenschaft U(r,t) = U(s,t)U(r, s) fir r < s <
t des Zeitentwicklungsoperators U im Wechselwirkungsbild ist die folgende
Kausalitétsforderung an die S-Matrix motiviert [3]:

S(fi+ fot fs)=S(fr + fz)S(f2)_IS(f2 + f3) , (2.7.1)

falls eine Cauchy-Flache existiert, so dass supp f1 in der Zukunft und supp f3
in der Vergangenheit liegt.

Der Zusammenhang mit dem Zeitentwicklungsoperator legt auch einen
Ansatz fiir die Konstruktion der S-Matrix aus der freien Algebra, d.h. ohne
die explizite Benutzung der wechselwirkenden Algebra, nahe. Diese stérungs-
theoretische Definition der S-Matrix ist die fiir den Zeitentwicklungsoperator
giiltige Dyson-Reihe, siehe z.B. [38, Kapitel 3.5]

S(f) = Texpoo<z" n/ f(:c)d:c) -
- 1+;%/dxl---dan(f(xl)---f(xn)) .

Dabei ist T" der Zeitordnungsoperator. Dieser wird iiblicherweise dadurch
definiert, dass man ein Produkt von Funktionalen A;(x;)--- A, (x,) in eine
solche Reihenfolge bringt, dass die Zeitkomponenten der Argumente von links
nach rechts abfallen:

T (Ai(@1) -+ An(n)) = Ar) (Br(1) - Ani) (Br)) (2.7.3)

mit einer Permutation m der Menge {1,...,n}, so dass x?r(i) > $9r(¢+1)‘ Diese
Vorschrift ist unstetig in der Zeit, so dass (2.7.3) keine wohldefinierte Distri-
bution liefert. Nur wenn der Raum der Testfunktionen so eingeschrankt wird,
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dass die Trager keine zusammenfallenden Punkte enthalten, ist die Zeitord-
nung (2.7.3) wohldefiniert.

Epstein und Glaser haben in [13] eine Methode entwickelt, die zeitge-
ordneten Produkte induktiv zu konstruieren. Diese Methode wurde in [3]
verallgemeinert und in [23] erweitert. Die Kernidee ist dabei, die Kausa-
litdtsbedingung (2.7.1) auszunutzen, um zeitgeordnete Produkte durch zeit-
geordnete Produkte kleinerer Ordnung auszudriicken. Man charakterisiert
die zeitgeordneten Produkte zunéchst indirekt durch diese Bedingung und
gewisse zusétzliche Forderungen. Dann kann man iiberpriifen, inwiefern die
zeitgeordneten Produkte durch die Bedingungen bereits eindeutig festgelegt
sind. Es stellt sich heraus [3,23], dass die Mehrdeutigkeit, die bei dieser in-
direkten Konstruktion entsteht, genau der {iblichen Renormierungsfreiheit
entspricht.

Es sollen nun einige wichtige Schritte in der induktiven Konstruktion der
zeitgeordneten Produkte genannt werden. Als erstes legt man die Bedingun-
gen fest, die die zeitgeordnete Produkte erfiillen miissen. Falls in Ausdriicken
der Form T (A;(z1) - - - A, (2,,)) nicht alle Punkte @1, ..., z, zusammenfallen,
so kann man immer Teilmengen durch Cauchy-Fliachen voneinander trennen.
Aus (2.7.1) und (2.7.2) ergibt sich dann die Forderung einer kausalen Fakto-
risierungseigenschaft:

T (Ay(z1) - An(zn)) =T | [[Aie) | T | [T Ai=) | (2.7.4)

iel jeIe

falls es eine Partition von {1,...,n} in zwei nichtleere Teilmengen I und /¢
gibt, so dass kein Punkt x;, mit ¢ € [, in der Vergangenheit eines Punktes
x;, mit j € I° liegt. D.h. @; ¢ J_(z;)Vie I, j e I°

Aulerdem fordert man, dass die zeitgeordneten Produkte wohldefinierte
operatorwertige Distributionen auf dem GNS-Hilbertraum eines quasifreien
Hadamard-Zustands w sind. Die zeitgeordneten Produkte sollen Elemente
der erweiterten Wick-Polynom-Algebra 20 sein und symmetrisch unter dem
Zeitordnungssymbol. Weiterhin wird eine Unitaritdtsforderung und eine For-
derung an den Kommutator eines zeitgeordneten Produkts mit einem freien
Feld gestellt. Da in gekriimmten Raumzeiten keine Translationsinvarianz exi-
stiert, wird die sogenannte mikrolokale Spektrumsbedingung [3,5] gestellt, die
eine Einschriankung an die Wellenfrontmenge der zeitgeordneten Produkte
ist. Sie kann als lokaler Ersatz fiir die Spektrumsbedingung an Quantenfeld-
theorien im Minkowskiraum angesehen werden, welche aus der dort vorhan-
denen Translationsinvarianz folgt.

Nun kann man mit der induktiven Konstruktion beginnen. Fiir die un-
tersten Ordnungen setzt man 7(1) = 1 und 7 (A(z)) = A(z). Dann nimmt
man induktiv an, dass die zeitgeordneten Produkte bis zu einer gewissen
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Ordnung konstruiert sind und alle gestellten Bedingungen erfiillen. Es stellt
sich heraus, dass die zeitgeordneten Produkte der nédchst hoheren Ordnung
hierdurch bereits bis auf die totale Diagonale A, = {(xy,...,2,) € M"|z; =
-+« = x,)} eindeutig festgelegt sind. Das heifit, man erhdlt Distributionen auf
D(M"™\ A,,V), die wieder die gestellten Bedingungen erfiillen. Der néchste
Schritt ist es nun, diese Distributionen auf ganz M"™ fortzusetzen. Dies ist
die Renormierung. Da diese Arbeit sich nicht mit Renormierungsproblemen
beschéftigt, wird hier nicht ndher auf die Theorie der Fortsetzung von Dis-
tributionen eingegangen. Wichtig ist, dass die S-Matrix im Sinne formaler
Potenzreihen in der Kopplungskonstanten konstruiert werden kann und dass
sie die geforderten Eigenschaften besitzt, insbesondere (2.7.1).

Auf gekriimmten Raumzeiten sind die Renormierungsfreiheiten zunéchst
grofler als im Minkowskiraum. Wie in Abschnitt 2.3 erwéhnt, liegt dies am
Wegtall der Poincaré-Symmetrie. Bei der Fortsetzung von Distributionen tre-
ten Mehrdeutigkeiten in Form von lokalen Termen auf, die in jeder Ord-
nung zu den renormierten Groflen addiert werden koénnen. Beispielsweise
haben Hollands und Wald in [23] gezeigt, dass Wickpotenzen ¢*(z) der
Ordnung k durch die Renormierungsbedingungen bis auf Terme der Form
Z;‘:OQ Cr—i(z)pi(z) eindeutig festgelegt sind. Ohne einen Ersatz fiir die Be-
dingung der Poincaré-Invarianz kénnen die Funktionen Cj_; ein beliebiges
Verhalten haben, d.h. sie stellen eine unendliche Menge von Renormierungs-
parametern dar. Hollands und Wald haben in [23] zusitzliche Bedingungen
angegeben, die die Mehrdeutigkeiten in der Renormierung stark reduzieren.
Diese Bedingungen betreffen das Verhalten der zeitgeordneten Produkte un-
ter Skalentransformationen und die Stetigkeit unter Variationen der Metrik
und der Parameter m und &. Eine weitere wichtige Forderung ist, dass die
zeitgeordneten Produkte (und auch die Wickpolynome selbst, die unter dem
Zeitordnungssymbol stehen) lokal kovariante Felder sein miissen. Der Zusam-
menhang dieser Forderung mit dem Begriff der natiirlichen Transformation
wurde in Abschnitt 2.3.3 dargestellt. Die Forderung nach kovarianten Feldern
iibersetzt sich in Bedingungen an die Cj_;. Diese miissen nun Polynome in
der Metrik, dem Kriimmungsskalar und seinen Ableitungen, sowie der Masse
m und der Kriimmungskopplung £ sein. Die beiden anderen Forderungen re-
duzieren die Freiheiten weiter, so dass in jeder Ordnung der Stérungstheorie
nur eine endliche Anzahl von Renormierungsparametern iibrig bleibt.

Es wurde deutlich, dass die S-Matrix storungstheoretisch konstruiert wer-
den kann. Dabei ist der Begriff des lokal kovarianten Feldes von zentraler Be-
deutung, der eng mit der funktoriellen Formulierung der Quantenfeldtheorie
in Abschnitt 2.3 verkniipft ist.
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2.7.2 Die Algebra der wechselwirkenden Felder

Mit Hilfe der S-Matrix ldasst sich auch die Algebra der wechselwirkenden
Felder konstruieren. Zunéchst werden die sogenannten relativen S-Matrizen
definiert:

Sy(f) = S(g)'S(f +4) . (2.7.5)

Man hélt nun g fest und betrachtet S,(f) als Funktional von f. Diese Objekte
haben die Eigenschaft, dass sie selbst wieder Losungen der Kausalitédtsbedin-
gung (2.7.1) sind:

Se(fi+ fa+ f3)

S(@)'S(fi+ fot+ fa+9)
(@)7'S(fi+ f2+9)S(f2+9)'S(fo+ f3+9)

S
Sg(fl + f2)S(f2 + g)_IS(Q)S(g)_IS(fQ +fs g) (2,7.6)
Sy + 1280 Sy fo + )

falls eine Cauchy-Fléiche existiert, so dass supp f; in der Zukunft und supp f3
in der Vergangenheit liegt. Insbesondere erfiillen die relativen S-Matrizen die
Kommutatorrelation

[S4(f), Sy(h)] =0 (2.7.7)

falls supp f und supp g raumartig getrennt sind’. Die perturbativ konstruier-
ten relativen S-Matrizen S, (f) sind Potenzreihen in f, wobei jeder Summand
eine Potenzreihe in g ist. Man definiert nun das wechselwirkende Feld A, fiir
A €V als die erste Ordnung von dieser Potenzreihe in A:

def o
Ay(o) s S,(h4) (2.7.8)

Damit hat man die wechselwirkenden Felder als Potenzreihen in der Wech-
selwirkung ¢ definiert, die lokale Vertauschungsrelationen (2.7.7) erfiillen.
Fiir eine raumzeitunabhéngige Kopplung, also konstantes g, ist dies gerade
Bogoliubovs Definition der wechselwirkenden Felder [2].

Die Algebra der wechselwirkenden Felder in einem Raumzeitgebiet O wird
erzeugt von relativen S-Matrizen S,(f) mit f € D(0O,V). Sei O’ eine Um-
gebung eines global hyperbolischen Gebiets, welches O enthélt. Wenn die
Wechselwirkung auflerhalb von O’ variiert wird, dndert sich die algebraische
Struktur der wechselwirkenden Algebra 2,(O) nicht. Denn in diesem Fall
verschwindet die Differenz der Wechselwirkungen g — ¢’ in O’. Daher kann
man g — ¢’ zerlegen in g — ¢’ = g, + g_, so dass es Cauchy-Fldchen ¥ und

"Zwei Teilmengen A, B C M heiflen raumartig getrennt, wenn es zu keinem (z,y) €
A x B eine kausale Kurve gibt, die x und y verbindet. In diesem Fall existieren Cauchy-
Flachen ¥ und ¥, so dass supph C J_(X), supp f C J+(X), supph C J(¥') und
supp f C J_(¥'). Damit folgt die Kommutatoreigenschaft aus (2.7.1).
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¥ gibt mit supp g+ C J4(X), O C J_(X), suppg- C J_(¥), O C J(¥).
Dann gilt wegen (2.7.1)

Sg(f)zs( )'S(g+ f)
S(g' +9++9)7'S(d + gy +9-+f)
S +9++9-)"S( +9++9-)S(g +9-)'S(g' +9-+ /)
S +9-)"" 1S+ f)S(g)'S(d +9-)
S(g +9-)7"8(g)S(g) S+ £)S(g + ))S() S + g-)
_Sg/( ) 159’(f) g’<g ) -
(2.7.9)

Es gibt also ein unitéres Element V = S, (g_)~" aus der wechselwirkenden
Algebra zur Wechselwirkung ¢', so dass S,(f) = VSy(f)V ! fiir alle f €
D(O,V).

Da die Wechselwirkung g kompakten Tridger haben muss, damit S(g)
existiert, ist zunéchst nicht klar, wie man die wechselwirkende Algebra 2 (V)
eines nichtkompakten Gebiets N definieren kann. Dabei soll £ eine konstante
Wechselwirkungslagrangedichte aus V sein, also nicht durch Multiplikation
mit einer Testfunktion abgeschnitten werden. Die Konstruktion von 2 (NN)
wird hier wie in [12] durchgefithrt. Man verwendet wieder den induktiven
Limes, dhnlich wie in Abschnitt 2.3, der in Anhang A erklédrt wird. Dazu ist
es zunéchst notwendig, die Observablenalgebra 20 (O) einer Raumzeitregion
O zu definieren. Die Algebren 2, (0) mit Testfunktionen g, die in einer
Umgebung von O gleich Eins sind, kommen hierfiir in Frage. Wie in (2.7.9)
gezeigt wurde, ist ihre algebraische Struktur unabhéngig von der Wahl von
g. Dies nutzt man fiir die Definition aus, indem man das Biindel

U 9 x%e(0) (2.7.10)
9€5(0)

betrachtet, wobei G(O) die Menge der Testfunktionen ist, die in einer Umge-
bung von O identisch Eins sind. In diesem Biindel betrachtet man Schnitte

A= (Ag) g Ag € Uge(0) (2.7.11)

die die Bedingung VA, = A,V erfiillen, falls V' der Erzeuger einer unitéren
Transformation nach (2.7.9) ist. Auf diese Weise hat man genau die Felder
in einem Schnitt zusammengefasst, die physikalisch dquivalent sind. Insbe-
sondere definieren die wechselwirkenden Felder Syc(f) € ,.(0) zuldssige

Schnitte durch ot

(Se(), = Saclf) - (2.7.12)

Die Observablenalgebra 2. (0) wird nun definiert als die Algebra dieser
Schnitte, mit punktweiser Multiplikation und Addition. Zu einer Inklusion
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01 — Oy erhilt man eine Injektion ijo : A (O) — A (O) der entsprechenden
Algebren, indem man die Schnitte aus A, € A (0) auf Testfunktionen ein-
schriankt, die sogar in einer Umgebung von O’ identisch Eins sind. Dies defi-
niert wieder ein induktives System, denn aus Oy C Oy C O3 folgt ig30110 = 413
und 417 = idg, (0,). Daher kann man wieder den induktiven Limes bilden und
die wechselwirkende Algebra der gesamten Raumzeit definieren:

A = JAe(0) . (2.7.13)



Kapitel 3

Beweis des Zeitschichtaxioms
fiir die Wick-Polynome

In diesem Kapitel wird die Giiltigkeit des Zeitschichtaxioms fiir die in Ab-
schnitt 2.6 definierten Algebren 20(M) der Wick-Polynome bewiesen. Dies ist
einerseits von generellem Interesse, da das Zeitschichtaxiom eine fundamen-
tale Forderung an jede physikalische Quantenfeldtheorie ist, wie in Abschnitt
2.3 dargestellt wurde. Andererseits enthélt die Algebra der Wick-Polynome
auch die zeitgeordneten Produkte, die, wie in Abschnitt 2.7 beschrieben, die
Grundlage fiir die storungstheoretische Definition wechselwirkender Quan-
tenfeldtheorien bilden. In Kapitel 4 werden die Ergebnisse dieses Kapitels
daher fiir den Beweis der Giiltigkeit des Zeitschichtaxioms in wechselwirken-
den Theorien benotigt.

3.1 Die Cauchy-Entwicklung von Distributio-
nen

Die grundlegende Idee dieses Beweises stammt aus einer Bemerkung iiber die
Cauchy-Entwicklung von Distributionen in [16]. Dort wird gezeigt, dass man
eine Distribution u, die die Klein-Gordon-Gleichung erfiillt, bereits iiberall
kennt, wenn man sie auf einer Cauchy-Fliche kennt. Diese Uberlegung wird
nun nachvollzogen. Eine Distribution v € D(M) erfiillt die Klein-Gordon
Gleichung, falls u(g) = 0 fiir jede Testfunktion g der Form g = (O+m?)h mit
einer Testfunktion h. Sei nun f eine Testfunktion. Man wéhlt eine Cauchy-
Fléche ¥, in der Vergangenheit von supp (f) und eine weitere Cauchy-Fldche
Y, in der Vergangenheit von ¥, . Sei eine glatte Funktion y € C* so gewahlt,
dass x(x) = 1 fir x € J (X)) und x(z) = 0 fir z € J_(3). Sei L die
avancierte Losung der Klein-Gordon-Gleichung mit f als Quelle, also (O +
m?)L = f. Mit der avancierten Green’s Funktion A® des Klein-Gordon-
Operators erhilt man L(z) = [dzA®(x,y)f(y). Sei | = xL. Der Tréger
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von [ ist nach Proposition C.3 in einem Kompaktum enthalten, denn er ist
enthalten in der Vergangenheit des Kompaktums supp f, geschnitten mit der
vergangenheitskompakten Menge supp x. Also ist [ eine Testfunktion. Man
definiert nun die Testfunktion

g=f—(O+m?)]l. (3.1.1)

Es gilt supp (g) C J+(Z¢,) N J_(Z¢,), d.h. g ist nur zwischen den Cauchy-
Flachen ¥;, und ¥, von Null verschieden. Dies sieht man wie folgt: Fiir
x € J_(3) gilt, dass f(z) = 0 und [(x) = 0, da [ mit x abgeschnitten wurde.
Fiir z € J,(X%4,) ist x(z) = 1, also (O +m?)l(z) = f(z), also g(x) = 0. Da
u die Klein-Gordon-Gleichung erfiillt, gilt aber u(f) = u(g + (3 + m?)l) =
u(g). Man kennt also u(f) fiir beliebige Testfunktionen, wenn man es fiir alle
Testfunktionen mit Trager in der Umgebung einer Cauchy-Flédche kennt.

Im néchsten Abschnitt wird diese Konstruktion so verallgemeinert, dass
sie auf die Testdistributionen f € T*(M) der Wick-Polynome anwendbar ist.
Dazu muss das Argument in zwei Hinsichten angepasst werden: Erstens muss
beriicksichtigt werden, dass die Distributionen nun von n Raumzeitvariablen
abhingen. Die Operationen aus obiger Uberlegung miissen daher in geeigne-
ter Weise auf alle Argumente angewendet werden. Zweitens muss sicherge-
stellt werden, dass man wieder Distributionen erhélt, die die Bedingungen an
die Wellenfrontmenge erfiillen. Dies geschieht mit Hilfe des Theorems iiber
die Ausbreitung von Singularitdten von Hérmander.

3.2 Der Beweis

Im Folgenden sei M stets eine global hyperbolische Raumzeit. Zur Vereinfa-
chung der Darstellung wird wieder die in Abschnitt 2.1 eingefiihrte Schreib-
weise verwendet: Zur Metrik g auf M sei K wie bisher der Klein-Gordon-
Operator

K=0-¢R—m? (3.2.1)

mit O = ¢V ,V,. Dabei ist V die durch g induzierte kovariante Ableitung. &
ist die Kopplung an die skalare Kriimmung R und m die Masse. Wenn K nur
auf das i-te Argument einer Distribution in n Raumzeitvariablen angewendet
werden soll, wird dafiir der Differentialoperator K; verwendet, mit!

K, @°(M™) — C®(M™)

In Ausdriicken der Form Ai,..., A, bedeutet ein ~ iiber dem i-ten Term dessen
Auslassung;:
— def
Al A A S AL A A, A (3.2.2)

Analoges gilt fiir Produkte.
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(K@) (21, ..., 2) & (K™Tomn)(g,), (3.2.3)

fiir @ € C®°(M™), mit GT1--Tir2n € C2(M),

QT Tl (1) = D(Ty, e Ty 1, Ty T 1y - e vy L) - (3.2.4)
Auflerdem sei fiir eine glatte Funktion ¢ € €>°(M) die Funktion ¢; € C>*(M™),

Gi(T1, .. 2n) = (). (3.2.5)

Die Elemente der Algebra 20(M) sind charakterisiert durch die Aqui-
valenzklassen [f] = f 4+ T%(M), wobei f € T*(M) eine zuldssige Test-
Distribution ist. Die Giiltigkeit des Zeitschichtaxioms ist also gezeigt, wenn
man zu jedem f € T*(M) ein g € T*(M) in derselben Aquivalenzklasse ange-
ben kann, so dass der Tréger von ¢ in einer beliebig vorgegebenen Umgebung
einer Cauchy-Flache liegt. Dies ist der Inhalt der folgenden

Proposition 3.2.1. Sei f € T"(M). Sei N eine Umgebung einer Cauchy-
Fliche % in der Vergangenheit von supp f. Dann existiert ein g € T"(M),
welches die Eigenschaften

(i) g=f+imiticTh(M)NT"(M)
(i1) suppg C N .
besitzt.

Beweis. Es existiert ein Kompaktum C' C M, so dass supp f C C". Sei
Y1 eine Cauchy-Flache in der Vergangenheit von C' und sei Xy eine weitere
Cauchy-Fliache in der Vergangenheit von ¥;. Sei auflerdem y € €>(M) eine
glatte Funktion, so dass

w={4 e 020

Man definiert nun mit Hilfe der avancierten Green’s Funktion A% des Klein-
Gordon Operators den Operator «; : T"(M) — T™(M) durch

(i) (@1, .. xn) =f(x1, .., 2) — K x ()

y (3.2.7)
/dyA (o, ) (X1, T, Yy Tty e ey Tp) -

Sei nun ¢ L a, f. Im Folgenden wird gezeigt, dass g € T"(M) und dass
g die Eigenschaften (i) und (ii) besitzt.

Um zu beweisen, dass g € T"(M ), muss gezeigt werden, dass g eine sym-
metrische Distribution mit kompaktem Tréger ist, deren Wellenfrontmenge
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die Bedingung (2.6.7) erfiillt. Die Symmetrie folgt offensichtlich aus der De-
finition von ¢, denn auf jede Komponente der symmetrischen Distribution f
wird der gleiche Operator angewendet. Dabei kommt es nicht auf die Rei-
henfolge an. Dass g kompakten Trager hat, sieht man wie folgt: Aufgrund
der Tréigereigenschaften von A® liegt der Tréiger von g in (J_(C') N supp X)n.
Da jedoch supp y vergangenheitskompakt ist, folgt mit Proposition C.3, dass
diese Menge in einem Kompaktum enthalten ist.

Fiir den Beweis der Wellenfrontmengeneigenschaft? geniigt es, zu zeigen
dass die Anwendung von «; auf f fiir i € {1,...,n} die Wellenfrontmenge
nicht in unzuldssiger Weise verdndert. Da die Anwendung von Differential-
operatoren und die Multiplikation mit glatten Funktionen die Wellenfront-
menge aber nicht vergréfiern, geniigt es sogar, zu zeigen dass W F (A;w f) N

VrUVE =0, mit

(AT f) (21, ) = /dyﬁa”(%y)f(%---axi1vy’xi+1a-~-»l’n) :
(3.2.8)

K; ist ein eigentlich getragener Differentialoperator auf M"™ mit reellem, ho-
mogenen Hauptsymbol

ki(X,E) = 60,(&, &) (3.2.9)
fir (X,=2) e T*(M"), X = (x1,...,2,), 2= (&, ..., &) und mit der Metrik
g auf M. Per Definition der avancierten Green’s Funktion gilt IGA f = f.
Damit sind die Voraussetzungen fiir die Anwendung von Hérmanders Theo-
rem iiber die Ausbreitung von Singularititen erfiillt (Satz B.2.2 im Anhang).
Angenommen (X, Zg) € WF(A® f) N V> U V] Aus Hormanders Theorem
folgt dann, dass (Xo, =) € Char K;, d.h. k;(Xo,=Z9) = 0. Sei 7 die eindeutig
bestimmte Kurve in 7%(M™), fiir die v(0) = (Xo, Zo) und ~'(t) = Hy, (7(t))
gilt, mit dem Hamilton’schen Vektorfeld Hy, zur Hamiltonfunktion k;. v hat

die Form
() = ((ql(t), m®), (), ,pn(t))> (3.2.10)

mit (qj(t),pj(t)) eT*(M) Vjed{l,...,n},t €R. Die Kurve v ist also eine
Bicharakteristik von K;. Nach [35, Proposition 4.2] sind die Bicharakteristi-
ken des Klein-Gordon-Operators Nullgeodéten-Streifen, d.h. Kurven in 7% M
von der Form (s(t),(t)), wobei s eine Nullgeodite ist und (¢) der zu s'(t)
duale Vektor. Da k;( X, Z) nur von z; und &; abhéngt, ist nur die i-te Kompo-
nente von Hy, (X, Z) von Null verschieden, d.h. (¢;(t),p;(t)) = (¢;(0),p;(0))
Vt € R fiir ¢ # j. Also ist (g;, p;) ein Nullgeodéten-Streifen in T*(M). Ins-
besondere ist p; immer lichtartig. Also gilt v(t) € V> UV} Vt € R. Aus der

2In diesem Teil des Beweises wird Hérmanders Satz iiber die Ausbreitung von Singu-
laritdten verwendet. Dieser ist als Satz B.2.2 im Anhang wiedergegeben. Die verwendeten
Begriffe aus der Differentialgeometrie und aus der Theorie der Differentialoperatoren wer-
den dort ebenfalls erldutert.
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Annahme iiber WF(f) folgt daher v(R) N WF(f) = (. Mit Hérmanders
Theorem folgt nun
v(R) C WF(ALf) . (3.2.11)
Wegen Proposition C.1 existiert eine Cauchy-Flidche X, so dass supp A f C
(J_(¥))". Da ¢; eine kausale Kurve in M ist, gilt J;(X) N ¢:(R) # 0. Also
folgt
(@1(R),....q.(R)) € supp A¥f . (3.2.12)

Doch dies steht im Widerspruch zu (3.2.11), also muss
WEA® )N VTUVE =0

gelten, was zu zeigen war .
Die Eigenschaft (i) ist also offensichtlich erfiillt: ¢ hat die richtige Wel-

lenfrontmenge, wie eben gezeigt. Dass es dann auch in T$ (M) liegt, sieht

man an der Definition der a;, denn in jedem Summanden steht mindestens

ein Klein-Gordon Operator. Um die stérkere Trigereigenschaft (ii) zu zeigen,

definiert man eine Familie von Teilmengen durch

J" :{a: = (21,...,2,) € M"

)

;€ J+(Zt1)\2t1},
v € J,(Zto)\EtO} .

Dies ist eine offene Uberdeckung von M™\ (J_(X;,) N J4(%,))", denn falls
ein x; nicht in J_(3;,) N J, () liegt, so muss = entweder in J;" oder in
J; liegen. Also existiert nach [8, Theorem 3.2] eine Zerlegung der Eins
so dass

(3.2.13)
J :{x =(x1,...,x,) € M"

)

(5§)(i,s)e{1 ..... n}x{+—}’
ef € C™ (M”\ (J-(Ze,) N J+(Eto))n) ;

ZEZS(:E) =1 Vre Mn\ (‘]—<Et1) N J+(Eto))n7 (3214)

suppe; C J; .

Fiir @ € C(M™) mit supp N (J_(Zy,) N J4(Ey))" = 0, gilt & = > s i(2)@,
also folgt aus der Linearitédt von Distributionen

(a1 ... anfy)(®) = Z(al o fo) (& D) +Z(a1 o fo) (e D) . (3.2.15)
Seii € {1,...,n}, dann gilt

(al .. -Ofnfn)<€z+q))

(1. G anfn)(Ef®) — (Kixi(APaq ... @5 .. fn)) (67 P)
(1. 0. ..anfn)(Ef®) — (Ki(APar .. .G ... anfn)) (67 P)

0 Y

[y

(3.2.16)
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wobei die y;e; = e und die Notation y;(z1,...,7,) = x(z;) verwendet
wurden. Die erste Summe in (3.2.15) verschwindet also. Die Summanden der

zwelten haben die Form

(o ...anfn)(e; @)

3.2.17
=(oq ... Q..o fr) (e, ®) — (KA o ..o fn)) (ig; @) ( )

Die Terme auf der rechten Seite verschwinden einzeln. Der erste ist Null, da
suppe; @ € M x J_(3,) X M™" aber supp oy ... Q; ... frn C M7 X
X x M™ " und X N J_(Z,) = 0. Der zweite verschwindet, da y;s; = 0.
Also verschwinden alle Terme auf der rechten Seite von (3.2.15). Damit ist
die Tragereigenschaft gezeigt, denn zu jeder Umgebung N einer Cauchy-
Flache lassen sich die Cauchy-Flachen ¥;, und ¥;, so wéhlen, dass S =
J(34) N J_(2;,) € N. Wenn nun, wie eben gezeigt, g(®) verschwindet
falls supp ® N'.S™ = (), dann ist per Definition des Trigers einer Distribution
supp g C S™. n

Mit diesem Ergebnis ist es nun leicht, die Giiltigkeit des Zeitschichtaxioms
auch fiir die konkrete Hilbertraumdarstellung 20(M) zu zeigen:

Satz 3.2.2. Set M eine global hyperbolische Raumzeit und sei N eine Um-
gebung einer Cauchy-Fliche ¥ von M. Dann gilt

W(N) = W(M) . (3.2.18)

Beweis. Sei

W(M) > F(yp) :Z/:(,p(acl)---gp(a:n):fn(xl,...,xn)dml...dxn.

Benutzt man 3.2.1 fiir jedes f,, so hat man g, € T"(N), n € {1,...,n} mit
supp ¢, C N. Die g, definieren also Elemente

G(p) = Z/ sp(xy) - o(xn) gy, .. xy)dey .. day,

in Q(N). Aufgrund der Eigenschaft (i) in Proposition 3.2.1 folgt F'(¢) =
G(¢) aus der Giiltigkeit der Klein-Gordon-Gleichung in 20(M). O



Kapitel 4

Beweis des Zeitschichtaxioms in
perturbativ konstruierten
wechselwirkenden Theorien

4.1 Riickfiihrung auf die Aussage
~Ao(N) C Ay(N)

In Abschnitt 2.7 wurde die storungstheoretische Konstruktion wechselwir-
kender Theorien vorgestellt. Die wechselwirkenden Felder sind Potenzreihen
von sogenannten zeitgeordneten Produkten. Bei diesen handelt es sich um lo-
kale Quantenfelder aus den freien Algebren 2(0O) in einem Raumzeitgebiet
O, deren erzeugende Funktionale die lokalen S-Matrizen sind. Genauer ist
Ap(0) die folgenabgeschlossene, unitale x-Algebra, die von Elementen S(g)
mit supp g C O erzeugt wird. Hier wird angenommen, dass das Netz der Al-
gebren 2,(0) das Zeitschichtaxiom erfiillt. In der Stérungstheorie ist dies der
Fall, denn dort stimmt 2y mit 20 iiberein und fiir 20 wurde die Giiltigkeit
des Zeitschichtaxioms in Kapitel 3 gezeigt.

Die S-Matrizen besitzen eine kausale Faktorisierungseigenschaft, die aus-
driickt, dass der Effekt von zeitlich aufeinander folgenden Wechselwirkungen
als das Produkt der einzelnen Effekte geschrieben werden kann. Fiir den hier
zu erbringenden Beweis ist diese Eigenschaft von zentraler Bedeutung, daher
wird sie an dieser Stelle noch einmal explizit wiederholt.

Kausale Faktorisierungseigenschaft. Seien f, g, h € D(M,V). Es exi-
stiere eine Cauchy-Fliche X, so dass supp f im Inneren von J (%) und supp h
im Inneren von J_(X) enthalten ist. Dann gilt

S(f+g+h)=5(f+9)S(g)"S(g+h) (4.1.1)

Bemerkung. Zusammen mit der Normierungsbedingung S(0) = 1 ist dies
die einzige Eigenschaft der perturbativ konstruierten S-Matrix, die fiir den
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Beweis der Giiltigkeit des Zeitschichtaxioms bendtigt wird. In gewisser Wei-
se ist dieser Beweis daher von der stérungstheoretischen Formulierung un-
abhéangig. Wenn es gelingt, die S-Matrizen nichtperturbativ zu konstruieren,
gilt der Beweis, solange die Bedingung (4.1.1) und die Normierungsbedingung
erfiillt sind und die freie Algebra das Zeitschichtaxiom erfiillt.

Die Algebra 2(,(O)der wechselwirkenden Felder im Raumzeitgebiet O wur-
de in Abschnitt 2.7 mit Hilfe der relativen S-Matrizen

So(f) £ S(9)"S(g + /) (41.2)
definiert. A,(0O) ist die folgenabgeschlossene unitale *-Algebra, die von den
Sy(f) mit supp f C O erzeugt wird. Fiir diese Algebren lautet das Zeit-
schichtaxiom:

Sei N eine global hyperbolische Umgebung einer Cauchy-Fliche > von M.
Sei1 O C M eine offene, global hyperbolische Teilmenge von M. Dann gilt

Ay (O) C A (N) . (4.1.3)

Dabei soll sowohl in N als auch in O dieselbe Wechselwirkung ¢ herr-
schen, d.h. N, O C supp ¢g. Im Allgemeinen besitzt eine Cauchy-Fldche aber
keine kompakte Umgebung. Man kann jedoch 2,(N) auch fiir eine glatte
Funktion g € E(M,V) in konsistenter Weise definieren, wenn supp g vergan-
genheitskompakt! ist. Wegen Proposition C.3 ist dann auch fiir jedes kom-
pakte Gebiet K C M die Menge J_(K)Nsupp g in einem kompakten Gebiet
enthalten. Man kann daher stets eine Testfunktion b finden, die in J_(K) mit
g tibereinstimmt. Fiir f mit Trdger im Inneren von K definiert man dann
wechselwirkende Felder zur Wechselwirkung g durch

Se(f) = Su(f) - (4.1.4)

Bei der Wahl von b besteht zwar grofie Freiheit. Die S, hidngen aber nicht
von dieser Wahl ab, denn angenommen b stimmt ebenfalls mit ¢ in der Ver-
gangenheit von K iiberein. Dann gilt fiir die Differenz ¢ = b—b, dass es eine
Cauchy-Fliche gibt, so dass supp f in der Vergangenheit und supp ¢ in der
Zukunft liegt. Daraus folgt aber mit (4.1.1)

Si(f) =S(c+b)'Slc+b+ f)
=S(b+c)'S(b+c)Sb) 'S+ f) (4.1.5)
= Sp(f) -

Wie oben erwihnt, méchte man die Giiltigkeit des Zeitschichtaxioms fiir

die Algebren y(0) der Wick-Polynome ausnutzen. Durch die Stérungstheo-
rie kann man jedes Element S,(f) von ,(0) durch freie Felder ausdriicken.

!Eine Teilmenge V C M heifit vergangenheitskompakt, falls fiir beliebiges 2 € M
die Menge J_(x) NV in einer kompakten Menge enthalten ist.
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Da fiir diese aber das Zeitschichtaxiom gilt, kann man S,(f) sogar als freies
Feld aus () schreiben. Man hat also ,(0) C 20(N). Wenn man nun
umgekehrt die freien Felder in der Umgebung einer Cauchy-Fléche durch die
wechselwirkenden Felder in dieser Umgebung ausdriicken kénnte, dann hétte
man

2A,(0) C Ag(N) C A, (N) . (4.1.6)

Zu zeigen ist also die letzte Inklusion. (Dabei ist zu beachten, dass wegen
des Zeitschichtaxioms Ao(N) C Ag(N') fiir jede Umgebung N’ von X.) Da-
her ist nun das Ziel, freie Felder durch wechselwirkende Felder auszudriicken.
Dazu kann man versuchen, relative S-Matrizen (also wechselwirkende Fel-
der) so miteinander zu multiplizieren, dass die Wechselwirkung kompensiert
wird. Es hat sich herausgestellt [9], dass ein funktionierender Beweis mit die-
ser Grundidee moglich ist. Diese Konstruktion wird im folgenden Abschnitt
durchgefiihrt.

4.2 Der Beweis

Sei ¥ eine Cauchy-Flache von M und seien N, N Umgebungen von X, so
dass N C N. Sei K ein kausal abgeschlossenes Kompaktum im Inneren von
N'. Sei auerdem ¥; eine Cauchy-Fliache in der Vergangenheit von N. Die
beschriebene geometrische Konstruktion ist in Abbildung 4.1 dargestellt. Die
Wechselwirkung g € £(M,V) habe Tréger im Inneren der Zukunft von ;.
Sei nun ¢’ € E(M,V) mit supp ¢ C N, so dass ¢’ mit g in N’ {ibereinstimmt.
Sei b/ € D(M,V) eine Testfunktion mit supp &’ C N, die mit ¢’ in J_(K)
tibereinstimmt. Zu f € D(M, V) mit Triager im Inneren von K definiert man
nun

Syt (f) = S, (=¥) 7S, (b + f) . (12.1)
Diese Definition ist wieder unabhéngig von der Wahl von b, denn angenom-
men b stimmt ebenfalls mit & in J_(K) iiberein und hat Tréager in N. Dann

gibt es eine Cauchy-Fléche, so dass der Triager von ¢ = ¢ — b in der Zukunft
und supp f in der Vergangenheit liegt. Mit (4.1.1) folgt dann

Sy(=b) 1Sy (= + f) = Sy(—=¢ = V) 1S,(=¢ =V + f)
= Sy(—¢ = V)78 (= = V)Sy(=¥) 'Sy (—V' + f)
= Sy(=b) 7Sy (= + f)
(4.2.2)

denn die relativen S-Matrizen besitzen nach (2.7.6) auch die kausale Faktori-
sierungseigenschaft. Damit die in (4.2.1) definierten Produkte von S-Matrizen
wohldefiniert sind, muss S,(e) = S;(e) gesetzt werden. Dabei muss b in der
Vergangenheit eines ausreichend grofien kompakten Gebietes L mit g {iber-
einstimmen. L muss in seinem Inneren den Triger von b’ enthalten.



4.2 Der Beweis 49
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Abbildung 4.1: Die im Beweis benutzte geometrische Konfiguration

Setzt man nun in (4.2.1) die Definition der relativen S-Matrizen ein, so
erhdlt man

So () = (SB)'S(b— 1)) S®) 'SV + f)

(4.2.3)
=Sb-b)"tSOh-V+f).

Es gilt b = ¢/ in K. Daher existieren Cauchy-Flachen S, ,S_ mit supp f C
J_(S4)NJ(S-) und eine Zerlegung b—b" = b, +b_, so dass supp by C J(S4)
und supp b_ C J_(S_) (sieche Abbildung 4.2).

N
>

Abbildung 4.2: Zur Existenz der Zerlegung b — V' = by + b_.

Damit erhélt man durch zweimalige Anwendung von (4.1.1)

Sog () =S =b)1Sb -V + f)
S(b—b)"tS(b—b)S(b_)tS(b_+ f) (4.2.4)
= S(b-)"'S(f)S(b-) -

Die bisherige Konstruktion léasst sich nun in zwei Beobachtungen zusam-
menfassen: Sei O, eine relativ kompakte Menge mit Abschluss K C N’. Dann
gilt fiir jedes Element A € 2o(O;) der freien Algebra in O; wegen (4.2.4) ei-
nerseits

S(b_)"TAS(b_) € A, (N) , (4.2.5)
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denn S, ,(f) ist ein Produkt von wechselwirkenden Feldern aus 2A,(NV).
Hierbei muss b_ natiirlich wieder aus geeignet gewéhlten b, konstruiert
sein, die alle genannten Bedingungen erfiillen. Eine solche Wahl ist immer
moglich und das Ergebnis (4.2.5) héngt nicht von dieser Wahl ab. Ande-
rerseits ist S(b_)"'AS(b_) ein Produkt von freien Feldern. Mit Hilfe des
Zeitschichtaxioms lésst es sich fiir jede beliebig kleine Umgebung N” von 33,
deren Abschluss in N’ enthalten ist, schreiben als Element der freien Algebra
in N”, genauer gilt

S(b_)TAS(b_) € Ap(O) (4.2.6)

mit O = N”N.J,(J_(K)NN). Die Formel fiir das Lokalisationsgebiet O folgt
dabei aus den Tragereigenschaften, die im Beweis des Zeitschichtaxioms fiir
freie Felder in Kapitel 3 gezeigt wurden.

Insgesamt definiert diese Konstruktion einen Endomorphismus o von
Ao(M), dessen Bild in A,(N) enthalten ist. Dabei ist die Wirkung von o
auf ein S(f) € Ao(M) folgendermaBen erkliirt: Wegen des Zeitschichtaxioms
fiir die freie Algebra existiert ein S(f) € Ao(N') (d.h. supp f C N’) mit

S(f) = S(f). Man setzt nun

o (S(f)) = Sep(f) - (4.2.7)

Es wurde aulerdem bereits deutlich, dass fiir jedes relativ kompakte Gebiet
Oy C M der Endomorphismus « durch Konjugation mit einem invertierbaren
Element U € (M) realisiert ist. Dieses ist gerade U = S(b_)~!, wobei
wieder b_ aus geeignet gewahlten b,b" konstruiert ist. Insbesondere ist «
injektiv.

Der letzte Schritt ist es nun zu zeigen, dass a sogar bijektiv ist. Denn dann
lsst sich jedes freie Feld S(f) aus o(N') schreiben als S(f) = o (S(f')) €
2,(N) fiir ein S(f') € Ap(N') und die Inklusion Ao(N) C 2, (V) ist bewiesen.

Da g—g¢’ in N’ verschwindet, gibt es eine Zerlegung g—¢' = g, +¢g_, wobei
der Trager von g, in der Zukunft und der Tréager von ¢g_ in der Vergangenheit
von N’ liegt. Fiir f mit supp f C N’ ist nun a(S(f)) = S,_(f). Dieser En-
domorphismus wird fiir festes Lokalisationsgebiet von f durch Konjugation
mit dem Element S(b_)~! realisiert, wobei b_ mit g_ in der Vergangenheit
einer ausreichend groflen Teilmenge von X iibereinstimmt. Man erhalt die
Umkehrabbildung, indem man diese Bedingung an b_ verstarkt: Sei >y eine
Cauchy-Fléche in der Vergangenheit von ¥; und sei S = J_(X;) N J1(X2).
Man verlangt nun, dass b_ sogar in der Zukunft von J_(K) N S mit g_
iibereinstimmt, sieche Abbildung 4.1. Aufgrund des Zeitschichtaxioms fiir die
freien Felder gilt Ao(K) C Ao(J_(K) N S). Aber Ao(J_(K) N S) wird von
Elementen S(h) mit h € D(M,V) und supp h C J_(K)NS erzeugt. Fiir jedes
solche h liegt nun supp h in der Vergangenheit von »; und supp b_ in der
Zukunft. Da a (S(f)) durch Konjugation mit S(b_)~" definiert ist, definiert
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man die Umkehrung als Konjugation mit S(b_):
o, '(S(h)) = S(b_)S(h)S(b_)". (4.2.8)

Wegen der stérkeren Bedingung an b_ héngt diese Definition nicht mehr von
der Wahl von b_ ab, denn angenommen b_ stimmt ebenfalls in der Zukunft
von J_(K)NS mit g_ iiberein. Dann gibt es eine Cauchy-Fldche, so dass der

Tréger von ¢ = b_ — b_ in der Vergangenheit und supp h in der Zukunft
liegt. Dann gilt wegen 4.1.1

(

(b-+ Sk )™

(co+b_+h)S(c_+b)" (4.2.9)
(b +h)S(b-)""S(c- +b_)S(c- +b)"

Also existiert das Inverse von « auf 2(J_(K) N S) D Ap(K) fir alle kom-
pakten Gebiete K C N’ und folglich iiberall.
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Zusammenfassung und Ausblick

Das Zeitschichtaxiom ist eine der fundamentalen Forderungen, die eine al-
gebraische Quantenfeldtheorie erfiillen muss. Es sagt aus, dass die Observa-
blenalgebra einer Umgebung einer Cauchy-Fléche bereits die Observablenal-
gebra der gesamten Raumzeit enthélt. Dies entspricht dem allgemeinen phy-
sikalischen Prinzip, dass man aus der Kenntnis von Messgroflen in der Ge-
genwart Vorhersagen {iber zukiinftige Messungen ableiten kann.

In dieser Arbeit wurde die Giiltigkeit des Zeitschichtaxioms in storungs-
theoretisch konstruierten, wechselwirkenden algebraischen skalaren Quanten-
feldtheorien bewiesen. Der erste Teil des Beweises bestand darin, die Giiltig-
keit des Zeitschichtaxioms fiir die erweiterte Algebra der Wick-Polynome zu
beweisen.

Die zentralen Aussagen dieser Arbeit wurden vor dem Hintergrund der
funktoriellen Formulierung der Quantenfeldtheorie gemacht, die einen be-
sonders klaren Einblick in die Struktur der Theorie ermdoglicht. In Unterab-
schnitt 2.3.2 wurde nachvollzogen, wie man innerhalb dieser Formulierung
die Observablenalgebra einer Cauchy-Fliche als inversen Limes konstruieren
kann. Diese Konstruktion wurde in Abschnitt 2.4.2 mit der konkret gege-
benen Algebra der Cauchy-Daten des freien Feldes in Verbindung gebracht.
Es ist eine interessante Frage, ob man eine solch konkrete Konstruktion auch
fiir die Wick-Polynome und schlieBllich fiir die stérungstheoretisch definierten
wechselwirkenden Felder durchfithren kann. Mit Hilfe des Zeitschichtaxioms
hétte man dann die Aussage, dass die wechselwirkende Algebra der ganzen
Raumzeit in der Algebra jeder beliebigen Cauchy-Fliche enthalten ist.

Eine weitere interessante Aufgabe fiir die Zukunft ist die Weiterverfol-
gung des in Abschnitt 2.3.4 vorgestellten Ansatzes von Brunetti und Freden-
hagen zur Quantengravitation. Dieser Ansatz héngt von der Giiltigkeit des
Zeitschichtaxioms ab und bei seiner Umsetzung konnte die in dieser Arbeit
entwickelte Beweismethode von Nutzen sein.



Anhang A

Einige Grundbegriffe der
Kategorientheorie

A.1 Kategorien und Funktoren

Hier werden zwei grundlegende Begriffe der Kategorientheorie ,,Kategorie®
und ,, Funktor® eingefiihrt. Ein Standardwerk auf diesem Gebiet ist [32].

Seien O, M Mengen und sei P C O x M x O. Dann heifit (O, M, P)
ein Graph. O ist die Menge der Objekte, die Menge P heifit die Menge der
Pfeile (diese werden auch als Morphismen bezeichnet) und M ist die Menge
der Marken. Ein Pfeil besteht also aus einem Objekt als Anfangspunkt, einer
Marke und einem Objekt als Endpunkt. Die Marken dienen dazu, verschiede-
ne Pfeile zwischen den selben Objekten zu unterscheiden. Zu einem Graphen
(O, M, P) sei

€1 = CLQ}

K= { (f = (a1,m1,€1),9 = (az, ma, €2)) € P

die Menge der komponierbaren Pfeile.

Definition A.1.1. Sei (O, M, P) ein Graph. Seien
o :K—P ~Komposition® |
(fig9) = fog

und

1:0—-P SIdentitdat® |

a—1,

Abbildungen. (O, M, P,o,1) heifit Kategorie, wenn die folgenden Gesetze
gelten:



54 Einige Grundbegriffe der Kategorientheorie

(i) Fir f = (a1,m1,e1), g = (az, ma, e2) € K sei fog = (ag, ms, e3). Dann
gilt ay = a3 und e5 = e3 .

(i1) Fir f,g,h € K gilt fo(goh)=(fog)oh .
(i1i) Fiira € O seil, = (a1, my,e1). Dann gilt a; = a = e; .
(iv) Fir f = (a1,mi,e1) € P gilt 15,0 f = f = fol, .

Eine Kategorie besteht also aus Objekten und Pfeilen, wobei jeder Pfeil
von einem Objekt zu einem Objekt zeigt. Wenn der Endpunkt eines Pfeils
mit dem Anfangspunkt eines zweiten Pfeils {ibereinstimmt, dann soll es einen
Pfeil geben, der vom Anfangspunkt des ersten zum Endpunkt des zweiten
Pfeils zeigt. Diese Komposition von Pfeilen soll assoziativ sein. Auflerdem
soll es zu jedem Objekt einen Pfeil geben, der dort anfingt und endet. Dieser
Pfeil soll in der Komposition mit anderen Pfeilen als Identitit wirken. Die
Objekte einer Kategorie C' bezeichnen wir auch mit Obj(C'). Zu a,b € Obj(C)
bezeichnen wir mit home(a, b) die Pfeile aus C, die von a nach b zeigen.

Definition A.1.2. Seien C, D Kategorien. Sei F' eine Abbildung, welche die
Objekte von C' auf Objekte von D und die Morphismen von C auf Morphis-
men von D abbildet. Das Tripel (C, F, D) heifst Funktor, wenn die folgenden
Gesetze gelten:

(1) Sei f = (a,m,e) ein Morphismus von C und sei F(f) = (a’,m’,¢).
Dann gilt F(a) = a' und F(e) =¢€', d.h. das Diagramm

kommutiert.
(ii) Fir alle Objekte a von C' gilt F(1,) = 1p().

(111) Fir alle komponierbaren Morphismen (f, g) von C gilt F(fog) = F(f)o
F(g).

Ein Funktor ist also eine Abbildung zwischen zwei Kategorien, die die
Morphismen respektiert. Auflerdem ist sie kovariant, d.h. sie respektiert Iden-
titdten und ist distributiv iiber der Komposition von Morphismen. Man
spricht daher auch von einem kovarianten Funktor. Man kann Funktoren so
auffassen, dass sie die Strukturen in einer Kategorie in eine andere Kategorie
iibertragen.
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A.2 Natiirliche Transformationen

Bei der Definition des lokal kovarianten Feldes in Abschnitt 2.3 wird vom
Begrift der natiirlichen Transformation zwischen zwei Funktoren Gebrauch
gemacht. Dieser soll hier definiert und erlédutert werden.

Definition A.2.1. Seien C,D Kategorien und F,G : C — D Funkto-
ren. Fine natirliche Transformation T von F' nach G ordnet jedem Objekt
a € Obj(C) einen Morphismus 7, € homp (F(a),G(a)) zu, so dass das Dia-
gramm

fir alle f € home(a,a’) kommutiert.

Man kann sich die Zusammenhénge zwischen den Funktoren F,G und
der natiirlichen Transformation 7 verdeutlichen, indem man die definieren-
den Diagramme in einem dreidimensionalen Diagramm zusammenfasst. Als
,Grundfliche® wihlt man das Diagramm aus der Definition von 7 und als
,Dachflichen* wihlt man die definierenden Diagramme der Funktoren (siehe
Definition A.1.2). Man erhélt dann das folgende kommutierende Diagramm:

f /
a a
F F
G G
/ F(a) F(f) F(a/)
G(a) — G(d)

Wenn man Funktoren wie oben beschrieben als Transport von Struktu-
ren einer Kategorie in eine zweite Kategorie versteht, so stellt eine natiirliche
Transformation eine Beziehung zwischen zwei solchen Strukturtransporten
(Funktoren) her. Wenn beispielsweise in C' fiir Morphismen f, g, h und Ob-
jekte a, b, ¢ das folgende Diagramm (1) kommutiert, dann wird diese Struk-
tur durch /' und G in D auf jeweils unterschiedliche Weise realisiert. Die
natiirliche Transformation 7 liefert die genaue Beziehung zwischen diesen
Realisierungen: Das Diagramm (2) kommutiert.
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a F(a) i G(a)

A.3 Kolimes und Limes

Seien J, C' Kategorien und F': J — C ein Funktor.

Definition A.3.1. Ein Kegel von F' nach N € Obj(C) ist eine Familie
von Morphismen ; : F(j) — N in C, indiziert durch Objekte j € Obj(J),
so dass fir alle j,j" € Obj(J) und fir jeden Morphismus f : j — j' in
homy (4, j') das Diagramm

F(3)

F(f)
F(j")
N
N

kommutiert. Fin Kegel von N mach F ist analog definiert, mit dem Un-
terschied, dass die Morphismen umgekehrt werden:

N
¥ vy
/ \F (4")

. F(f)
F(j)

Definition A.3.2. Ein Kolimes von F ist ein Objekt Lim I € Obj(C) aus
C, zusammen mit einem universellen Kegel ¢; von F' nach Lim F', d.h. zu
jedem Kegel von einem Objekt N € Obj(C) nach F gibt es einen eindeutig
bestimmten Morphismus m in homc(Lim F,N), so dass das Diagramm

F(j) F(j')

\/

le F

=5 |
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fir alle j,j" € Obj(J) und fiir jeden Morphismus f : j — j' in hom;(j,j’)
kommutiert.

Um die Existenz des Kolimes in einem Spezialfall zu zeigen, benttigt man
folgende

Definition A.3.3. Sei I eine gerichtete Menge'. Sei (A;),; eine Familie
von Algebren, indiziert durch die Elemente von I. Auflerdem gebe es eine
Familie (Ej)iqj von Homomorphismen Fj; : A; — A;. Dann heifst das Paar

((Aj), (fij)) ein induktives System, falls

A3.1
Fy=idy, . (A3.1)

Ein beliebiger Funktor muss keinen Kolimes besitzen. Wenn die Indexka-
tegorie J aber die zusétzliche Struktur hat, dass sie eine gerichtete Menge
definiert und wenn Obj(C) aus Algebren? besteht (mit entsprechenden Ho-
momorphismen als Morphismen), existiert ein Kolimes. Genauer muss gel-
ten, dass die Richtung durch die Existenz von Morphismen gegeben ist, d.h.
fir j1, 72 € Obj(J) gilt j1 < ja, falls hom(ji, j2) aus genau einem Element
Yj;, besteht. Dass dies eine Richtung ist, bedeutet nun, dass zu beliebigen
J1, 72 € Obj(J) stets ein j3 € Obj(J) existiert, so dass j; < js und jo < Js.
In der beschriebenen Situation definiert der Funktor F' dann nédmlich ein
induktives System: Zu j1,j2 € Obj(J) mit j; < jo existiert ein Morphismus
F (¢;,,) € home (F(j1), F(j2)), so dass die folgenden Eigenschaften gelten

(i) F (wjhjl) = 1F(jl)
(ii) F (2/112,]'3) oF (wjl,]'z) =F (wjlyjs) fiir jl < j2 < j3-

Der Kolimes ist nun der sogenannte induktive Limes® des beschriebenen in-
duktiven Systems. Die Konstruktion des induktiven Limes geht aus von der
disjunkten Vereinigung

IT FG)={G.2)je€Obj(]), € F(j)} . (A.3.2)

FEObj(J)

!Eine gerichtete Menge ist eine Menge M mit einer transitiven, reflexiven Relation <,
die die zusétzliche Eigenschaft besitzt, dass es zu zwei beliebigen m,n € M ein s € M
gibt, so dass m <ts und n < s.

2Diese Konstruktion ist auch fiir allgemeinere algebraische Strukturen wie z.B. Gruppen
moglich. Wichtig ist nur, dass die Morphismen Homomorphismen dieser Strukturen sind.
In dieser Arbeit ist nur der Fall, in dem Obj(C) aus Algebren besteht, von Belang. Zur
Vereinfachung der Darstellung wird daher nur dieser Fall betrachtet.

3Der induktive Limes wird auch direkter Limes genannt. Die hier vorgefithrte Kon-
struktion funktioniert ganz analog fiir jedes induktive System, auch wenn man es nicht
aus einem Funktor konstruiert hat.
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Auf dieser betrachtet man die Aquivalenzrelation

{G1.2) ~ (o) 135 € OD(I) : F ($10) (2) = F (Vi) (0)} - (A33)

Dann gilt Lim F' = [[._o1in F(7)/ ~. Um das einzusehen, muss man sich
- J€ODbj(J)

zuerst davon iiberzeugen, dass der induktive Limes ein Objekt aus C ist.

Als konkretes Beispiel sei C' = Obs die Kategorie der unitalen x-Algebren

mit injektiven *-Homomorphismen als Morphismen. Dann erklért man das

Produkt durch

(1, 2)] - [(2sy)] = [(]37 F ($j,35) (@) - F (¥)y.35) (y))] (A.3.4)

fiir ein beliebiges j3 € Obj(J) mit j; < js3 und js < j3. Die Summe definiert
man analog und setzt ([(]1,$)]> = [(j1,2")]. Das Einselement ist (j;,1) ~

(72, 1) Vji1,jo € Obj(J). Offensichtlich definiert dies wieder eine unitale *-
Algebra.

Eine Familie von Morphismen wird definiert durch
4+ F(j) — Lim F
- [(j,2)].
Diese definiert einen Kegel von F' nach Lim F', denn sei j < j', dann ist

(j,z) ~ <j’, F (wj,j/) (SB)> und es gilt

(A.3.5)

%@ﬁ{um:[@JW%dmﬂzw(F%wuﬂ. (A.3.6)

Dieser Kegel ist auch universell, denn sei ¢; ein anderer Kegel von F' nach
N € Obj(C), dann muss

05(0) = oy (F (35) () Vi<j,w€F()  (A3T)

gelten. Daher setzt man m <[(j, m)}) = ¢;(x). Dadurch ist m wohldefiniert,

denn sei (j,z) ~ (j',y), d.h. es existiert ein k € J, so dass j < k, 7/ <k und
F(ji)(z) = F(¢j4)(y). Dann gilt

m ([, 2)]) = ¢;(z) = éx (F(v3) (7)) = 65 (y) =m (7", 9)]) - (A3.8)

Mit dem so definierten m kommutieren die Teildiagramme links unten und
rechts unten im Diagramm von Definition A.3.2: ¢; = m o ;. Damit kom-
mutieren alle Teildiagramme.

Es gibt einen zum Kolimes dualen Begriff, den sogenannten Limes (im
Sinne der Kategorientheorie). Er ist ganz dhnlich definiert, der Unterschied
besteht darin, dass man die Pfeile im universellen Kegel umdreht. Genauer
macht man die folgende
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Definition A.3.4. Ein Limes von F ist ein Objekt Lim F' € Obj(C) zu-
sammen mit einem universellen Kegely; von Lim I nach F. Als Diagramm
ausgedriickt bedeutet dies, dass es zu jedem anderen Kegel von N € Obj(C)
nach F einen eindeutig bestimmten Morphismus m in homc(N,I<Ji_m) qibt,
so dass das folgende Diagramm kommutiert.

Wie im Fall des Kolimes muss ein beliebiger Funktor F': J — C keinen
Limes besitzen. Wenn F' aber ein inverses System definiert, dann ist der
Limes von F' der sogenannte inverse Limes dieses Systems. Diese beiden
Begriffe entsprechen dem induktiven System bzw. induktiven Limes im Falle
des Kolimes und sind &dhnlich definiert:

Definition A.3.5. Sei J eine gerichtete Menge. Sei (Aj)jeJ eine Familie
von Algebren, indiziert durch die Elemente von J. Auferdem gebe es eine
Familie (Fij)mj von Homomorphismen Fj; : A; — A;. Dann heifst das Paar

A;), (F;;)) ein inverses System, falls
J

F,=idy. .

7

(A.3.9)

Der inverse Limes* eines inversen Systems ist nun die folgende Teilmenge
des direkten Produkts der A;:

Li_mAi = {(ai)iEJ € HAz'
ieJ

fij(a;) = a; falls i < j} : (A.3.10)

Es ist klar, dass dies mit den komponentenweisen Verkniipfungen wieder eine
Algebra ist. Anders als beim induktiven System sind die Homomorphismen
F;; entgegen der Richtung ¢ <1 j gerichtet.

Sei nun wieder F' : J — (' ein Funktor mit der Indexkategorie J und
einer Kategorie von Algebren C. Unter bestimmten Bedingungen kann man
den Limes von F' als inversen Limes erkldren. Dies ist analog zum Fall des
Kolimes, der unter bestimmten Bedingungen als induktiver Limes erklart ist,
wie weiter oben ausgefiihrt wurde. Der Unterschied besteht nun darin, dass

4Der inverse Limes wird auch projektiver Limes genannt.
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die Richtung auf J invertiert sein muss. Genauer soll j; <j fiir j1, jo € Obj(J)
gelten, falls hom(j2, j1) genau ein Element 1);, ;, enthélt. Die Bedingung an
J ist nun, dass hierdurch tatséchlich eine Richtung gegeben ist. Wenn dies
der Fall ist, definiert F' ein inverses System:

Zu h,i,j € Obj(J) mit h <¢ <y gilt ¥, 0 ¢j; = Yy, da J eine Kategorie
ist. Aus der Kovarianzeigenschaft des Funktors F' folgt nun

F(thin) o F(j:) = F(n) - (A.3.11)

daher definiert man F}, j, = F(1j, ;) und erhdlt Fj; o F;; = F};. Die Ei-
genschaft Fj; = idp(;) folgt ebenfalls aus der entsprechenden Eigenschaft des
Funktors F'.

Der kategorientheoretische Limes von F'ist nun der inverse Limes die-
ses inversen Systems. In Unterabschnitt 2.3.2 wird dies fiir den Spezialfall
der Observablenalgebra einer Cauchy-Flache gezeigt. Der Beweis hingt aber
nur davon ab, dass der Funktor in der besprochenen Weise ein inverses Sy-
stem definiert. Daher kann er ohne Schwierigkeiten auf den hier behandelten
allgemeinen Fall angewendet werden.



Anhang B

Grundbegriffe der mikrolokalen
Analysis

B.1 Die Wellenfrontmenge

In diesem Abschnitt wird die Beschreibung von Singularitéiten von Distribu-
tionen durch sogenannte Wellenfrontmengen erlautert. Diese Theorie wurde
von Hérmander und Duistermaat entwickelt [27,28]. Die Singularititen ei-
ner Distribution u € D’(X) auf einer glatten Mannigfaltigkeit X lassen sich
lokalisieren, indem man u mit einer Testfunktion ¢ € D(X) multipliziert
und iiberpriift, ob ¢u eine glatte Funktion ist!. Man definiert den singuliren
Trager von u entsprechend durch

sing supp u = ﬂ {z|p(x) =0} . (B.1.1)
{peC=(X)|pueC>}

Das bedeutet, sing supp u sind diejenigen Punkte, an denen man v mit Null
multiplizieren muss, um eine glatte Funktion zu erhalten.

Diese Lokalisierung von Singularitdten kann nun verfeinert werden, in-
dem man die Fouriertransformierte von u betrachtet und an jedem Punkt
diejenigen Wellenvektoren bestimmt, die fiir das singuldre Verhalten von u
verantwortlich sind. Da die Fouriertransformation nur im R"™ erklart ist, wird
diese genauere Beschreibung zunéchst fiir Distributionen u € D'(R") durch-
gefiihrt. Spater wird erlautert, wie dieses Konzept auf Distributionen auf glat-
ten Mannigfaltigkeiten ausgedehnt werden kann. Nach [27, Theorem 7.1.14]
ist die Fouriertransformierte einer Distribution u € &'(R™) eine glatte Funk-
tion. Wenn diese in allen Richtungen schnell abféllt, dann war schon u eine
glatte Funktion. Dies hingt damit zusammen, dass die Fouriertransformati-
on ein Isomorphismus des Schwartzraums . (R") ist. Man interessiert sich

Y¢u wird mit der glatten Funktion u. identifiziert, wenn [wu.p = (¢u)(v) fiir alle
¥ € D(X).
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nun fiir diejenigen Richtungen, in denen @ nicht schnell abféllt, da diese fiir
den singuldren Charakter von u verantwortlich sind:

Definition B.1.1. Zu u € & (R") sei X(u) der KegeP aller n € R™\ 0, die
keine kegelformige Umgebung V besitzen, so dass

VN € NICy e R: [a(6)| < Oy (1+ 1) veeV . (B.1.2)

Hormander hat gezeigt, dass fiir ¢ € D(R"™) gilt: X(¢pu) C X(u). Diese
Tatsache kann man ausnutzen, um zu bestimmen, welche Richtungen an
welchen Punkten Singularitdten hervorrufen. Sei fiir z € R”

So(u) = [ Z(gu) , (B.1.3)
é

wobei die Schnittmenge iiber alle ¢ € D'(R™) mit ¢(z) # 0 gebildet wird.
Man betrachtet also nur die Richtungen, die eine Singularitdt am Punkt x
erzeugen. Man kann nun alle Informationen {iber die Singularitdten einer
Distribution in einem Objekt zusammenfassen:

Definition B.1.2. Zu einer offenen Teilmenge A C R™ und einer Distribu-
tion u € D'(A) ist die Wellenfrontmenge definiert durch

WF(u) = {(x,g) e Ax (R"\ 0) ) ¢ e Zx(u)} . (B.1.4)

Es soll nun die Wellenfrontmenge einer Distribution u € D'(X) auf glat-
ten Mannigfaltigkeiten X definiert werden [27]. Seien zunichst allgemein
X,Y, Z glatte Mannigfaltigkeiten und seien ¢, Diffeomorphismen, so dass

X %Y % Z. Zu einem Vektor t € T, X ist der push-forward von t durch ¢
definiert als der Vektor ¢,t € Ty,)Y, fiir den gilt

(@ut)f =t foo (B.1.5)

fiir jede glatte Funktion f auf Y. Es gilt fiir jede glatte Funktion g auf 7

(Wog)t)g=tgoyod=(gut)(got)= (Vu(dut)) g, (B.1.6)

also (1 o @)t = .(¢.t). Fiir Kovektoren k € T5,)Y definiert man den
pull-back von k durch ¢ als den Kovektor ¢*k € T X fiir den gilt

(t,0"k) = (B, k) (B.1.7)

2Ein Kegel V im R" ist eine Teilmenge, fiir die gilt: Fiir alle £ € V ist A( € V fiir alle
A > 0.
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fiir jedes t € T, X. Es gilt
(t. (Yo )k) = (( 0 d)ut. k)
= <¢*(¢*t), k>

_ (o) (B.1.8)
= (t,0"(V"k)) ,
also
(o @)k =" (Y7k) . (B.1.9)

Man kann analog auch den pull-back fiir Tangentialvektoren und den push-
forward von Kotangentialvektoren definieren. All diese Abbildungen sind of-
fensichtlich linear. Man kann auch zeigen, dass pull-back und push-forward
zueinander invers sind, d.h. man erhalt Isomorphismen.

Fiir die Definition von W F'(u) benotigt man obige Zusammenhénge in

einem Spezialfall. Sei X eine glatte Mannigfaltigkeit und seien x; : X D

X, — R", i =1,2 Karten von X, mit S def X1 N X, # (. Eine Distribution

u € D'(X) ist eine Familie u,, von Distributionen im R”", genauer ist u, €
D’ (k(X,)) fiir jede Karte s : X D X,, — R" von X. Damit dies wohldefiniert
ist, fordert man

Uy = <Ii1 o Ii2_1> U, (B.1.10)

in ky(S). Dabei ist der pull-back (/11 o 112_1>*u,.il nach [27, Theorem 8.2.4]

stets wohldefiniert, da #; o x5 ' ein Diffeomorphismus auf sein Bild ist. Das
eben genannte Theorem liefert auch einen Zusammenhang zwischen den Wel-
lenfrontmengen von pull-back und urspriinglicher Distribution:

WE(u,) = (w10 @—1)* WF(uy,) - (B.1.11)

Dabei ist der pull-back der Wellenfrontmenge, als eine Teilmenge des Ko-
tangentialbiindels, durch den oben besprochenen pull-back von Kotangenti-
alvektoren erkldrt. Man definiert nun W F(u) dadurch, dass man fiir jedes
Koordinatengebiet X, setzt

WF(u)NT*X, = k"W F(u,) . (B.1.12)

Um zu entscheiden, ob W F'(u) hierdurch wohldefiniert ist, muss man iiber-
priifen, ob W F'(u) N T*S unabhéngig davon ist, ob man k; oder ko benutzt.
Es gilt mit (B.1.11) in xo(S5)

oW F(uy,) = K <(f<;1 o m;l)*WF(um)>
K </<;2_1* (FLlWF(Um)))

— </§;2 o K,Q) /<&1WF(Um))
= kW F(uy,) ,

(B.1.13)
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wobei zweimal (B.1.9) verwendet wurde.

B.2 Das Produkt von Distributionen und die
Ausbreitung von Singularititen

Einige fiir die vorliegende Arbeit besonders wichtige Aussagen beziiglich der
Wellenfrontmenge werden nun angegeben. Die erste beantwortet die Frage,
wann das Produkt zweier Distributionen wohldefiniert ist.

Satz B.2.1 (Theorem 8.2.10 in [27]). Seien u,v € D'(X), dann kann das
Produkt uv als pull-back des Tensorprodukts u®v mit der Diagonalabbildung
0: X = X XX,z (z,2) definiert werden, solange nicht (x,&) € WF(u)
und (x,—&) € WFE(v) fir irgendein (x,&). Wenn das Produkt definiert ist,
qgilt

WEF(uv) C {(x,&+n)|(z,£) € WF(u) oder £ =0, (x,n) € WF(v) orn=0}.
(B.2.1)

Der folgende Satz von Hérmander ist zentral fiir den Beweis der Giiltigkeit
des Zeitschichtaxioms fiir die Wick-Polynome in Kapitel 3. Er verwendet
einige Begriffe aus der Theorie der Pseudo-Differentialoperatoren und der
Differentialgeometrie. Diese werden nun kurz erlautert.

Ein allgemeinerer Begriff eines Differentialoperators ist der eines Pseudo-
Differentialoperators. Diese konnen die Eigenschaft besitzen, eigentlich getra-
gen (engl. properly supported) zu sein. In der vorliegenden Arbeit wird stets
nur der Klein-Gordon-Operator betrachtet. Wie alle echten Differentialope-
ratoren besitzt er diese Eigenschaft automatisch. Daher wird hier nicht weiter
auf die Theorie der Pseudo-Differentialoperatoren eingegangen.

Man kann das Kotangentialbiindel einer Mannigfaltigkeit M als den Pha-
senraum eines klassischen physikalischen Systems auffassen. Dabei iibernimmt
M die Rolle des Ortsraumes und die Kotangentialvektoren an jedem Punkt
sind die moglichen Impulse. Zu einer gegebenen Hamiltonfunktion H defi-
niert man nun das sogenannte Hamiltonsche Vektorfeld Xy dadurch, dass
seine Integralkurven genau die Trajektorien physikalischer Bewegungen sind.
Eine Kurve v : R — T*M heifit dabei Integralkurve von Hy, falls

Y(t) = Xy (v(t)) VteR.

Entlang der Integralkurven von Xy ist H konstant, d.h. H (y(¢)) ist un-
abhéngig von ¢, falls v eine Integralkurve von Xy ist. Vektorfelder erzeugen
tiber ihre Integralkurven einen Fluss, d.h. zu einem (z,§) € T*M definiert
die Integralkurve v mit v(0) = (z,€) eine Wirkung der Gruppe (R, +) auf
T*M durch ¢ ((z,£),t) = ~(¢).
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Da die physikalischen Bewegungen in kanonischen Koordinaten durch die
Hamiltonschen Gleichungen

oOH 0H
= ), = ——— B.2.2
ap; b oq' ( )

0OH OH
o= (22, 20y 529

Die folgenden Definitionen beziiglich Differentialoperatoren sind [35] ent-
nommen. Sei D ein Differentialoperator der Form . aa(z)0%. Dabei sei
a = (aq,...,q,) ein Multiindex und 0% = (9/0,,)* + -+ (0/0s,)*" bezeichne
die entsprechenden mehrfachen Ableitungen nach den lokalen Koordinaten
x = (21,...,2,). Dann ist der Hauptteil von D definiert als >_,_ aa(x)0"
und das Hauptsymbol von D ist die Funktion q(z, k) = >_, _, aa(2)k* auf
dem Kotangentialbiindel 7% M. Es tragt also immer nur die héchste Ordnung
zum Hauptteil und zum Hauptsymbol bei. Fiir den Klein-Gordon-Operator
O+ m? erhélt man beispielsweise das Hauptsymbol g, (z)k*k".

Man definiert die charakteristische Menge von D als Char D = {(z,€) €
T*M|q(x,&) = 0}. Man kann nun als Hamiltonfunktion formal das Haupt-
symbol ¢ von D wéahlen. Diejenigen Kurven in T*M, die durch den Hamil-
tonschen Fluss erzeugt werden (also die Integralkurven von X,), fiir die ¢ = 0
gilt, heilen dann Bicharakteristiken von D.

Wenn D ein eigentlich getragener Differentialoperator ist, so nennt man
D wvon reellem Prinzipaltyp, falls sein Hauptteil ¢ reell und homogen ist und
wenn keine Bicharakteristik von D im Kotangentialbiindel einer kompakten
Teilmenge von M enthalten ist. Radzikowski hat in [35, Proposition 4.3] ge-
zeigt, dass der Klein-Gordon-Operator auf einer global hyperbolischen Man-
nigfaltigkeit von reellem Prinzipaltyp ist.

Satz B.2.2 (Theorem 6.1.1 in [28]). Sei Q € L™ (M) eigentlich getragen mit
reellem Hauptteil q, welcher homogen vom Grad m sei. Falls u € D'(M) und
Qu = f dann ist WF(u)\WF(f) enthalten in ¢~ '(0) und ist invariant unter
dem Hamilton’schen Vektorfeld H,.

qi

gegeben sind, gilt

Bemerkung. Die Aussage, dass WF(u)\ WF(f) invariant unter dem Ha-
miltonschen Vektorfeld H, ist, ist folgendermafien zu verstehen: WF(u) \
WF(f) ist invariant unter dem von H, erzeugten und auf 7*(M) \ WF(f)
eingeschrénkten Fluss.

Das bedeutet: Sei (xg, &) € WF(u)\WF(f). Durch den von H, erzeugten
Fluss ist eine eindeutig bestimmte Kurve « in T*(M) gegeben mit (0) =
(z0,&) und v'(t) = H,y (7(t)). Sei I € R das maximale Intervall, so dass
Y(I)NWF(f) = 0. Die Aussage ist nun, dass

v(I) C WF(u). (B.2.4)
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Dass dies die richtige Interpretation des Theorems ist, wird bei Betrach-
tung des Beweises klar. In [28, Seite 197 unten] wird fiir 6 > 0, so dass
(20,&) +te, € WF(f), wenn |t| <, gezeigt, dass (xg,&) +te, € WF(u).
Dabei wurde die zu zeigende Aussage auf den Fall des Differentialoperators
1. Ordnung D,, = % in R™ reduziert und e,, ist der Einheitsvektor in z,,-
Richtung, der in diesem Fall das Hamiltonsche Vektorfeld an jedem Punkt
ist.



Anhang C

Kausalitdtsbeziehungen in
global hyperbolischen
Raumzeiten

Proposition C.1. Sei M eine global hyperbolische Mannigfaltigkeit, > C M

eine Cauchy-Fliche und K C M kompakt. Dann existiert eine Cauchy-Fliche
Yk von M, so dass K C J_(Xk).

Beweis. Nach [1, Proposition 5| existiert

UV:M—->RxX

v (1),0(2)) (C1)

so dass
(i) S; ={z € M|t(z) =t} ist eine Cauchy-Flidche

(ii) Die Kurve 7, : R — M, die durch ¥(~,(t)) = (t,x) charakterisiert
wird, ist stetig und zeitartig in dem Sinne, dass t < t' = ~,(t) < V()

Dabei bedeutet a < b, dass es eine kausale, zukunftsgerichtete Kurve von a
nach b gibt. Da K kompakt ist, existiert ein z € M, so dass

t(z) = max{t(y)ly € K}. Sei nun y € K, dann gilt t(y) < ¢(x). Falls
t(y) = t(x), so ist y € Syay C I (Syw)). Falls t(y) < t(z), betrachten wir
die Kurve 7,(,). Sie ist kausal, schneidet also Sy). Fiir den Schnittpunkt
gilt v, (t(y)) < Si@) N Vp(y) Wegen (ii). Also gilt y € ]7(515(3;)). Also gilt
insgesamt K C I~ (Syw))- O

Definition C.2. Fine Teilmenge V' C M einer global hyperbolischen Raum-
zeit M heifst vergangenheitskompakt, falls fir jeden Punkt x € M die
Menge J_(x) NV in einem kompakten Gebiet enthalten ist.
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Die folgende Aussage wird im Beweis der Giiltigkeit des Zeitschichtaxioms
an zwel verschiedenen Stellen verwendet. Einerseits in Abschnitt 3 anderer-
seits beim Beweis fiir die wechselwirkenden Theorien, in Abschnitt 4.

Proposition C.3. Sei M eine global hyperbolische Raumzeit, P C M wver-
gangenheitskompakt und K C M kompakt. Dann existiert eine kompakte
Teilmenge von M, die J_(K) N P enthilt.

Beweis. Sei X eine Cauchy-Fléche in der Zukunft von K. Die Familie (] _ (y))yez

ist eine offene Uberdeckung von K, da I.(z) offen ist fiir jedes z € M. Da K
kompakt ist, existiert eine endliche Teilmenge Y = {y1,...,y,} C X, so dass
(1- (y))er cine offene Uberdeckung von K ist. Sei 2 ein Punkt in I_(K).
Dann gilt x € I_(y;) fiir irgendein ¢ € {1,...,n}. (Dies gilt, da eine zeitar-
tige, zukunftsgerichtete Kurve 7, von x nach k € K existiert. Da k € I_(y;)
fiir irgendein 4, kann ~y zeitartig nach y; verlingert werden.) Also gilt

1wy cJrwe o). (C2)

yey yey

Weil Jo.(S) C I1.(S) fur jedes S € M und da J_(z) abgeschlossen ist fiir
jedes z € M, gilt

LE) cTE c | JIlw=-UTw=U/ w. (©3

yey yey yey

Bildet man nun die Schnittmenge mit P, so erhélt man

J(K)ynpP c (|JJ-w|nP c |JU-wnP), (C.4)

yey yey

wobei die rechte Seite aufgrund der Annahme in einer endlichen Vereinigung
kompakter Mengen enthalten ist. ]
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