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Abstract

The subject of this diploma thesis is the construction of a quantum mechanical
Time-Observable on bound states. On the basis of Brunetti and Fredenhagen’s
work|[3] such observables are defined as positive operator valued measures. Al-
most periodicity as a property of the time-evolution of bound states is used to
obtain probability measures. The theory of almost periodic functions allows to
construct a compactification of time such that it is possible to give sense to a
normalisation integral over time.

Zusammenfassung

Gegenstand dieser Diplomarbeit ist die Konstruktion quantenmechanischer Zeit-
Observable auf Bindungszustéinden. Ausgehend von einer Arbeit von Brunet-
ti und Fredenhagen[3] werden solche Observable als positiv operatorwertiges
MafBe definiert. Um Wahrscheinlichkeitsmafle zu erhalten, wird die Fastperiodi-
zitat einer Zeitentwicklung von Bindungszustidnden ausgenutzt. Die Theorie der
fastperiodischen Funktionen erlaubt es, eine Kompaktifizierung der Zeit zu kon-
struieren, so dass es moglich wird, Normierungsintegralen iiber der Zeit einen
Sinn zu geben.
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Kapitel 1

Einleitung

Sowohl in der klassischen, als auch in der Quantenphysik spielen Zeitmessungen
eine besondere experimentelle Rolle. Wahrend eine theoretische Beschreibung
von Zeitmessungen in der klassischen Physik keine besonderen Probleme auf-
wirft, ist es im Rahmen der Quantenmechanik nicht ohne weiteres moglich, den
Begriff der Messgrofie Zeit genau zu erkléren.

In der Quantenmechanik wird eine Observable in der Regel durch einen
selbstadjungierten Operator auf einem Zustandshilbertraum beschrieben. Die-
sen Operatoren kénnen nun die Erwartungswerte und Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen einer Messgrofie in einem Zustand zugeordnet werden. Dieses Verfah-
ren hat sich als sehr erfolgreich erwiesen, so ist es z.B. moglich, das Spektrum
des Wasserstoffatoms mit grofler Genauigkeit zu berechnen.

Nun ist es im allgemeinen nicht moglich, einen selbstadjungierten Operator
zu finden, welcher Zeitmessungen beschreibt [1]. Diese Tatsache fiihrt zu der oft
vertretenen Meinug, die Zeit sei keine echte quantenmechanische Observable,
sondern lediglich ein Parameter. Da Zeitmessungen jedoch moglich sind und in
vielen Experimenten eine wichtige Rolle spielen, scheint dieser Ansatz jedoch
nicht wirklich befriedigend zu sein. Auch verschiedene andere Grossen, wie z.B.
der Radialimpuls in kugelsymetrischen Quantensystemen, lassen sich nicht als
selbstadjungierte Operatoren darstellen. Es liegt also nahe einen anderen Aus-
weg aus diesen Problem zu suchen.

Wie kann nun eine Beschreibung der Zeit als quantenmechanische Observable
aussehen ¢

Es ist moglich den Begriff einer Observablen in der Quantenmechanik zu
verallgemeinern, so dass nicht nur selbstadjungierte Operatoren, sondern auch
allgemeinere Objekte, die positiv operatorwertigen Mafle einer Messvorschrift
zugeordnet werden kénnen [2]. Die Erwartungswerte dieser positiv operatorwer-
tigen Mafle konnen als eine Wahrscheinlichkeitsverteilung interpretiert werden.
Sie geben an, zu welcher Wahrscheinlichkeit eine Messung einem bestimmten
Wert ergibt.

Durch die Einfiithrung von positiv operatorwertigen Maflen ist es nun méglich,
auch die Zeit als quantenmechanische Observable aufzufassen. Es stellt sich also
die Aufgabe, ein solches Maf} zu konstruieren, welches sinnvoll zur Beschreibung
von Zeitmessungen herangezogen werden kann. In Verbindung mit einem be-
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stimmten Ereignis, wie z.B. die Anwesenheit eines Teilchens in einem Detektor,
kann ein solches Maf} gefunden werden[3]. Ein solches positv operatorwertiges
MafB beschreibt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung in der Zeit. Diese beschreibt,
wie wahrscheinlich das betrachtete Ereignis zu einem bestimmten Zeitpunkt ist.
Ohne auf Details einzugehen, sei erwéhnt, dass es mit Hilfe dieser Formulie-
rung von Zeit-Observablen ebenfalls moglich ist, einen Beweis von Zeit-Energie
Unschérferelationen zu finden. Die Struktur von positiv operatorwertigen Ma-
Ben fithrt sogar zu einer weiteren Unschérferelation. Diese beschreibt eine int-
rinsische Unschérfe von alleinigen Zeitmessungen|[4].

Es stellt sich jedoch heraus, dass ein solches Mafl zunéchst nur fiir Streu-
zusténde gefunden werden kann. Das Problem, welches auf Bindungszustédnden
auftaucht, hat damit zu tun, dass es nicht moglich ist, eine Normierung solcher
Wahrscheinlichkeitsmafle in der Zeit zu definieren. Die iibliche Messbarkeits-
struktur auf den reellen Zahlen, der Zeit, fiihrt zu nicht existierenden Normie-
rungsintegralen.

Ziel dieser Arbeit ist die Konstruktion einer Zeit-Observable fiir Bindungs-
zustdnde. Wir werden dabei der Konstruktion einer quantenmechanischen Zeit-
Observablen von R. Brunetti und K. Fredenhagen folgen [3] und diese dahinge-
hend verallgemeinern, dass eine Beschreibung von Zeitmessungen auf Bindungs-
zustidnden moglich wird. Basierend auf der Theorie der fastperiodischen Funk-
tionen werden wir eine alternative Messbarkeitsstruktur auf der Zeit einfiihren,
so dass auch die “Gesamtdauer” fastperiodischer Vorgénge handhabbar wird.

Im Gegensatz zur Arbeit von D. T. Pegg [22] werden wir uns hier nicht
auf Bindungszustidnde beschrinken, welche rationale Verhéltnise zwischen den
Figenwerten der Energieeigenzusténde aufweisen. Vielmehr betrachten wir eine
fastperiodische Zeitevolution der betrachteten Quantensysteme, in denen keine
rationalen Abhingigkeiten vorliegen.

In dieser Arbeit wird zunéchst der Begriff der Observable als positiv opera-
torwertiges Maf} eingefiihrt. Es folgt eine Diskussion von quantenmechanischen
Zeit-Observablen und der damit verbundenen Probleme. Die Behandlung von
Bindungszustianden fiihrt dann auf die Theorie der fastperiodischen Funktionen,
welche dann im Rahmen des Begriffes von C*-Algebren vorgestellt wird. Bevor
wir am Ende Zeit-Observable auf Bindungszusténden einfiihren, betrachten wir
noch Beispiele gebundenen Quantensysteme.



Kapitel 2

Einfiihrung

2.1 Observable als positiv operatorwertige Mafle

Untersuchen wir zunéchst, wie Observable in der Quantenmechanik als Mafle
behandelt werden kénnen. Dieser Ansatz hat den Vorteil, dass er sich verallge-
meinern ldsst und somit eine groflere Klasse von quantenmechanischen Obser-
vablen zulésst, als die iibliche Darstellung durch selbstadjungierte Operatoren.
Wir suchen nach einer Vorschrift, einem quantenmechanischen Zustand ¢ und
einer beobachtbaren Groéfile O, eine Zahl, den Erwartungswert einer Messung
von O im Zustand ¢, zuzuordnen.

Um die Moglichkeit, Observable durch Mafle auszudriicken, zu verdeutli-
chen, betrachten wir beispielsweise den Ortsoperator X der iiblichen Schrodin-
ger Quantenmechanik. Der Erwartungswert dieses Operators, in einem Zustand,
der durch eine Loésung der Schrodingergleichung ¢ beschrieben wird, hat folgen-
de Gestalt :

<X >p= (. X¢) = [ alola)ds (2.1)

Fassen wir nun |p(z)|?2dz =: duf als neues Integrationsmaf auf, so erhalten wir

als Erwartungswert

<X >¢:/ xdp?. (2.2)
R

Da in normierten Zusténden [p [¢(z)[*dz = 1 gilt, kann man das Ma8 dug in
sehr natiirlicher Weise als Angabe der Wahrscheinlichkeit dafiir verstehen, dass
bei einer Messung des Ortes der Wert x eintritt.
Die Abbildung R D I — [, dug = [; |¢(2)*dz kann somit als Wahrscheinlich-
keitsmaf} aufgefasst werden. Der Erwartungswert (p, X¢) ergibt sich also als
erstes Moment dieses Wahrscheinlichkeitsmafes.

2.1.1 Operatorwertige Mafle

Was ist genau der Zusammenhang zwischen Observablen und Wahrscheinlich-
keitsmaflen? Hierzu betrachten wir zunichst projektorwertige Operatoren, aus
denen wir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Ergebnisse einer Messung
konstruieren.
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Beginnen wir damit, den Begriff des Mafles genauer zu fassen. Ein Maf}
soll eine Abbildung sein, welche einer Menge ihren “Inhalt” zuordnet. Man
konnte z.B. an das Lebesque-Mafl denken, welches einem Intervall (a,b) auf
R die “Lénge” |b — a| zuordnet. Es stellt sich zunéchst die Frage, ob jeder
Menge ein wohldefinierter “Inhalt” zugeordnet werden kann. Im Rahmen der
MaBtheorie! kann gezeigt werden, dass die sogenannten o-Algebren die nétigen
Eigenschaften besitzen.

Definition 2.1.1. Fine o-Algebra F einer nichtleeren Menge ) ist eine nicht-
leere Familie von Teilmengen von €2 mit den Eigenschaften :

(i) Die leere Menge ist in F.

(ii) Ist A € F so auch das Komplement von A.
(iii) Die Vereinigung einer Folge von Elementen aus F A, ist wieder in F.
Das Paar (Q,F), wird messbarer Raum genannt.

Definition 2.1.2. Ein (reellwertiges) Mafl auf einem messbaren Raum (€2, F)
ist eine nichtnegative Abbildung pu: F — R mit den Eigenschaften :

(i) n(®) =0
(ii) Ist Ay, eine abzdhlbare Folge in F, so gilt

H <U An) = ZAU’(ATL) (2'3)

fiir paarweise disjunkte A,,.

Gilt zusdtzlich noch u(Q) = 1, so nennt man p ein Wahrscheinlichkeitsmaf3.
Wirkt auf Q) eine Gruppe von Verschiebungen und ist ein Maf$ invariant unter
Gruppentranslationen, so nennt man dieses invariantes oder Haar-Maf.

Mit Hilfe eines Mafles ist man nun z.B. in der Lage, ohne dass wir hier auf

) (2.4)

ein Integral positiver reellwertiger Funktionen f auf 2 zu definieren. Verwenden
wir bei dieser maflabhéngigen Definition beispielsweise das Lebesque Maf, so
erhalten wir das Lebesque Integral.

Dieses Konzept ist sehr allgemein. Charakterisieren wir die messbaren Men-
gen konkret durch Elemente einer Topologie, so fiihrt dies auf den Begriff der
Borelmengen.

Details eingehen wollen, iiber

o= g 3 2 e

m=0

Definition 2.1.3. Die Borelmengen B(2) eines topologischen Raumes € sind
die Elemente der o-Algebra, welche von den offenen Mengen erzeugt werden.

!Siehe hierzu z.B. Halmos [15].
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Nun ist es zweckméfig, auch “Mafle” zu betrachten, welche ihre Werte nicht
in den reellen Zahlen, sondern auf Operatoren haben.

Definition 2.1.4. Eine Abbildung E : F — L(H), von einer o-Algenbra eines
messbaren Raumes (2, F) auf die beschrinkten linearen Operatoren auf einem
Hilbertraum H, nennt man projektorwertiges Mafl oder Spektralmafl, wenn

E(X) = EX)*=EX)? VvVXeF (2.5)
EQ) = 1 .
E(UiX) = Y. BE(X) VXieF mit X;NX;=0undi+#j. (2.7)

1€ICN

Die Reihe in (2.7) soll in der schwachen Operatortopologie auf L(H) konver-
gieren.

Konvergenz in der schwachen Operatortopologie? wird hier gefordert, um
sicherzustellen, dass der Ausdruck

> (e B(X)y) (2.8)

wohldefiniert ist.

Haben wir nun ein solches projektorwertiges Maf}, so konnen wir ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf3 1

X = .7 (o, E(X)p) (2.9)

definieren3. Wollen wir nun dieses Mafl mit einer Observablen identifizieren,
miissen wir einen Zusammenhang zwischen diesem Wahrscheinlichkeitsmafl und
den selbstadjungierten Operatoren aus der Quantenmechanik herstellen. Mit
d(p, E(z)p) wollen wir die Integration beziiglich des reellwertigen Mafles X —
(p, E(X)¢) bezeichnen.

Der Spektralsatz liefert nun einen Zusammenhang zwischen Spektralmaflen
und selbstadjungierten Operatoren.

Satz 2.1.5 (Spektralsatz). Ist A ein selbstadjungierter Operator mit Definiti-
onsbereich ®(A) C H, dann ezistiert ein eindeutig bestimmtes projektorwertiges
Maf$ E : B(R) — L(H) auf den Borelmengen der reellen Zahlen, so dass

D(4)={pe 7—[‘ /]RxQd(ap,E(x)go) < oo} (2.10)
und

(p.Ap) = [ wdleBla)e) Ve e D) (211)
gilt.
Beweis. Siehe z.B. Reed, Simon [6]. O

*Die schwache Operatortopologie wird durch die Halbnorm ||A||,.» = |(@, A%)| erzeugt.
3 Auch wenn wir auf die Normierung ﬁ verzichten, erhalten wir ein reelles Maf.



6 Einfiihrung

Durch den Spektralsatz ist eine Eins zu Eins Korrespondenz zwischen pro-
jektorwertigen Maflen und selbstadjungierten Operatoren erklirt. Der Erwar-
tungswert (¢, Ap) einer Observable A ergibt sich somit als erstes Moment des
Wahrscheinlichkeitsmafies (2.9). Die Zahl (@—i’»(ap, E(X)y) kann als Wahrschein-
lichkeit dafiir aufgefasst werden, dass das Ergebnis einer Messung in X liegt.

Da nicht die Idempotenz, sondern nur die Positivitit von E(X) benotigt
wird, um aus (2.9) ein Wahrscheinlichkeitsmaf8 zu machen, liegt es nahe, bei
der Konstruktion von Observablen als Mafle auf die Idempotenz zu verzichten.
Wir werden also versuchen, Observable als Objekte aufzufassen, welche nicht

zwangslidufig selbstadjungierte Operatoren sind.

Definition 2.1.6. Sei Q2 eine nichtleere Menge und F eine o-Algebra von Teil-
mengen auf Q. Definieren wir nun ein positiv operatorwertiges Mafl E : F —

L(H) auf dem messbaren Raum (Q, F) durch

E(X) > 0 VXeF (2.12)

EQ) = 1 (2.13)

BE(UiX:) = Y EX) VX,eFmitXinX;=0  (2.14)
i€ICN

Die Reihe in (2.14) soll in der schwachen Operatortopologie auf L(H) konver-
gieren.

Wir machen jetzt den Schritt, dass wir nicht mehr selbstadjungierte Ope-
ratoren, sondern die positv operatorwertigen Mafle als unsere Observablen auf-
fassen. Definieren wir die zugehorigen Operatoren als die ersten Momente des
entsprechenden MaBes?*, so ergeben sich die Erwartungswerte wie im Fall der
projektorwertigen Mafle. Die Selbstadjungiertheit dieser Operatoren ist aller-
dings nur gegeben, wenn das positiv operatorwertige Maf§ auch noch idempotent
ist. Die Menge €2 kann man nun als die Menge der mo6glichen Zeigereinstellungen
am Messgerit auffassen, denen wir jeweils eine Wahrscheinlichkeit zuordnen.

Bei Bush, Grabowski und Lahti [2] findet sich der folgende Satz (ohne Be-
weis).

Satz 2.1.7. Fiir ein positiv operatorwertiges MafS E sind folgende Aussagen
dquivalent :

(i) E(X)?=E(X) VXeF (2.15)
(ii) E(XNY)=EX)E(YY) VX, YeF (2.16)

Beweis. Erginzen wir nun den Beweis. Die Richtung (2.16)=(2.15) erhé&lt man,
wenn man X gleich Y setzt.

Fiir die entgegengesetzte Richtung betrachten wir zunéchst disjunkte Ele-
mente X und Y der o-Algebra F.

Ist der zugrundeliegende messbare Raum nicht R, so ist nicht klar, wie das erste Moment
eines Mafles definiert werden kann. Beschridnken wir uns hier also der Einfachheit halber auf
den Fall, dass wir wie bei der Formulierung des Spektralsatzes auf R arbeiten.
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E(XUY)* = EX)*+EY)’+EX)EY)+

+E(Y)E(X) (2.17)

E(XUY)* = EX)+EY)+[EX),E(Y)]+ (2.18)

E(XUY)? = E(XUY)+[EX),EY). (2.19)

= [F(X),EY)]+ = 0 (2.20)

= E(X)E(YY) = EX)EX)E®Y) (2.21)

= —EX)E(Y)E(X) (2.22)

= E(Y)E(X)E(X) = E(Y)E(X) (2.23)

= [BE(X),E(Y) = 0 (2.24)

= EX)E(Y) = 0 VX,YmitXny =90 (2.25)

Mit (2.25) kénnen wir nun beliebige Mengen X, Y untersuchen. Zerlegen wir
diese Mengen nun in die disjunkten Komponenten X’ = (X \Y), Y’ = (Y \ X)

und (X NY).
E(XNY) = EXNY)?
= EXNY)E(XNY)
2 B(XAY)E(XNY)+EX)EY) +

+E(XYE(XNY)+ E(X NY)E(Y')

= (EX"HY+EXnY)(EY')+EXNY))

= EX'UXNY)EY'Uu(XnY))
=  EX)E()

Ein positiv operatorwertiges Mafl auf den Borelmengen der reellen Zahlen
ist also projektorwertig, wenn es die Multiplikationseigenschaft (2.16) besitzt. In
diesem Fall erhalten wir den {iblichen Observablenbegriff durch die entsprechen-
den,eindeutig durch das Maf} bestimmte, selbstadjungierte Operatoren (Satz

2.1.5).
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2.2 Zeit-Observable

Wie kann man nun im Rahmen der Quantenmechanik Zeitmessungen beschrei-
ben? Wir sind an einer quantenmechanischen Observablen interessiert, welche
beschreibt, wann ein bestimmtes Ereignis eintritt. Genauer gesagt sind wir auf
der Suche nach einem Verfahren, welches einem Ereignis eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung in der Zeit zuordnet.

Durch Fouriertransformation kénnte man sich ganz analog zum Impuls einen
Zeitoperator verschaffen, wenn man davon ausgeht, dass Zeit und Energie wie
Impuls und Ort konjugierte Grossen sind. Gehen wir also davon aus, dass wir
iiber einen Zeitoperator T = (—idg) auf Zustidnden ¢ verfiigen. Seien diese
Zustdnde auf einem kontinuierlichen, nicht entarteten Energiespektrum defi-
niert. Der Operator wird auf gewissen Funktionen, welche auf dem Spektrum
des Hamiltonoperators definiert sind, erklért, wobei wir zunéchst annehmen,
dass ein kontinuierliches Spektrum R™ vorliegt. Nun stellt sich die Frage, ob
solch ein Operator selbstadjungiert ist und somit eine konventionelle Behand-
lung im Rahmen der Quantenmechanik moglich ist.

Schrianken wir den Definitionsbereich unseres Zeitoperators 1" auf

D(T) = {p € L*(R",C),¢’ € L*(RT,C),»(0) = 0,supp ¢ C R*}

ein, um zu erreichen, dass T' hermitesch ist. Nun l&sst sich die Selbstadjungiert-
heit priifen. Der adjungierte Operator T zu T wird nun auf

Q(T*) = {<P € LQ(R+7 (D),L,O, € LQ(R+7C)}

definiert. Da die Randterme aus der partiellen Integration von (¢, (—i0g)¢) mit
Y € D(T*) und ¢ € D(T) bereits durch die Randbedingung an ¢ verschwinden,
ist der zu T' adjungierte Operator T also auch von der Gestalt (—idg), da
nun ((—idg), ) = (¥, (—idg)e) gilt. Berechnen wir die Defektindizes® N
von T, also die Dimension der Eigenrdume zu den Eigenwerten +i und —i¢ des
adjungierten Operators T*.

Ny = dim{p e D(T"),T"p = +ip}

N_ = dim{p e D(T"), T p = —ip}
T*¢ = =iy (2.32)
(—i0r)p = Zip (2.33)
= py = e (2.34)
o = €F (2.35)

Wihrend ¢, in L2(R™T, C) liegt, ist ¢_ nicht quadratintegrabel auf der positi-
ven Halbachse. Die Defektindizes sind also

N.=1 N_=0. (2.36)

Diese Indizes erlauben nun die Struktur des Operators T' genauer zu bestimmen.
Es gilt
®Siehe hierzu Reed und Simon [7].
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Satz 2.2.1. Ist A ein abgeschlossener symmetrischer Operator mit Defektindi-
zes Ny und N_, dann gilt

(a) A ist genau dann selbstadjungiert, wenn Ny = N_ = 0.
(b) A besitzt selbstadjungierte Erweiterungen, wenn Ny = N_ # 0.

(c) Ist entweder Ny = 0 # N_ oder N_ = 0 # N, dann besitzt A keine
nichttrivialen symmetrischen Erweiterungen.

Beweis. Ein Beweis ist bei Reed und Simon nachzulesen [7]. O

Da die Defektindizes ungleich Null sind, ist der Operator I" also nicht selbst-
adjungiert. Zu T lésst sich nicht einmal eine selbstadjungierte Erweiterung fin-
den, da Ny und N_ unterschiedlich sind. Der Zeitoperator 7' = (—i0g) ist also
nicht selbstadjungiert, wenn das Energiespektrum nach unten beschrankt ist.

Ist es moglich einen selbstadjungierten Zeit-Operator zu definieren ? Neh-
men wir nun an, dass wir uns einen selbstadjungierten Zeit-Operator T' ver-
schaffen konnen. Dieser selbstadjungierte Operator T' sollte bei Vertauschung
mit dem Hamiltonoperator

[T, H] =i (2.37)

erfiillen, um sinnvoll als Zeit-Observable interpretierbar zu sein. Dieser Operator
wiirde also als Generator einer einparametrigen unitiren Gruppe U(E) := F7
von Energietranslationen wirken. Das Spektrum selbstadjungierter Operatoren
ist invariant unter unitiren Transformationen.® Es folgt

sp(H) =sp(H + E) (2.38)

fir alle F € R. Da FE beliebig aus R gew&hlt werden kann, ist das Spektrum
von H gleich ganz R.

Durch diese Uberlegung sehen wir also, dass die Selbstadjungiertheit von
T erzwingt, dass unser Energiespektrum gleich ganz R ist. In quantenmecha-
nischen Systemen mit Zustéinden niedrigster Energie oder diskreten Energie-
spektren ist dieses jedoch nicht mdglich. Wir sind also im allgemeinen nicht in
der Lage, einen selbstadjungierten Zeitoperator zu definieren. Verzichten wir
auf die Selbstadjungiertheit, so miissen wir unsere Observable durch ein positiv
operatorwertiges Mafl beschreiben.

2.2.1 Konstruktion einer Zeit-Observable

Wie sieht nun eine Zeit-Observable als positiv operatorwertiges Maj$ auf den
reellen Zahlen der Zeitgeraden aus ? Uberlegen wir uns zunichst, wie wir Zeiten
messen kénnen. Zeitmessungen machen nur in Verbindung mit einem bestimten
Ereignis einen Sinn. Man kénnte zum Beispiel danach fragen, wann eine Lampe
anfingt zu leuchten oder zu welchen Zeitpunkt ein fallender Stein auf dem
Boden aufschlégt.

SNizheren Hintergriinden dieses Sachverhaltes finden sich bei Reed und Simon. [6]
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Folgen wir nun R. Brunetti und K. Fredenhagen [3], so beginnen wir mit
einem positiven beschriankten Operator A auf dem Hilbertraum” #, welcher
die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten eines Ereignises zur Zeit ¢ = 0 misst.
Denken wir an einen Projektor auf einen Teil des Hilbertraumes. Wir kénnten
beispielsweise einen Multiplikationsoperator mit der charakteristischen Funkti-
on eines Gebietes G untersuchen. Dieser Operator wiirde die Wahrscheinlich-
keit dafiir messen, dass unser Zustand im Gebiet GG lokalisiert ist. Eine andere
Moglichkeit wire ein Projektor der Form A = |[¢) >< |. Hier wihlen wir al-
so einen quantenmechanischen Effekt aus, welcher dem zu messenden Ereignis
entspricht.

Nun koénnen wir untersuchen, wie sich diese Wahrscheinlichkeit in der Zeit
entwickelt. Mit einer unitéren Zeitentwicklung ay(A) := et Ae=* kénnen wir
fir I C R den Ausdruck

B(I) = /1 e (A)dt (2.39)

betrachten. Dieser Operator ist bereits ein positiv operatorwertiges Mafl auf R,
(¢, B(I)yp) ist jedoch kein Wahrscheinlichkeitsma$. Es stellt sich also die Frage,
wie einen Normierung erreicht werden kann. Aus B(I) ldsst sich der Operator

B= /R e (A)dt (2.40)

gewinnen, den wir als totale Dauer des Effektes interpretieren kénnen. B kénnen
wir nutzen, um die Wahrscheinlichkeitsdichte in der Zeit zu normieren. Hierbei
ist jedoch zu beachten, dass der Ausdruck B nicht immer sinnvoll zur Nor-
mierung herangezogen werden kann. So kénnte das gewiinschte Ereignis nie
stattfinden oder unendlich lange dauern.

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung l&sst sich sicher nur dann konstruieren,
wenn B einen endlichen Ausdruck liefert. Um diese Uberlegungen zu bertick-
sichtigen, bietet es sich an, den Hilbertraum H in drei Teile, H o,Hfnite und
Hoo, zu zerlegen, in denen der die “Gesamtdauer” des Ereignises entweder ver-
schwindet, endlich oder unendlich ist.

Wie lassen sich diese Teilrdume nun charakterisieren? Betrachten wir die
Operatoren (B(I)+1)~!. Diese bilden ein fallendes Netz® von positiv beschrink-
ten Operatoren mit groBter unterer Schranke C'. Diese Schranke C' ist kleiner
oder gleich 1. Den Kern von C, welcher einen Hilbertraum bildet, nennen wir
Hoo- Einen weiteren Teilraum von H, namlich H, definieren wir als den gemein-
samen Kern aller a4(A). Zusténde, fir die eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
in der Zeit sinnvoll zu definieren ist, befinden sich weder in Hy noch in H,
so dass wir Henite, als das orthogonale Komplement von Hg + Heo, in H defi-
nieren. Auf Hgnite fiithren wir den positiven selbstadjungierten, im allgemeinen
jedoch unbeschrinkten, Operator B = C~! — 1 ein. B dominiert auf Hppite alle
Operatoren B(I).

"Betrachten wir komplexe Hilbertraume #, so ist A selbstadjungiert.

8Netze sind eine verallgemeinerte Folgen, in dem Sinne, dass sie nicht mehr zwangslaufig
auf N, sondern auf beliebigen teilgeordneten Mengen definiert sind. Néheres ist bei Reed und
Simon [6] nachzulesen.
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Fiir Zusténde in Hgpite ist eine Normierung ohne weiteres moglich. Es zeigt
sich jedoch, dass die Bindungszusténde leider nicht in Hgpjte, sondern in Ho lie-
gen, da sich z.B. im Wasserstoffatomen das Elektron immer wieder in der N&he
des Kernes aufhilt. Dieses Problem stellen wir etwas zuriick und betrachten
zunéchst den unproblematischen Fall von Streuzustédnden, in dem die Zustédnde
in Henite liegen.

Der erste Gedanke zur Wahl einer Normierungsvorschrift kénnte sein, die
Erwartungswerte der Operatoren B(I) und B durcheinander zu dividieren. Der
Ausdruck

P(I) = (o, BI)e)
’ (¢, Bo)

ist jedoch nicht linear in B([I), so dass eine elegantere Methode darin besteht,
die Normierung vor der Bildung von Erwartungswerten, also auf der Ebene der
Operatoren, durchzufiihren. Setzen wir

(2.41)

P(I)=B :B(I)B*, (2.42)

so erhalten wir positive durch 1 beschrinkte Operatoren. Aus der Definition
(2.42) kann man leicht erkennen, dass es sich hierbei tatséchlich um ein positiv
operatorwertiges Mafl handelt.

Betrachten wir das Verhalten von P(I) unter Zeittranslationen, so ergibt
sich wie erwartet

a:(P(I)) = P(I +1). (2.43)

Mit P(I), als positiv operatorwertiges Wahrscheinlichkeitsmaf auf R, sind
wir nun in der Lage, einen Zeitoperator zu erklédren. Das erste Moment unseres

Wahrscheinlichkeitsmafies auf R
Ty = / tP(dt) (2.44)
R

liefert die Erwartungswerte fiir das Eintreten des Ereignises A in dem jeweili-
gen Zustand. Ist das erste Moment wohldefiniert, kénnen wir also einen Zeit-
Operator angeben. Man konnte nun noch die quadratische Unschérfe dieser
Observable untersuchen, in dem wir mit Hilfe des zweiten Momentes unseres
MafBes 7% definieren. Die Unschérfe wiirde sich dann wie {iblich als

(0, AT30) = (¢, T39p) — (0, Tap) (2.45)

ergeben.

2.2.2 Streuzustinde

Das oben beschriebene Verfahren lédsst sich nun auf verschiedene Situationen
anwenden. Betrachten wir nun zun#chst eine Zeitmessung auf Streuzusténden,
also auf Zustéinden in denen die Aufenthaltswahrscheinlichkeit [, |¢(x)[*dx fiir
jedes Gebiet G im Limes grosser Zeiten verschwindet.
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Beispiel 2.2.1. Fin Teilchen mit Masse m = 1, Energie E und Impuls k =
+V2E, welches sich in einer Dimension durch den Raum bewegt, beschreiben
wir durch ein Wellenpaket o(t,x). Dieses bilden wir durch Superposition von
Losungen der freien Schridingergleichung, den ebenen Wellen mit positiven und
negativen Frequenzen, da die Zustinde gleicher Energie E beziiglich der Rich-
tung des Impulses entartet sind.

Stellen wir nun am Ort 0 einen Detektor auf, welcher die Anwesenheit
des Teilches registriert. Verwenden wir also den Projektor A. auf das Inter-
vall (—%, %), um dieses zu formalisieren. Fir einen mormierten Zustand der
Form

p(t,z) = /dEeiEt <g+(E)€”m + 9—(E)e’””) (2.46)
mit g+(E) € L*(RT,C) und de%(\g#E)\Q + lg_(E)?) = 1, bestimmen
wir nun die Wahrscheinlichkeit W (t) = (gp, Aego)

+¢/2 o
W(t) = /dE dE' | dx <g+(E)e*m+g,(E)em)
—e/2
(ng(E)eik,x + g,(E)e—ik’ﬂﬁ) e~ i(E'=B)t, (2.47)

Die Zustdinde in den zweidimensionalen Energieeigenrdumen kénnen wir also

durch Vektoren
0= ()

dargestellen. In den Entartungsrdumen gleicher Energie kénnen wir diesen Ope-
rator als Matrix auffassen, sie ergibt sich zu

sin §(k—k’)  sin 5 (k+k')

E(k—k' £(k+EK") —i(E'—E
Ae(kj, k/, t) = Slg(%(kJr]z/) Sll’?(%(kfk/) & ( )t-
S (k4K 5 (k—k")

Das Integral von W (t) iber die ganze Zeit, kinnen wir als Gesamtaufent-
haltsdauer (p, Bp) im Intervall (—/2,4¢/2) auffassen. Sie ergibt sich zu

+e/2 4 -
(¢, Bp) = / dt/dE dE’/ dz <g+(E)e*m+ g,(E)e“m)
R —e/2

<g+(E/)eik’a: +g_(E/)e—ik’x> o—i(E —E)t (2.48)

/2 2 2
= 2 fap /gx(|g+<E>| g (B)P +
—e

F Bl (D) 4 By (E) ) (249)

Fassen wir auch B als Matrix auf, so erhalten wir

c sinek
B(k) =27 < sin ek ]; ) .
k
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Um fortzufahren berechnen wir jetzt B—Y2. Mit
10 0 1
1= (0 1) B (1 0)

< k
B(k) = 2ne (1 + “28 80) (2.50)

B2 = (2re) WZ( 1/2> (Siz€’“5>nan (2.51)
I EICON

EEE)

1 1( Lo, 1
2me 2 1+Sh]:;f€ /l_sizfa

! O’) (2.53)

k in k
\/1_|_sm € \/1_81256

Berechnen wir nun die Wahrscheinlichkeitsdichte in der Zeit py = p(k, k' e,t) =
2 B(k) Y2 A (k, K, t)B(K')~'/? fiir den Effekt A.. Sie ergibt sich zu

erhalten wir

1 sin k 2k/€ 1
¢ 2 k—k k/g k k‘ ink in k'
sin sin ke sm S K'e sSin KE sSmmkK’e

sin kgk’ ( 1
k! - -
—5 & k k’ k k'
) \/1 sm 15 \/1 + sm \/1 _ SlI];8 1 \/1 _ SlI’];/8 £ ]
sin kgk/a 1
R = k We k k
I3 in in k’ in ink’
S \/Hskea\/us NRETEN
sin k;k’ € ( 1 ]
etk - -
—5 & k k’ k k'
) \/1 + Sll’];8 15 \/1 _|_ sm \/1 _ SlI];8 13 \/1 _ SlI’];/8 £
} —UE-E (2.54)

Als positiv operatorwertiges Maj$ erhalten wir also

P(I) = /1 dtpy. (2.55)
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Fiihren wir die Integration iber die gesamte Zeit aus, so erhalten wir P(R) = 1.
Dies folgt aus [ e iE' =Bt gy — »0(E' — E), da aus E = E' k =k folgt. Wir
hatten uns in der Definition von k ja bereits auf die positive Wurzel beschrdnkt.

Aus diesen Mafl konnen wir nun durch Bildung des ersten Momentes den
Zeitoperator gewinnen.

—i(E'—E)t
T, = /dt/dE/dE’teTpO (2.56)
5., o—i(E'—E)t
- /dt/dE/dE’ (195 e% ) 5o (2.57)
— far fap (e o) (2.58)
= o E')P0 .

Sind wir daran interessiert, wann unserer Zustand das Intervall (a - 5,a+ %)
erreicht, so konnen wir dies dadurch beschreiben, dass wir mittels des Impuls-
operators eine Translation des Systems vermitteln. Wir erhalten mit

eika 0
= (%" )

den Zeitoperator TS am Ort a durch T¢ := U(a)T.U(—a).
Als Erwartungswert von T2 berechenen wir

<To > = / dE / dE'5(k — k:’)cp(E)TU(a)(—i)gg, O (U (—a)o(E) (2.59)

— / dE / dE'S(k — K)e(B)'U (a)(

Vo
ok, ) (O (~a) +p<k,k'>U<—a>akf>)so<E’> (2.60)

((ak/mk, ¥))U(~a) +

Nach etwas Rechenarbeit ergibt sich O p(k, k' )|g=rr = 0. Fiir (AT;) := (T%) —
(T.), also betrigt die Zeit, in der sich unser System von 0 nach a bewegt hat,

<AT.> = /dEgo(E)T (\/% <_0a 2) + —i8E> o(E)

- [ aBe(B) (~i0k) o(E) (2.61)

_ /dESD(E)T\/% (—Oa 2) o(E). (2.62)

Betrachten wir z.B. Zustinde bei denen gy (E) verschwindet, das Teilchen also
nur in eine Richtung fliegt und gehen nun noch davon aus, dass die Gewich-
tungsfunktion g_(E) um Energien Ey konzentriert ist. Wir erhalten

< AT, >~ (2.63)

a
V2E,’
also die Zeit, welche ein klassisches Teilchen bendtigt, um eine Strecke der
Léinge a zuriickzulegen.
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2.2.3 Bindungszustinde

Versuchen wir nun, die bisherige Begriffsbildung einer Zeit-Observable auf Bin-
dungszustidnde zu {ibertragen. Unter Bindungszustdnden verstehen wir quan-
tenmechanische Zustande p(x,t), welche zu allen Zeiten in einen Gebiet G lo-
kalisiert sind. Genauer gesagt, zu jedem beliebig klein vorgegebenen ¢ > 0 gibt
es ein endlich ausgedehntes Gebiet G, so dass fiir die Wahrscheinlichkeit

/ delo(x, ) >1—¢ Vte R (2.64)
G

gilt.

Die einfachsten Beispiele fiir Bindungszustinde sind die Eigenzustidnde des
Hamiltonoperators. Diese Zusténde sind von der Form o(x,t) = e~#Flp(x), ihre
Erwartungswerte sind demnach nicht von der Zeit abhéngig. Superpositionen
solcher stationdren Zustdnde sind wieder Bindungszustédnde. Tatséchlich lassen
sich sogar alle Bindungszustédnde als Superposition stationédrer Zustéinde dar-
stellen. Beschréanken wir uns im Folgenden auf die Bindungszustédnde, welche
durch endliche Superpositionen, nicht entarteter, stationédrer Zusténde darge-
stellt werden kénnen.

Die zeitliche Entwicklung der Erwartungswerte unseres “Messgerétes”, des
Operators A,

< A >= (p(x), ethAe_thgp(x)) ,
im Zustand p(x) = ) an@n(x), verhélt sich bei orthogonalen ¢, folgender-

mafen :

<A> = (¢, Ap) (2.65)

N
= Z |an|*(¢n, Apn) +
n=0

N N-n
+2 Z Z Re (a_n’an’—kn(gpn’a A@n’-{-n)eii(En/-miEn/)t) . (2'66)

n=1n/=0

Wobei die Zustéinde als Superposition von Hamiltoneigenzustinden ¢, mit
Hp, = Epp, und > |a,|? = 1 darstellt werden. Diese Erwartungswerte sind
Uberlagerungen periodischer Funktionen mit unterschiedlichen Frequenzen, sie
verhalten sich in der Zeit also periodisch oder zumindest fastperiodisch.
Versuchen wir nun ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf R zu konstruieren, wel-
ches der Zeitmessung des Auftretens eines Effektes A entspricht. Der Ausdruck

(0 Ba(1)g) = (o, / an(A)dtp) (2.67)

gibt fiir I C R ein positives Maf3 auf den reellen Zahlen, das man wie oben

(¢, PaI)g) = (¢, By * Ba(1) B %) (2.68)

definieren méchte. Wir stehen hier allerdings vor dem Problem, dass die Funk-
tion < A >; nicht integrabel ist. Es macht also keinen Sinn, den Operartor B 4
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wie im Falle der Streuzustdnde einzufithren. Was tritt also an die Stelle der
“Gesamtdauer” B4, welche fiir Streuzustinde noch existierte.

Zur Illustration stellen wir uns vor, dass wir z.B. daran interessiert sind,
wann ein Elektron eines Atoms in einem bestimmten Gebiet um den Kern auf-
taucht. Da das Teilchen an den Kern gebunden ist, wird dieses Ereignis beliebig
oft “eintreten”, das Integral {iber die Zeit hat keinen Grund zu konvergieren.
Der Zustand befindet sich also im Teilraum H o, in dem es keinen Sinn macht,
eine Gesamtdauer von Ereignisen zu betrachten.

Das zentrale Problem, da IR nicht kompakt ist, wird es sein, dem Normie-
rungsintegral iiber R einen Sinn zu geben. Die Idee, die wir nun verfolgen wollen
besteht darin, die Zeit zu kompaktifizieren. Im Falle periodischer Vorgénge ist
dies nicht sehr iiberraschend. Wir untersuchen alle Vorgénge nur in einer Peri-
ode, betrachten als kompaktifizierte Zeit also die S', den Kreis.? Alle Aussagen,
welche wir aus diesem Bild gewinnen, sind sicher nur modulo der Periode zu
verstehen, was genau den Erwartungen entpricht.

Die Frage stellt sich nun, wie dieser Ansatz verallgemeinert werden kann,
wenn keine echte Periodizitédt vorliegt. In unseren Fall ist das Zeitverhalten je-
doch fastperiodisch. Es lésst sich als Superposition periodischer Funktionen be-
schreiben, welche in der Regel keine rationalen Frequenzverhéltnise aufweisen.
Um hier sinnvolle Aussagen machen zu kénnen, wird es notig sein, fastperiodi-
sche Funktionen genauer zu studieren.

9Genau genommen wird nicht R, sondern das Intervall (0, 27) in die S* eingebettet.



Kapitel 3

Fastperiodische Funktionen

3.1 Eigenschaften fastperiodischer Funktionen

Wie wir gesehen haben, reichen periodische Funktionen zur Beschreibung der
Zeitentwicklung von Bindungszusténden nicht aus. Es wird notig sein, den Be-
griff der periodischen Funktion auf R zu verallgemeinern. Fiir eine periodische
Funktion P auf R, mit der Periode p, gilt die Beziehung

sup |P(z + p) — P(x)| = 0. (3.1)
z€R
Weichen wir diese Definition etwas auf, so fithrt dies auf die fastperiodischen
Funktionen.

Definition 3.1.1. FEine stetige Funktion f : R — C heif$t fastperiodisch, wenn
es zu f und zu jedem ¢ > 0 eine Zahl L(¢) € R gibt, so dass fiir jedes a € R in
dem Intervall [a,a + L(g)] mindestens eine Zahl T € R enthalten ist, fir die

sup |[f(x +7) — f(x)| <e (3.2)
zeR

gilt.

Wir haben also den Begriff der periodischen Funktion dahingehend verall-
gemeinert, dass wir nicht mehr fordern, nach einer (verallgemeineten) Periode
7 genau den gleichen Funktionswert zu erhalten. Studieren wir nun die Eigen-
schaften fastperiodischen Funktionen!.

Die Menge der fastperiodischen Funktionen ist im Gegensatz zu der Men-
ge der periodischen Funktionen abgschlossen unter der Addition. So ist bei-
spielsweise die Funktion sin(z) 4 sin(y/2z) nicht periodisch, aber fastperiodisch.
Insgesamt ldsst sich sogar zeigen, dass gilt:

Satz 3.1.2. Sind f und g fastperiodisch, so sind es auch die Abbildungen von

z € R nach f(z +a),f(z).af(2).f(-z), f(z) + g(z) und f(z)g(z) fir a € R
und o € C. Konvergiert eine Folge f, fastperiodischer Funktionen gleichmdjig

gegen f, so ist auch f fastperiodisch.

'Fiir nihere Einzelheiten und die Beweise der Sdtze mochte ich auf [8],[10],[11] und [12]
verweisen.
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Satz 3.1.3. Jede fastperiodische Funktion ist beschrdinkt.

Da wir nun einige Eigenschaften fastperiodischer Funktionen kennengelert
haben, sind wir daran interessiert, wie sich solche Funktionen darstellen lassen.
Betrachten wir nun fastperiodische Funktionen auf R, welche durch eine Reihe
der Form

N
fl@) =Y ae™*  a,eCMER (3.3)
k=1

gebildet werden. Dies sind genau die Funktionen, an denen wir interessiert sind,
da sie das Zeitverhalten auf Bindungszustdnden beschreiben. Der Abschluss
dieser Funktionenmenge beziiglich der Suprememsnorm bildet sogar die Menge
aller fastperiodischen Funktionen?. Es lisst sich also jede fastperiodische Funk-
tion als Limes gleichméfBiger Konvergenz dieser trigonometrischen Polynome
(3.3) darstellen. Wir hétten die Menge der fastperiodischen Funktionen also
auch als den Abschluss der Menge aller trigonometrischen Polynome beziiglich
der Supremumsnorm definieren kénnen. Dann hétten sich die Eigenschaften aus
Satz 3.1.2 sofort ergeben. Sind die Exponenten Aj dieser Reihe (3.3) in einem
rationalen Verhé&ltnis zueinander, so ist diese sogar periodisch.

Da die fastperiodischen Funktionen abgeschlossen sind unter der inneren
Addition, der punktweisen und aiifleren Multiplikation, der komplexen Konju-
gation und vollstdndig beziiglich der Supremumsnorm, liegt es nahe, genauer
zu untersuchen, welche algebraische Struktur vorliegt.

3.2 Die Algebra der fastperiodischen Funktionen

Betrachten wir nun die Struktur von fastperiodischen Funktionen auf R etwas
genauer. Da die Menge der fastperiodischen Funktionen abgeschlossen beziiglich
der Addition, Multiplikation, der Limesbildung beziiglich der Supremumsnorm,
sowie der komplexen Konjugation ist und

2

sup | f(x)f(z)] = sup|f(2)]® = <Sup |f($)|> (3.4)
ze€R zeR zeR

gilt, ist es moglich, sie als C*-Algebra aufzufassen.

Definition 3.2.1. Fine *-Algebra A ist ein C-Vektorraum, auf dem zusdtzlich
ein assoziatives, bilineares inneres Produkt A x A — A und eine Involutions-
operation * : A — A mit folgenden Figenschaften :

(@) = a (3.5)
(Aa + ub)* = Xa* + mb* (3.6)
(ab)* = b'a” (3.7)

fir alle a,b € A und A\, u € C erkldrt ist.

2Siehe z.B. Loomis][8].
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Definition 3.2.2. Ist auf einer *-Algebra A eine Norm mit der Eigenschaft
laa*|| = ||a||? fir alle a € A erklirt und beziiglich dieser vollstindig, so heifst
die Algebra C*-Algebra.

Seien f und g komplexwertige fastperiodische Funktionen auf R, so erkléren
wir eine C*-Algebra durch :

(f+a)(x) = [f(z)+g(x) (3.8)
(af)(@) = af(z) (3.9)
(f9)(z) = [(@)g(x) (3.10)

fra) = fx) (3.11)

mit der Norm

If]| = sup | f()|. (3.12)
rzeR

Aus der Definition folgt, dass || f*f|| = ||f|* ist. Aufgrund der definierten
Multiplikation (3.10) haben wir es mit einer kommutativen C*-Algebra zu tun.
Desweiteren hat die Algebra sogar ein Einselement, da die konstanten Funktio-
nen ebenfalls fastperiodisch sind.

3.2.1 Die Struktur kommutativer C*-Algebren

Auf einer kommutativen C*-Algebra kann man nun die Charaktere w betrach-
ten.

Definition 3.2.3. Sei A eine abelsche C*-Algebra. Ein Charakter w von A
ist eine nichtverschwindende lineare Abbildung w : A — C, A — w(A), welche
die Figenschaft w(AB) = w(A)w(B) fiir alle A, B € A besitzt. Die Menge aller
Charaktere von A heifst das Spektrum o(A) von A.

Die Charaktere bilden eine Teilmenge des Dualraums von A, welchen wir
mit A* bezeichnen. Nun kann man auf A* verschiedene Topologien betrach-
ten. In unserem Fall ist es besonders interessant, zwischen punktweiser und
gleichméfliger Konvergenz auf A* zu unterscheiden.

Definition 3.2.4. Die durch die Umgebungsbasen

Un(w,e) = {w’

WA |lw— || < e} (3.13)

mit der Norm ||w|| = supj =1 |w(A)| erzeugte Topologie auf A* heifit uniforme
oder Normtopologie. Dies ist die Topologie der gleichmdjfigen Konvergenz.

Durch Ay, As,..., A, € A, n € N und ¢ > 0 erkldren wir mit den Umge-
bungsbasen

Uc(w, At ..., Ape) = {w’

W e AW (Ar) — w(Ay)| < e Vi={1,... ,n}}

(3.14)
die schwach*- oder Gelfand-Topologie auf A*. Diese Topologie beschreibt die
punktweise Konvergenz auf A*.



20 Fastperiodische Funktionen

Untersuchen wir nun die topologische Struktur des Spektrums o(A), einer
kommutativen C*-Algebra. Da die Charaktere von A eine Teilmenge des Dual-
raums A* von A sind, konnen wir nun die Relativtopologie auf o(.A) beziiglich
der schwach*- Topologie auf A* betrachten. Es gilt folgender Satz :

Satz 3.2.5 (Gelfand). Sei A eine kommutative C*-Algebra und X die Menge
aller Charaktere zusammen mit der Relativtopologie beziiglich der schwach*-
Topologie auf A*, dann ist X ein lokalkompakter topologischer Hausdorffraum.
X ist genau dann kompakt, wenn A eine Identitit besitzt.

aa € Cy(X) mita € A und a(w) = w(a) definiert einen *-Isomorphismus,
welcher Gelfandtransformation genannt wird.

Beweis. Siehe Bratteli, Robinson [16]. O

Eine kommutative C*-Algebra mit Einselement ist also isomorph zu der
Algebra der stetigen Funktionen auf einer kompakten Menge. Wir erhalten das
Resultat, dass die Algebra der fastperiodischen Funktionen isomorph zu einer
Algebra bestimmten Funktionen auf einer kompakten Menge ist. Durch Satz
3.2.5 sind wir nun in der Lage, Kompaktifizierungen von Mengen und darauf
definierten Funktionen zu konstruieren.

Beispiel 3.2.1. Betrachten wir die C*-Algebra A der stetigen Funktionen
f: R — C, fir die die Grenzwerte lim,_, oo f(x) undlim,_,_ f(x) existieren.
Um die Struktur einer C*-Algebra zu erhalten definieren wir :

(f+9)() = f(z)+g(z) (3.15)
(f9)(z) = f(z)g(z) (3.16)
(@f)(@) = af(z) (3.17)
fi@) = f(z) (3.18)
Iflla == igg\f(x)\ (3.19)

Diese Algebra besitzt eine Identitit, da fi(x) =1 ebenfalls in dieser Klasse von
Funktionen enthalten ist.

Suche wir nun nach den Charakteren auf dieser Algebra. Zundchst haben
wir folgende lineare Abbildungen, welche w(AB) = w(A)w(B) erfillen :

we(f) = f(x) Vz € R. (3.20)

Aber auch
Wiso(f) = xgrfwf(m) und (3.21)
olf) = lm_f() (3.22)

sind Charaktere von A. Diese sind alle Charaktere von A. Die Menge der
Charaktere X ist nach dem Satz von Gelfand kompakt beziiglich der schwach*-
Topologie.

Fiihren wir nun die Indezmenge R = {—oc} UR U {400} ein, so dass
die Charaktere durch w, mit o € R beschrieben werden kénnen. Da es eine
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bijektive Abbildung h zwischen X und R gibt, konnen wir aufﬁ eine Topologie
definieren. Die Urbilder offener Teilmengen Oy von X

Og = h[Ox] (3.23)

fassen wir nun als die offenen Mengen in R auf.

Wir wissen aus Satz 3.2.5, dass die Menge der Charaktere kompakt ist,
also auch R. Desweiteren stellen wir fest, dass R dicht in R liegt. Mit dieser
Methode haben wir eine Kompaktifizierung von R gewonnen.

Beispiel 3.2.2. Definieren wir dhnlich wie im Beispiel 3.2.1 die C*-Algebra
P der stetigen periodischen Funktionen auf R mit Periode P. Als Charaktere
fassen wir die Abbildungen

we(f) :== f(x +nP) x €[0,P),Yn €N (3.24)

auf. Die Finschrinkung auf diese Indexmenge ist nétig, da durch die periodi-
zitdt von f sonst einzelne Charaktere mehrfach gezdhlt wiirden. Auch in die-
sen Beispiel erhalten wir einen kompakten, hausdorffschen topologischen Raum,
ndmlich die Einpunktkompaktifizierung vom Intervall (0, P).

3.2.2 Die Bohrkompaktifizierung von R

Betrachten wir eine C*-Algebra A von Funktionen f : R — C auf der additiven
Gruppe der reellen Zahlen mit Werten in den komplexen Zahlen, so kann man
die Frage stellen, wie das Verhéltnis zwischen R und der Menge der Charaktere

X ist.
R @ X
f A
f
) C

f ist die in Satz 3.2.5 definierte Abbildung X — C, o : R — X wird durch
f(z) = f(a(z)) definiert. Wir wihlen die Gelfandtransformierte f von f also so,
dass die Charaktere w € X, wie in den Beispielen, die Eigenschaft w,(f) = f(z)
haben?.

Wir zeigen nun, dass R in gewisser Weise dicht in & eingebettet werden

kann.
Satz 3.2.6. Das Bild a[R] := {w‘w eX,w=oa(r),z € IR} liegt dicht in X.

Beweis. Die schwach*-Topologie auf X’ iibertrigt man, mittels « auf die Urbil-
der offener Mengen, nach R, so dass « stetig ist. Sei a[R] nicht dicht in X, so
existiert mindestens eine offene Umgebung U auf X', in der kein Element aus
a[R] liegt. Betrachten wir nun fe Co(&X), welche nur in U nicht verschwindet.
Diese nichtverschwindende Abbildung ist nicht die Gelfandtransformierte der
Nullabbildung auf R, ein Widerspruch. U

3Lassen wir hier zunichst offen, welche Eigenschaften wir von den  fordern.
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Fassen wir nun die bisherigen Sétze zusammen, bleibt fiir den folgenden
Satz zu zeigen, dass sich die Gruppenstruktur von R auf ganz X iibertrigt.

Satz 3.2.7. Ist (R,+,0) die topologische Gruppe der reellen Zahlen mit der
Addition, so gibt es eine kompakte Gruppe X und einen stetigen Homomorphis-
mus « auf R in eine dichte Untergruppe von X, so dass eine Funktion f auf R
dann und nur dann fastperiodisch ist, wenn es eine stetige Funktion f auf X

mit f(z) = f(a(z)) gibt.
Beweis. Siehe Loomis [8]. O

Die kompakte Gruppe des vorangegangenen Satzes ist in gewisser Weise
sogar eindeutig, denn es gilt

Satz 3.2.8. Sei G eine topologische Gruppe, dann existiert eine kompakte Grup-
pe 3 und ein stetiger Homomorphismus o : G — 3 mit der folgenden Eigen-
schaft : Fiir jede kompakte Gruppe X' und jeden stetigen Homomorphismus
o : G — X emistiert ein eindeutiger Homomorphismus v : ¥ — ¥/, so dass
o =vyoa ist

Beweis. Der Beweis ist bei Dixmier [9] nachzulesen. O

Die durch Satz 3.2.7 definierte kompakte Gruppe X wird die Bohrkompak-
tifizierung von R genannt.

Die Bohrkompaktifizierung ist eine kompakte Menge, welche a[R] als dichte
Teilmenge enthélt. Weiter wissen wir, dass es eine Funktion f auf X' gibt, fiir
die f(z) = f(a(z)) gilt. Das Integral von f iiber X kann benutzt werden um
ein Intergral von Funktionen f auf R zu definieren. Die Bohrkompaktifizierung
ist allerdings ein abstraktes Objekt, so dass es nicht ohne weiteres moglich ist,
eine solche Integration explizit auszufiihren.

Nun haben wir es, wenn wir die Zeitentwicklung physikalischer Systemen in
Bindungszusténden betrachten, nicht zwangsldufig mit der Menge aller fastpe-
riodischen Funktionen zu tun. Erinnern wir uns an die physikalische Motivation
unserer Untersuchungen und machen uns klar, dass wir bei Betrachtung einer
Zeitentwicklung auf Bindungszustinden in der Regel endliche Linearkombina-
tionen trigonometrischer Monome betrachten.* Wir brauchen uns also nicht auf
alle fastperiodischen Funktionen zu konzentrieren, es reicht aus, nur bestimmte
Teilmengen der Algebra aller fastperiodischen Funktionen zu beriicksichtigen.
Betrachten wir einen Hamiltionoperator, welcher ein diskretes Spektrum be-
sitzt. Die Zeitentwicklung eines Zustandes ¢ dieses Systems wird dann durch
Terme der Form ae™ " En—En)t gogeben, wobei E, und E, aus dem Energie-
spektrum sind.

Fahren wir nun fort, indem wir die C*-Algebren betrachten, welche durch
endlich viele Ausdriicke Ty = €”*™* erzeugt werden. Um die Struktur einer
Algebra zu erhalten, miissen wir sicherstellen, dass Linearkombinationen der Ty,
sowie innere Produkte wieder in unserer zu konstruierenden Menge enthalten

‘Bindungszustinde sind im allgemeinen keine endlichen Superpositionen stationérer
Zusténde. Gehen wir aber davon aus, dass sich Bindungszustinde gut durch eine endliche
Anzahl stationérer Zustiande approximieren lassen.
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sind. Es ist also nétig, bei gegebenen T); auch Tx~ ), und T,y n € N mit
einzubeziehen. Um auch noch zu erreichen, dass mit 7T auch sein komplex
konjugiertes T in unserer “Algebra” liegen, nehmen wir noch T_y mit hinzu.

Definition 3.2.9. Sei ' = {\1,...,An} C R, so nennen wir f: R — C mit

flz)= Z e 2ok 2iRAGKT (3.25)
J
aj; € C, zj, € Z und \j, € I eine I'-fastperiodische Funktion.

Die I'-fastperiodischen Funktionen sind abgeschlossen unter der punktweisen
Addition und Multiplikation sowie der &usseren Multiplikation. Erkléren wir
nun mit der komplexen Konjugation noch eine Involution, so folgt :

Der Abschluss der Menge aller I'-fastperiodischen Funktionen auf R beziiglich
der Supremumsnorm, ist eine kommutative C*-Algebra mit Einselement, welche
wir mit Ar bezeichnen wollen.

Es ist zu beachten, dass Ar nicht zwangslaufig von Ap verschieden ist,
auch wenn I" # I". So ist z.B. Aqy = Af12y, da mit 1 jeweils auch 2 -1 als
Exponent in Gleichung (3.25) vorhanden ist. Es gilt jedoch z.B. nicht, dass
die fastperiodischen Funktionenalgebren Ay} und Ay gleich sind, da 1 # 2z
mit z € Z. Sind aber die \; € T' durch Z-Linearkombinationen von \, € I
darstellbar, so gilt fiir die entsprechenden Algebren Ap C Arpr.

Nun koénnen Z-lineare Abhéngigkeiten auch innerhalb von I' vorliegen. Ist
also ein \; als Linearkombination der anderen A; als A\; = ), 4 zi A\, darstell-
bar, so konnen wir auf dieses Element in I' verzichten und erhalten dennoch die
gleiche Algebra. Die minimale Anzahl der A € I', welche wir zur Charakteri-
sierung einer Algabra I'-fastperiodischer Funktionen benstigen, nennen wir den
Grad von I'. Betrachten wir z.B. eine Algebra I'-fastperiodischer Funktionen
mit I' = {1,v/2,2}. Da sich die 2 als Z-Linearkombination von {1, 2} dar-
stellen lisst, wihrend /2 Z-unabhiingig von 1 und 2 ist, ergibt sich der Grad
dieser Algebra Ar zu zwei.

Sind alle A € I' unabhéngig iiber @, so ist der Grad von I' gleich der
Maichtigkeit von T'. In solch einer Situation ist es nicht moglich auf eine der
“Frequenzen” zu verzichten. Gehen wir nun davon aus, dass die Differenzen der
Energieeigenwerte unseres gebundenen Systems rational unabhéngig sind. Da
zur Bestimmung der Eigenwerte in der Regel tranzendente Gleichungen zu 16sen
sind, sollte diese Annahme im Allgemeinen gerechtfertigt sein. Alternativ stellen
wir uns vor, dass eine kleine Stérung eines Quantensystems ausreichen wiirde
rationale Abhéngigkeiten zu zerstoren. Die Energieeigenwerte eines gestorten
Hamiltonoperators sollten ja stetig von der “Stérke” der Stérung abhéngen.

Ist I' = R, so ist Ar die Algebra aller fastperiodischen Funktionen. Arp
ist demnach immer in AR enthalten. Wenden wir nun Satz 3.2.5 auf Ar an,
so erhalten wir, analog zur Bohrkompaktifizierung, eine kompakte Gruppe AT,
welche wir als I'-fastperiodische Kompaktifizierung oder fastperiodische Kom-
paktifizierung von R bezeichnen.

Fiir eine I'-fastperiodische Funktionen, mit @ unabhéngigen I', wird sich
zeigen, dass wir als kompakte Gruppen X den N-Torus (S')V erhalten, wobei
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N der Grad von I ist. Die Gruppenstruktur von (R, +, 0) iibertrégt sich mittels
R >z (M7 {1,2,...,N}) € (SHY beziiglich der komponentenweisen
Multiplikation auf den Torus.

Wir verfiigen nun iiber die Werkzeuge, die wir bendtigen, dem Integral in
(2.68) eine Sinn zu geben. Machen wir uns nun daran, die Kompaktifizierung
explizit zu konstruieren.
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3.3 Konstruktion einer fastperiodischen Kompakti-
fizierung von R

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir gesehen, dass man eine Kompaktifi-
zierung der reellen Zahlen finden kann. Genauer gesagt, sind wir in der Lage,
einer fastperiodischen Funktion f eine kompakte Menge zuzuordnen, welche das
homomorphe Bild von R als dichte Teilmenge enth&lt. Auf diesem Kompaktum
existiert eine Funktion f , welche ausgewertet auf dem Bild von R die gleichen
Werte liefert wie f. Haben wir diese kompakte Menge gefunden, sind wir in der
Lage, Integralen iiber beliebige fastperiodische Funktionen einen Sinn zu geben.

Versuchen wir nun eine kompakte Menge mit den nétigen Eigenschaften fiir
Funktionen der Form

N
fl@)=>" ane™” (3.26)
n=0

zu konstruieren. Dabei gehen wir dhnlich vor wie in den Beispielen des vor-
angegangenen Abschnitts. Wir bestimmen das Spektrum einer C*-Algebra von
Funktionen, welches kompakt ist. Die ursprungliche Funktionenalgebra ist dann
isomorph zu Funktionen auf diesem Kompaktum. Bestimmen wir erst einmal
die hier relevante Funktionenalgebra.

Wir haben es hier mit einer Uberlagerung verschiedener periodischer Funk-
tionen zu tun. Haben die Frequenzen zweier periodischer Funktionen A; und
Ao ein rationales Verhéltnis zueinander, so ist die Summe dieser Funktionen
wieder periodisch. Ein fastperiodisches aber nicht periodisches Verhalten ergibt
sich also nur, wenn in der Summe (3.26) mindestens zwei rational unabhéngige
Frequenzterme vorkommen.

Sind die Frequenzen {1, ..., Axy} = I' der Zeitenwicklung eines quantenme-
chanischen Systems z.B. aus Spektroskopie oder einer Fourieranalyse bekannt,
so konnen wir eine I'-fastperiodische Funktion f studieren. Aus den Betrachtun-
gen des vorangegangenen Abschnitts wissen wir, dass wir den Definitionsbereich
dieser Funktion f dicht in ein Kompaktum X einbetten kénnen und eine Fort-
setzung f von ao f auf Ar finden kénnen. Um dies konkret zu bewerkstelligen,

bilden wir z € R auf \

=—x

27
ab. Fassen wir die z,, als unabhéngige Variable auf, so ergibt sich aus (3.26)
somit

Tn

(3.27)

N
flz1,...,zN) = Z an e, (3.28)
n=0

Diese Funktion ]7 ist, wegen der Periodizitdt der komplexen Exponentialfunk-
tion, auf RY/ZN =: TV mit Werten in C definiert. Nun stellt sich die Frage,
ob das Bild des Definitionsbereiches von f tatséchlich dicht in dem von fliegt.
Ist die Menge B(x) := (z1,...,2N8) = 5=(A1,...,An) mod 1,z € R, auf der
f mit f iibereinstimmt, also dicht in T¥. Im allgemeinen ist dies sicher nicht
der Fall. Da wir uns aber auf rational unabhéngige I' beschréankt haben, ist der
Grad von I' gleich N. Es sind also keine Frequenzen A € I' vorhanden, welche
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durch Z-Linearkombinationen der anderen dargestellt werden kénnen. Solche
Abhéngigkeiten wiirden es sicher unméglich machen den Torus dicht mit dem
Bild von R unter £ auszufiillen.

Wir betrachten nun die C*-Algebra Ar, welche von T' erzeugt wird. Die
betrachteten I'-fastperiodischen Funktionen kénnen als Frequenzen alle ganz-
zahliren Linearkombinationen aus I' enthalten. Beziiglich unserer Untersuchun-
gen von Bindungszustinden entspricht dies der Tatsache, dass die “Ubergiinge”
zwischen benachbarten Energieniveaus einen Beitrag zur Dimension des Torus
liefern, die zusammengesetzten aus mehreren Spriingen jedoch nicht.

Als Charaktere ziehen wir nun

wz(f) = f(Z) mit Z € RNz’ (3.29)

in Betracht. Die so definierten Abbildungen sind linear und erfiillen die Pro-
dukteigenschaft w(fg) = w(f)w(g), so dass wir hier von Charakteren sprechen
konnen. Um zu iiberpriifen, ob wir alle Charaktere gefunden haben, miissen
wir zeigen, dass diese Menge kompakt beziiglich der schwach*-Topologie ist
und B[R], in dieser dicht liegt. Die Menge R” /Z" ist isomorph zu (S')" und
somit ein kartesisches Produkt kompakter Rdume, also ebenfalls kompakt (Ty-
chonoffs Theorem).

Satz 3.3.1 (Tychonoff). Sei {Ay}acicN eine Fammilie kompakter Rdume.
Dann ist

11 A« (3.30)

acl

kompakt in der Produkttopologie.

Beweis. Reed und Simon beweisen diesen Satz [6]. O
Die Abbildung 8 : R — RY /ZY = T¥ erzeugt den Orbit
TN = N|=
Or = {x eT ‘CE = fB(x),z € ]R}. (3.31)

- {feTN(f:(Al,...,AN)zi mod 1,z R} (3.32)
s

Es bleibt zu zeigen, dass dieser dicht in T¥ liegt. Um dies zu bewerkstelligen,
greifen wir auf Sdtze der Zahlentheorie zuriick.

Satz 3.3.2 (Kroneckers Theorem). Sind A1, ..., \, n Q-linear unabhingige
reelle Zahlen, ¢1, ..., ¢n n beliebige reelle Zahlen und e > 0, dann gibt es n ganze
Zahlen hy, ..., h, und eint € R, so dass

|)\it—¢i—hi|<5 ViEI:{l,...,’I’L} (3.33)
gilt.

Beweis. Zu diesem Satz gibt es eine Reihe von Beweisen, ich mochte hier auf
Bohr und Jessen[19] oder Hardy und Wright [17] verweisen. O
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Abbildung 3.1: Orbit OgQ von R auf den 2-Torus

Lassen wir ¢ beliebig klein werden so folgt, dass es ein ¢ € R mit
TNt 1 Viel (3.34)

gibt. Daraus folgt
G2t o i2Ti (3.35)

Es gibt also fiir jede beliebige Phase ein ¢ € R, so dass \; ausreicht, diese
beliebig genau darzustellen. Tatséchlich gilt sogar der stérkere Satz [21][18]

Satz 3.3.3 (Bohr, Sierpinski, Weyl). Sind A1, ..., A\, Q-linear unabhingige
reelle Zahlen, dann konvergiert

lim  p(I,X)=p"" (X), (3.36)

pl(I)—o0

gleichmdfig in I, mit X C T™ messbar, Lebesque Mafi p® auf R, normierten
Haar-Mass pT" auf T" und

pR{te I CcR| Xt e X})
PR (1)

Oder nach einer anschaulichen Formulierung von Weyl :

Bewegt sich in TN ein Punkt mit konstanter Geschwindigkeit auf gerader Linie,
so betrdigt seine relative Verweilzeit in einem beliebigen Raumstiick so viel, als
das Volumen des Raumstiickes angibt. Vorausgesetzt ist dabei, dass zwischen
den Geschwindigkeitskomponenten keine homogene ganzzahlige lineare Relation
besteht.

p(I,X) = mit (A,...,An) =X (3.37)

Beweis. Ein Beweis dieses Satzes wurde von Weyl [18] gegeben. O

Integrale fastperiodischer Funktionen f etsprechen in diesen Sinne also de-
nen von f iiber TV,
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3.3.1 Die Topologie auf R und seiner fastperiodischen Kompak-
tifizierung T"

Bevor wir nun konkret damit beginnen, Zeit-Observable auf Bindungszusténden
zu untersuchen, werfen wir noch einen Blick auf die schwach*-Topologie. Diese

wird von A* nach X’ vererbt und dann mit Hilfe von a~! auf R iibertragen.
o

(" R

Das h definieren wir hier wie im Beispiel 3.2.1 als bijektive Abbildung, durch
die wir eine Topologie auf T™ definieren. o und 5 spielen die gleiche Rolle wie
im Satz 3.2.7 und dem vorangegangenen Abschnitt 3.3.

Wie sehen nun die Umgebungsbasen, z.B. um 0, auf T” und in R aus?
Die Umgebungen der schwach*-Topologie auf X’ sind in Gl. (3.14) definiert. Es
ergibt sich

h(o, fihe)) = h[{we x|l —wf) <eviel)]
= h [{Wf € X‘|wf(fz) —wo(fi)] <e,Vie I}]
h wa € X‘]fl(wf) — filwo)| < &,Vie [}]

= {rem|f@ - fo) <= wier)

3.38

(3.38)
(3.39)
(3.40)
(3.41)

Aufgrund der Stetigkeit von fsind diese Umgebungen auf dem Torus identisch

L/ SRVARN
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/ / / :

, / / :

, / / :
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/ / /
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T

Abbildung 3.2: Umgebung um die 0 auf dem 2-Torus T?

mit denen beziiglich der euklidischen Topologie auf R"™/7Z"™.
Folgen wir der anschaulichen Formulierung vom Satz 3.3.3, so ergibt sich
folgendes Bild fiir die entsprechende Topologie auf R. Die Umgebungen in
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R, der Zeitgeraden, sind genau die Zeiten, zu denen sich das mit konstan-
ter Geschwindigkeit bewegende Teilchen, aus dem Satz von Weyl, im Gebiet
hiU(wo, fi,e)] C T™ aufhélt. Die Topologie auf R definieren wir durch die Um-
gebungsbasen

Us(o, fire) = {z € R|IFi(B@) - o) <evVie T}  (342)

Betrachten wir die Umgebungsbasen in R genauer, so erhalten wir eine Verei-
nigung unendlich vieler offener Intervalle. Dies sind genau die Zeiten, in denen
sich das Teilchen in der “N#he” von xg aufhilt. Aufgrund der Fastperiodizitit
kommt dieses beliebig oft vor.

Da wir jedoch im allgemeinen keine periodischen Funktionen betrachten, ist
es nicht maoglich, die genaue Lage dieser Intervalle auszudriicken®. Wichtig ist,
dass die offenen Mengen eine Vereinigung unendlich vieler euklidisch offener
Intervalle sind, so dass es nicht mehr abwegig erscheint, sich die reellen Zahlen
beziiglich dieser Topologie als kompakt vorzustellen. Dieser Vorteil bringt es
jedoch mit sich, dass wir sehr genau iiberlegen miissen, wie wir uns eine Inte-
gration iiber diesen topologischen Raum R und seine Teilmengen vorzustellen
und auszufiithren haben.

SEin dhnliches Verfahren wird in der Informatik sogar zur Erzeugung von Zufallszahlen
verwendet[20].



30

Fastperiodische Funktionen




Kapitel 4

Beispiele fiir gebundene
Systeme mit Zeitobservable

Mit den nun zur Verfiigung stehenden Riistzeug werden wir uns daran machen,
einige Systeme genauer zu studieren.

4.1 Der harmonische Oszillator

Als einfaches Beispiel fiir ein System mit Bindungszustdnden betrachten wir
nun den eindimensionalen harmonischen Oszillator. Als Figenzust ande des Ha-
miltonoperators

w
H:_§W+§x2 (4.1)
ergeben sich die Funktionen
1,2 dn 2
on(z) = Npy(—1)"e2Y dy_ne*y , y = wr (4.2)

mit einem Normierungsfaktor N, der [ |o(x)|?dx = 1 sicherstellt, besitzt die
Eigenwerte

1
E, = w(n + 5) n € Np. (4.3)

Dieses System enthiilt nur ganzzahlig abhéingige Werte fiir die Energie. Es kom-
men demnach keine irrationalen Bezieungen zwischen den Frequenzen vor. Die
Theorie des vorangegangenen Abschnittes kann dennoch angewendet werden,
da die Zeitentwicklung nur von einem Element w generiert wird. Wir haben hier
eine Algebra fastperiodischer Funktionen Ay, vorliegen. Da in jedem beliebi-
gen Bindungszustand ¢ also nur eine unabhéngige Frequenz vorliegt, erhalten
wir als Kompaktifizierung von R hier die S*.!

Wegen der “echten” Periodizitit dieser Zeitentwicklung, wird hier nicht ganz R, sondern
nur das Intervall (0,27) in die S* eingebettet.
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Abbildung 4.1: (¢, Ap) gegen die Zeit ¢ und den Ort a aufgetragen.

Die Zusténde in diesen System sind von der Form ¢ = >, appy. Definieren
wir die Gesamtdauer eines Ereignisses als das Integral

By = /S dta(4) (4.4)

iiber die S und nicht iiber R. Integrieren wir also iiber Teilintervalle des Krei-
sen, so erhalten wir fiir Gleichung (2.68)

(0, P(I)g) = (¢, B2 B(I)B~ ') (4.5)

mit I C St
Zur Auswertung von Gl.(4.5) berechnen wir also

N
(go,Bgo):/ <A>pdt = / > lanl*(n, Agn) +
St St

n=0
N
+2>
n=1

=

—n

At /4 (Ot s APy ) cos(nwt) | dt (4.6)
0

n/

1 21 N )
= [ X lanPlon ) +
0 n=0
N N-n
—i—QZ Z Ut Ut 4 (Ot s Ay ) cos(nt) | dt (4.7)
n=1n/=0

2 N
= o Z ‘GN‘Q((PMASOTL)- (4.8)
n=0
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Die normierten Eigenzustdnde des Hamiltonoperators sind also auch Eigen-
zustéinde von B. Aus diesem Ausdruck lassen sich nun die Eigenwerte von B
ablesen, sie ergeben sich zu

2

BSDn = ;(Spn,ASDn)SDn- (4.9)

Nun kénnen wir die Normierung des Mafles vornehmen. Fiir I C (0,27)
ergibt sich

N
1 B )
(0, P(I)p) = ;/I<Z|an|2(90m3 V2AB™ ) +
n=0

N N—-n
+2> ) Gan +n(%/,3—1/2,43—1/2%/+n)cos(n£)> di  (4.10)

n=1n/=0

Pn Pn

N
1 R
= — [dt lan|? A +
2m Ji (,;0 <\/(s0n,A<pn) \/(son,Atpn)>
N N-—n
_ Pn! Pntn/ h
+2 Uy Aty A cos(nt)>4.11)
Z Z i (\/(@n’,A@n’) \/(Spn’-l-mAQDn’—i—n))

n=1n/=0

1 N
= — [di 2
(g

SES (Ou's Apusn)
+2 [T no PR R cos(nf) |. (4.12)
nz:l nfz:o \/(gpn/, ASDn/ ) (SDn/-i-n, A@n’—i—n)

Dieses Maf} auf dem Intervall (0, 27) beschreibt die Wahrscheinlichkeit des Ein-
tretens von Ereignis A im Zeitintervall /. Durch die Einschrénkung auf (0, 27)
koénnen wir diese Information nur modulo einer Periode gewinnen, was aller-
dings nicht {iberraschend ist, da der harmonische Oszillator eine vollstéandig
periodische Zeitentwicklung hat.

Betrachten wir als Operator A jetzt beispielsweise den Projektor auf das
Raumintervall (a,a + €).

) 1 [ (&
/Idtp = (o, P(I)y) =§/ldt<nzo!an!2+

N N-n ate 3 — 3 ?
d n' n’+n 3 t
+2> Y Gt Jo_dvon (@)oo (x) cos(n) ) (4.13)
= ate g 2 [ote g 2
n=1n/=0 \/fa ylon (v)] fa z|en 10 ()]

(¢, P(I)p) ergibt sich mit folgender Nahrung fiir kleine &

ate
(. Ap) = / 1 p(@)p(x) ~ £lp(a) (4.14)
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zu

N
1.
P(I = — > 2
(0, P(I)p) o Idt<n0mn\-+

N N-n
—1—22 Z Tt Q! +n o (a )fnur"(a) - cos(nwf)) (4.15)
n=1n'=0 ’“Pn( )P pn+n(a)|
1 N
= — [dt nl?
s foi e

N—n

N
+2 Z Z @y Ay 4 S1EN (P (@) P (@) COS(an)) . (4.16)
n=1n/=0

Im Zustand ¢ = % (o + ¢1) mit w = 1 erhalten wir

(e P9 = i ((msfoo ’A¢e|sf§<a>|2>+
! <¢e|§f<a>|2”4¢e|§f<a>|2> ’
- (¢e|§§<a>|2’A¢e|jf<a>|2> t) 1
:__/ﬁG+WOﬁQ&W%Q (4.18)

-~ o7 dt (1 + sign(po(a)e1(a)) cost) . (4.19)

Wir haben nun also ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf der kompaktifizierten Zeit
dieses Quantensystems gefunden. Dieses Mafl weist zum einen die Besonderheit
auf, dass es stiickweise nicht von a, dem Ort unseres “Detektors”, abhéngt. Eine
andere Auffilligkeit ist die Unstetigkeit der Verteilung bei den Nullstellen von
¢n(a), diese sind aber nur ein Artefakt unserer N&hrung (4.14) e, die Breite
unseres “Detektors”, beliebig klein zu machen. Eine Auswertung mit endlichen
Werten fiir e fithrt zu einer “Auswischung” der Verteilung um die Nullstellen
der einzelnen Energiecigenfunktionen ¢, (z).

Wie ist nun die stiickweise Unabhéngigkeit der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung von a zu verstehen? Durch unsere Normierung des Mafles haben wir die
Information dariiber aufgegeben, wie wahrscheinlich unser Ereignis wirklich ist.
Uns interessiert hier nicht wie wahrscheinlich das Ereignis generell ist, sondern
nur, wann der wahrscheinlichste Zeitpunkt dafiir ist. Dieses Maf} ist in unserer
Niahrung zwischen den Nullstellen der ¢,,(a) konstant. Betrachten wir Zusténde,
welche aus mehr als zwei stationdren Wellenfunktionen kombiniert sind, so wird
sich eine immer feinere Treppenfunktion ergeben. Ist in einem System die Aus-
dehnung des “Detektors” in der gleichen Grofienordnung wie die Absténde der
Nullstellen, so ist dieses stiickweise konstante Verhalten der Wahrscheinlich-
keitsverteilung sicher nicht beobachtbar.
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Abbildung 4.2: Das Wahrscheinlichkeitsmafl auf (0,27) bei (a) € — 0 und (b)
e=1
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4.2 Der Potentialkasten

Das eindimensionale System, welches durch den Hamiltonoperator

1 92
H= o 922 + V(x) (4.20)
mit
00 ,x <0
V(z):=Q —Ey ,0<zxz<a (4.21)
0 , x> a

definiert wird, werden wir nun genauer auf Bindungszustéinde untersuchen.
Mit den Randbedingungen ¢(0) = 0, lim._ ¢(a —¢) = limg,_ ¢(a+¢) und
lime 0 ¢'(a — &) =lime0 ¢'(a + €) ergeben sich die Losungen der Schrodinger-

gleichung mit k = \/2m(E + Eg) und k = \/2m|E| zu

N cos(kz + ¢0) 0,z<a
(p(x) - ka . o —kx (422)
NeP cos(ka + ¢o)e x> a.

Die Werte fiir k und & ergeben sich aus der tranzendenten Gleichung

tan(y/2m(E + Eg)a + o) = 4/ %. (4.23)

Fiir die Parameter Ey = 1,a = 6,9 = /2 und m = 1 gibt es in diesem System

Abbildung 4.3: Bestimmung der Losungen von Gl. (4.23), durch Auftragen der
beiden Funktionen gegen die Energie E.

drei Energieeigenzustéinde Hy, = FE,p, mit den irrationalen Energiewerten
E; = -0.07969..., £y = —0.56948 ... und E3 = —0.89074. ...
Betrachten wir nun den Bindungszustand

6@) = = (21(0) +2(0) +01(0)). (121)
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on ()

Abbildung 4.4: Die Losungen der Schrodingergleichung H oy, (z) = En,pn(x) fur
die drei stationéren Zustédnde in diesem System.

so dass sich ein zeitabhéngiger Zustand

P(z,t) = - (301(33)(3@” + o (z)e ™ 4 303(33)€iE3t) (4.25)

V3
ergibt. Da wir nun die Zeitentwicklung kennen, kénnen wir wie in Abschnitt
2.2.3 eine Zeitobservable konstruieren. Untersuchen wir hierzu beispielswei-
se die Aufentaltswahrscheinlichkeit in einem kleinen Raumintervall um den
Punkt zg als Funktion der Zeit. A7 sei hier ein Projektor auf das Intervall

(xo —8/2,560 —|—€/2)

<A >, = <¢(m,t),A§0¢(x,t)> (4.26)
_ /mOJre\(b(x,t)\de (4.27)
~ eld(xo,b)? (4.28)

2
+ Z ©n(z0)@nt1(x0) cos ((En+1 — En)t> +

n=1

+p1(20)p3(z0) cos <(E3 - E1)t>> (4.29)

Um nun eine Zeit-Observable, welche die Wahrscheinlichkeit des Auftretens
des Teilchens bei xy misst, zu konstruieren, miissen wir ein Wahrscheinlich-
keitsmaf auf R erzeugen. Wir haben Gl. (4.29) somit iiber die gesamte Zeit
zu integrieren, um so der Normierung, auf Ebene der Operatoren, einen Sinn

zu geben. Die so gewonnene Wahrscheinlichkeitsdichte p® gestattet es uns, ein
Wahrscheinlichkeitsmaf§ Py(I) = [, p®dt zu berechnen.
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NN
wﬁyﬁs%,
%, W

0

Abbildung 4.5: < P, >; als Funktion von z¢ und t.

Nun sind wir an einer Stelle angekommen, an der es nétig wird, auf die
Erkenntnisse der vorangegangenen Abschnitte zuriickzugreifen. Gehen wir nun
davon aus, dass es keine rationalen Relationen zwischen den Energieeigenwer-
ten FE, gibt. Diese Werte sind Losungen einer tranzendenten Gleichung, so
dass nicht von rationalen Abhéngigkeiten zwischen den Energieeigenwerten und
ihrer Differenzen AE; = (E;+1 — E;) auszugehen ist. Wir haben in diesen Sy-
stem eine Uberlagerung von Schwingungen mit zwei rational unabhéngigen und
einer abhéngigen Frequenz vorliegen. Der Grad der fastperiodischen Algebra
A{AE AEy, AE +AE,) ISt also zwei. Die bendtigte Kompaktifizierung von R ist
also der 2-Torus T2. Uber diesen werden wir nun die Integrationen durchfiihren.

Fiir kleine € berechnen wir nun

1 o € 27 2 3 )
m/@ﬂﬂ%i)\ dt = m/o dt1/0 dtz(y;’@n(xo)\ +
9

+2 Z (Pn(xo)@n+1 (l'o) Cos(tn) 4

n=1
+¢ﬂx@@jxw2aﬁﬁg+tﬁ> (4.30)
4nle 5
= M;Wn(%ﬂz (4.31)
= (¢, Bo) (4.32)

mit tl' = (EiJrl — El)t und AEZ = (EiJrl — El)
Wir haben jetzt die Gesamtdauer des Effektes (¢, B¢) berechnet. Aus dieser
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konnen wir die Eigenwerte des Operators B bestimmen. Sie ergeben sich zu

43¢

B(Pn = TnSOn =

Nun kénnen wir unser Wahrscheinlichkeitsma8 B~1/2B(I)B~/? berechnen, es
folgt

(6,B-2B()B9) = (B¢, B(I)B~"/29) (4.34)

e ’ 7 len(@o)?
_ Z / ¥nlTo +
3AE1 AEQ ICT2 Tn

@n(0)pni1(0) cos(tn)
*22/ T

~ 01(z0)p3(0) cos(ty + to)
/1 df’ T ) (4.35)

3
1 -
- 1%2(2/@”

©n(20)Pnt1(20) cos(t,)
+2 /dt +
Z lon(z0)|lens1(zo)]

/dt 01 xo)gpg(x ) cos(t; +t2)> (4.36)

|p1(z0)l[ s (o)
1
e

2 (Zs1gn ©n(20)ent1(x0)) cos(ty) +

n=1

+sign(p1(z)ps(xo)) cos(ty + t2)> ) (4.37)

_. / o0 di. (4.38)
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Abbildung 4.6: Die Wahrscheinlichkeitsdichte pff auf dem Torus T2,

Resubstituieren wir ¢; — AFE;t, so erhalten wir einen Ausdruck, welcher auf
R definiert ist. Dieses sollte der gemessenen Wahrscheinlichkeitsverteilung in
der Zeit entsprechen. Auch hier ist beobachtbar, dass diese Verteilung stiick-
weise vom Ort unabhingig ist. Es handelt sich bei diesen Phdnomen um eine
direkte Folge unserer Normierungsvorschrift, es sollte also allgemein bei Bin-
dungszustinden auftreten.

Zunichst haben wir also ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf T? konstruiert,
welches nun Objekt unseres néiheren Studiums sein wird.

Interessieren wir uns z.B. fiir den Ort, an dem sich das Teilchen im Zeitmittel
am liebsten aufhilt, so sind wir nur an

3

o, 1 [ Elp(xo, )P o dmPe 2
/]Re|¢(x0,t)| dt = /T AB AL, = AR AR, ;|gpn(x0)| (4.39)

interessiert. Die Losung dieses Problems reduziert sich also auf die Frage, wo
der Ausdruck Zi:l |on (20)]? sein Maximum hat.

Hier erhalten wir also das Resultat, dass die Beitrége der fastperiodischen
Oszillationen tiber die Zeit “herausgemittelt” werden.
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Abbildung 4.7: Die Wahrscheinlichkeitsdichte pﬁo ausgewertet auf dem Orbit
O = {t = {t1,12} € T% t; = AE;t,t € R} bei (a) ¢ — 0 und (b) £ = 1.
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Zo

2 4 6 8 10

Abbildung 4.8: Der iiber die gesamte Zeit integrierte Ausdruck Zi:l lon (z0)]?.
Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen am Ort ¢ zu finden.



Kapitel 5

Zeitobservable auf
Bindungszustinden

5.1 Definition

Nachdem wir uns nun mit dem nétigen Riistzeug vertraut gemacht haben,
konnen wir nun eine Zeit-Observable auf Bindungszusténden einfiihren. Wir ha-
ben also den in Abschnitt 2.2.1 vorgestellten Formalismus zu verallgemeinern.
Im Falle von Bindungszustéinden haben wir gesehen, dass es keinen Sinn macht,
die Normierung des positiv operatorwertigen Mafles B(I) = [, dtay(A), I C R
anzugeben. Wir haben nun den Ansatz verfolgt, einen Zeitpunkt nicht mehr
durch ein Element der reellen Zahlen IR zu charakterisieren, welche in der
gewohnlichen Topologie nicht kompakt sind, sondern durch einen Punkt auf
einer kompakten Gruppe. Lisst sich R dicht in diese kompakte Gruppe einbet-
ten, so kénnen wir der Normierung des positiv operatorwertigen Mafles B([)
einen Sinn geben.

Da die Zeitentwicklung auf Bindungszusténden fastperiodisch ist, liegt es
nahe, die Bohrkompaktifizierung von R zur Definition eines Normierungsin-
tegrals heranzuziehen. In physikalisch interessanten Systemen wird allgemein
jedoch nicht die volle Bohrkompaktifizierung benétigt. Betrachten wir Bin-
dungszustidnde, welche sich bereits als endliche Linearkombination station &rer
Zusténde darstellen lassen, was als gute Approximation allgemein moglich sein
sollte, so ist die relevante kompakte Gruppe ein Teil der Bohrkompaktifizierung.
Sind alle Differenzen benachbarter Energieniveaus® E,, 1 — F,, unabhingig iiber
@, so erhalten wir als Kompaktifizierung einen Torus von der Dimension N,
welche der Anzahl der Energieniveaus minus Eins entspricht. Eine Integration
iiber einen solchen Torus ist einfach auszufiihren, so dass wir uns im folgenden
auf Quantensysteme mit rational unabhéngigen Energiedifferenzen beschranken
wollen.

Sind die Energieeigenwerte entartet, wird sich an diesem Verhalten nichts
dndern. Die Zeitentwicklung des gebundenen Systems ist weiterhin von der Ge-
stalt 3" a, et und auch die Anzahl der trigonometrischen Monome bleibt un-

Unter Energieniveau verstehen wir hier die Menge der, moglicherweise entarteten, Ener-
gieeigenwerte der stationdren Zusténde, aus denen unser Zustand kombiniert wurde.
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abhéngig von der Entartung. Lediglich die Koeffizienten «,, in einem solchen
trigonometrischen Polynom sind wirklich von der Entartung abhéngig.

Mit Kenntnis einer kompaktifizierten Zeit sind wir in der Lage, eine Zeit-
Observable auf Bindungszustdnden zu definieren. Beginnen wir wieder bei einem
positiven beschrankten Operator A, welcher das Eintreten eines Ereignisses zum
Zeitpunkt ¢ = 0 misst. Von A ausgehend betrachten wir das Mafl

B(I) = /I oy iy (A)dE (5.1)

auf TN > I. Mit einer Abbildung 3 : R — T, welche zwischen der Zeit als
reelle Zahl und der Zeit auf der Kompaktifizierung vermittelt.

s 91 T o

Ey—F, E;—E E —F
mw:<2 Ly, =2 th-JiL—ﬁQmm¢ (5.2)
Diesen Operator normieren wir nun mit Hilfe von

B:Aw%ﬂﬂwﬁ (5.3)

Da die Integration in der Definition von B iiber ein Kompaktum ausgefiihrt
wird, ist die Konvergenz sichergestellt. Wir setzen fiir I ¢ TV

P(I)=B~'\?B(I)B~'/2 (5.4)

Dieses positiv operatorwertige Maf} ist also auf dem N-Torus definiert. Eine
alternative Art, unser Vorgehen zu verstehen, liegt darin, sich eine Abanderung
der Messbarkeitsstruktur vorzustellen. Wir betrachten als Topologie, aus der
wir unsere Borelmengen gewinnen, nicht die offenen Intervalle auf R, sondern
die offenen Mengen, welche wir erhalten, wenn wir die topologische Struktur
von TV nach R iibertragen. Aus einer offenen Menge auf TV beziiglich der
euklidischen Topologie wird auf R eine unendliche Vereinigung offener Intervale,
welche wir nun als die offenen Mengen ansehen. Beziiglich dieser Topologie ist
R kompakt, die Definition in 2.2.1 fiihrt also zu keinen Problemen. Wir haben
also die Definition der Zeitobservable dahingehen verallgemeinert, dass wir eine
dem Problem angepasste Topologie und Messbarkeitsstruktur verwenden.

Eine derartige Beschreibung der Zeit als Torus erscheint gegeniiber einer
als Gerade etwas unnatiirlich. Fithren wir uns jedoch vor Augen, dass Zeiten
im allgemeinen dadurch gemessen werden, sie mit periodischen Vorgéngen, den
“Uhren”, zu vergleichen. Wir zdhlen einfach die Perioden dieser Referenzsy-
steme. Um nicht zu grofle Zahlen zu erhalten, kénnen wir mehr als eine Uhr
verwenden, um einen Zeitpunkt festzulegen. Verwenden wir als Uhren z.B. die
Rotation der Erde um die eigene Achse und zusétzlich noch die des Mondes
um die Erde, so kann man Daten recht kompakt durch Angabe von Tagen und
Monaten angeben. Eine Parametrisierung der Zeit durch mehrdimensionale Ob-
jekte ist also nicht so ungewohnlich wie es zunéchst erscheint.
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5.2 Anwendung

Wenden wir diesen Formalismus auf eine allgemeine Uberlagerung von stati-
ondren Zustdnden, mit irrationalen Differenzen der Energieeigenwerte,

N
t) = Zangon(x)e_’E"t (5.5)
k=0
mit Hey,, = Enp, und Zév:o lan|? = 1 an. Berechnen wir das Wahrscheinlich-

keitsmaf (p, P4o(I)p) zum Effekt A. In allgemeiner Form erhalten wir, ganz
analog zu den Ergebnissen aus Kapitel 4,

y 1 il
(¢, Pa(l)yp) = W/l o dt(Z |an|*+ (5.6)
- n=0

N—n

N
(Qpn’aASDnUrn) _ —i(E —E, )t
” Y —
2 2 T A o A

N
_ _(2;)N /jCTN df(Z lan >+ (5.7)

n=0

N—n

N

(Qpn’aASDn’-i—n) S s E _E t

+2 Re <an/an/+ne 3020 (B i1 —Enr g >
nz:l n/z:o \/(gpn/, ASDn/)(SDn/-i-na A@n’—i—n)

N
_ —(zi)N /jCTN df(ZO anl+ (5.8)

(s Apnrin) Re (a—n/anurne—izz;é tn/+k)
n=1n/—0 (nrs App ) (o1, APrsn)

mit ¢; = (Fij+1 — E;)t und t= (t1,...,tn). Fiir reelle Wellenfunktionen verein-
facht sich der Ausdruck zu

N
= _(2;)N /jCTN df(ZO lan |2+ (5.9)

. Z Z G G (P, APrr ) ) (Z by +k> )

n=1n'=0 (Pn’yASOn’)((Pn +n7ASOn '+n

Dieses Wahrscheinlichkeitsmaf ist auf der kompaktifizierten Zeit definiert. Es ist
nun notig, zu betrachten, welche Konsequenzen sich fiir die “messbare” lineare
Zeit ergeben.

Aus dem positiv operatorwertigen Wahrscheinlichkeitsmaf}, auf einer fast-
periodischen Kompaktifizierung, kann man nun eine Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung in der Zeit bestimmen. Man bestimmt das Ma8 P(I) auf T" und wertet
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dieses dann entlang des Orbits {5(t),t € R} aus. Wir erhalten als “Wahrschein-
lichkeitsdichte” pf in der Zeit fiir den Zustand ¢ also

PR(t) = pTa(B(1)) (5.10)

| it ® = o P, (5.11)
IcTn

Dies ist im eigentlichen Sinne keine Wahrscheinlichkeitsdichte, da das Integral
f]R dtpr(t), beziiglich der iiblichen Messbarkeitsstruktur auf R, nicht existiert.
Die so konstruierte “Dichte” sollte jedoch die relative Hé#ufigkeit angeben, in
der ein Ereignis zum Zeitpunkt ¢ eintritt. Es liegt in der Natur von Bindungs-
zustédnden, dass diese Verteilungsfunktion im allgemeinen nicht integrierbar ist.

5.2.1 Mogliche experimentelle Konsequenzen

Einer messbaren Menge auf der kompaktifizierten Zeit enspricht auf der reel-
len Zeitachse eine unendliche Vereinigung von Intervallen. Es ist leider nicht
moglich die Héufigkeit, mit der ein Ereignis in all diesen Zeitintervallen eintritt
zu messen, da dies unendlich lange Versuchszeiten erfordern wiirde. Das Maf
(¢, P(I)yp) ist also nicht direkt experimentell zugéinglich. Die Funktion pi(t) in
der Zeit sollte jedoch H#ufigkeitsverteilungen in der Zeit reproduzieren.

Wie konnte nun eine experimentelle Uberpriifung unserer Resultate aus-
sehen? Als Experiment konnte man sich zum Beispiel eine lineare Ionenfalle
denken (z.B. [23],[24]). Ein fokussierter Laserstrahl, welcher das Ion zur Fluo-
reszenz anregen konnte, wiirde als “Detektor” fiir die Anwesenheit des Ions in
einem bestimmten Gebiet dienen. Man koénnte ein einzelnes Ion in eine sol-
che Falle einschlieBen und in die Ndhe des Grundzustandes kiihlen. Solch ein
Experiment wiirde den Beispielen aus Kapitel 4 sehr nahe kommen. In diesen
Beispielen zeigte sich, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung in der Zeit, dafiir
dass ein “Detektor klickt”, stiickweise unabhéngig vom Ort ist. Dieses Verhal-
ten ist eine direkte Folge der postulierten Normierungsvorschrift. Eine experi-
mentelle Untersuchung solcher Quantensystemen wiirde Aufschliisse iiber die
Zuléssigkeit dieser Konstruktion liefern.

Auch wenn dieser skizzierte Versuch vielleicht praktisch nicht durchfiihrbar
sein sollte?, so ist es sicher moglich, mit Hilfe ander Quantensystemen einen
realistischen Versuch zu konzipieren. Denken wir uns als zu untersuchende Ef-
fekte keinen Projektor auf ein Raumgebiet, sondern einen auf einen Bereich im
Impulsraum. Ein solcher Effekt ist moglicherweise durch spektroskopische Mes-
sungen von Dopplerverschiebungen beobachtbar. Auch andere quantenoptisch
messbare Grofien, wie z.B. die Population eines bestimmten Energieniveaus,
sollten im Rahmen unseres Formalismuses berechenbar sein.

2Die Wellenlinge des eingestrahlten Lasers konnte, fiir eine ortsauflésende Messung, zu
grof sein.



Kapitel 6

Zusammenfassung und
Ausblick

Wir haben in dieser Arbeit gezeigt, dass es mdglich ist eine quantenmechanische
Zeit-Observable auf Bindungszustinden zu erkldren. Zunéchst waren wir mit
dem Problem konfrontiert, dass es nicht moglich ist einen selbstadjungierten
Operator zu finden, der sinnvoll mit einer Zeit-Observablen zu identifizieren
ist. Dieses Problem fiihrte zu der Notwendigkeit einen allgemeineren Observa-
blenbegriff, den des positiv operatorwertigen Mafles, zu verwenden.

R. Brunetti und K. Fredenhagen [3] folgend versuchten wir ein solches Maf
zu konstruieren. Wir stellten die Frage, wie wahrscheinlich ein bestimmtes Er-
eignis zu verschiedenen Zeiten ist. Dabei stellte sich jedoch das Problem, dass
eine Normierung dieses Mafles in der Zeit auf Bindungszusténden nicht moglich
ist. Ein ndheres Studium der Zeitentwicklung von Bindungszustinden erlaubte
es uns dann, im Rahmen der Theorie fastperiodischer Funktionen, eine Kom-
paktifizierung der Zeitgeraden zu konstruieren. Mit Kenntnis dieser kompakten
Menge war es moglich ein positiv operatorwertiges Wahrscheinlichkeitsmafl zu
definieren.

Bei der Konstruktion der fastperiodischen Kompaktifizierung waren wir auf
die rationale Unabhéngigkeit der Differenzen von Energieniveaus angewiesen.
Diese Einschrinkung war nétig, um die Zeit, durch Kroneckers Theorem, dicht
in einen Torus einzubetten. In Sytemen mit solchen Abhéngigkeiten hat die
bendtigte Kompaktifizierung eine kompliziertere Struktur. Eine genauere Un-
tersuchung von Algebren fastperiodischer Funktionen, welche durch eine end-
liche Menge reeller Zahlen mit rationalen Abhéngigkeiten erzeugt werden, ist
wiinschenswert. Ist es moglich, auch fiir solche Zeitentwicklungen eine fastperi-
odische Kompaktifizierung anzugeben, so sollte sich hier ebenfalls eine konkrete
Beschreibung von Zeit-Observablen finden lassen. Es wird im Rahmen der Zah-
lentheorie also zu untersuchen sein, welche Verallgemeinerungen von Kroneckers
Theorem moglich sind.

Die enormen Fortschritte auf dem Gebiet der experimentellen Quanten-
optik, lassen eine experimentelle Uberpriifung unseres Konzeptes von Zeit-
Observablen moglich erscheinen. Ein Projekt fiir die Zukunft sollte also darin
bestehen, Zeit-Observable fiir experimentell zugéngliche Systeme zu untersu-
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chen.
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