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Einleitung

Wir diskutieren in dieser Arbeit ein Beispiel fiir das Auftreten anyonischer
Statistik in 1 + 1-dimensionalen Quantenfeldtheorien. Das Konzept der Sta-
tistik ist seit den Anfdngen der Quantenphysik von grofler Bedeutung, so bei-
spielsweise in Verbindung mit dem Pauli’schen AusschlieBungsprinzip und
Effekten wie der Bose-Kondensation.

Lange Zeit hat man geglaubt, Bose- und Fermi-Statistik seien die einzi-
gen Moglichkeiten von Statistik (abgesehen vom Parabose- bzw. Parafermi-
Fall). Dies ist jedoch nur in d > 4 Dimensionen richtig. Wihrend man in
2 + 1 Dimensionen Zopfgruppen-Statistik fiir Lokalisation in raumartigen
Kegeln erhilt [1], kann diese in 1+ 1 Dimensionen auch im Fall von Lokali-
sation in Doppelkegeln auftreten, was darauf zuriickzufiihren ist, daf§ dann
das raumartige Komplement eines Doppelkegels nicht zusammenhidngend
ist, vgl. z.B. [2].

Im quantenmechanischen Rahmen ist fraktionelle Statistik zuerst von
Leinaas und Myrheim [3] behandelt worden, im feldtheoretischen Zu-
sammenhang hat als erster Wilczek Teilchen mit abelscher Zopfgruppen-
Statistik systematisch untersucht [4], wenngleich das Ph&nomen un-
gewdhnlicher (fraktioneller) Quantenzahlen schon vorher bekannt war, vgl.
[5] und Referenzen dort. Heute ist man der Ansicht, dafl Anyonen in Verbin-
dung mit einigen Effekten in Festkorpern — zum Beispiel dem fraktionellen
Quanten-Hall-Effekt — eine Rolle spielen kénnten.

Im herkdmmlichen Zugang zur Quantenfeldtheorie werden Zustinde durch
Vektoren im Fockraum F (%) iiber einem Einteilchen-Hilbertraum # be-
schrieben; jener ist im fermionischen Fall ein unendlich-dimensionales Ana-
logon zur dufleren Algebra iiber H. 7 besitzt eine natiirliche Polarisati-
on H = Hy & H_ beziiglich des Spektrums des Dirac-Hamiltonoperators.
Ein unitdrer Operator V auf H ist genau dann unitdr implementierbar,
wenn seine Komponenten Vy_ und V_4 (bzgl. der obigen Zerlegung von
) Hilbert-Schmidt-Operatoren sind. Sei A die U(1)-invariante Unteral-
gebra der Feldalgebra F des freien Dirac-Feldes !. Zur Konstruktion ge-
ladener Morphismen mit anyonischer Statistik gehen wir folgendermafien
vor: Neben einer in [6], [35] angegebenen ladungserzeugenden Bogoliubov-
Transformation 7', die einen fermionischen Automorphismus von A indu-
ziert, untersuchen wir eine einparametrige Schar U, von (ungeladenen)
Bogoliubov-Operatoren (“Kink-Operatoren”), die zum Federbush-Modell
assoziiert sind ? und deren implementierende Operatoren mit dem von 7
nur bis auf einen Phasenfaktor kommutieren. Wir zeigen, dafl das Produkt
U\T einen lokalisierten Automorphismus g von A induziert, welcher anyo-
nische Vertauschungsrelationen erfiillt.

L F ist im wesentlichen die CAR-Algebra.
2) ist die Kopplungskonstante in der Lagrangedichte des Federbush-Modells.



Das Netz O — A(O) verletzt in der Vakuumdarstellung Haag-Dualitdt. Wir
geben daher zwei Erweiterungen dieses Netzes an, die Haag-Dualitit erfiillen
und setzen gy hierauf fort.

Schlieilich diskutieren wir die Haag-Ruelle-Streutheorie fiir unser Modell
und stellen fest, daf ein- bzw. auslaufende Streuzustinde durch eine Po-
tenz der statistischen Phase verkniipft sind; wir argumentieren, dafl p) als
lokalisierter Morphismus des Federbush-Modells aufgefafit werden kann und
vertreten den Standpunkt, dafl durch dieses Modell freie Anyonen beschrie-
ben werden.

Den Kern der vorliegenden Arbeit bildet das 5. Kapitel, in welchem wir
das Federbush-Modell im Rahmen der algebraischen Quantenfeldtheorie be-
sprechen. Zuvor geben wir eine kurze Einfiihrung in den algebraischen An-
satz (Kapitel 1) und stellen die notwendigen mathematischen Hilfsmittel vor
(Kapitel 2 und 3). Im 4. Kapitel definieren wir die lokalen Feldalgebren fiir
das freie Dirac-Feld sowie die lokalen Observablenalgebren als deren U(1)-
eichinvarianten Anteile. Schliefilich gehen wir im 6. Kapitel auf mogliche
experimentelle Realisierungen anyonischer Statistik ein. In den Anh&ngen
stellen wir einige wichtige Begriffe iber C*- und von-Neumann-Algebren
zusammen und diskutieren einen geometrischen Gesichtspunkt der Imple-
mentierbarkeit von Bogoliubov-Transformationen.
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1 Der algebraische Ansatz

Zu Beginn der Entwicklung der Quantentheorie versuchte man, durch
“Quantisierung” einer klassischen Feldtheorie eine Quantenfeldtheorie zu
erhalten — in gewisser Weise eine Umkehrung des Bohr’schen Korrespon-
denzprinzips, demzufolge Quantensysteme einen klassischen Limes besitzen
sollten. Obwohl sich dieses Vorgehen fiir die Berechnung von z.B. Streu-
querschnitten als ausgesprochen erfolgreich erwiesen hat, ist es mit einigen
mathematischen Schwierigkeiten behaftet, und es ist bislang nur fiir sehr
wenige Modelle gelungen, ihre Existenz rigoros zu beweisen [7].

Neben der Wightman-Theorie [8] hat sich zur Kldrung konzeptioneller Fra-
gen die algebraische Quantenfeldtheorie bewihrt, die ihren Ausgangspunkt
in Arbeiten von Haag, Kastler und Araki hat [9], [10]. Wir bewegen uns
in dieser Arbeit im Rahmen des algebraischen Ansatzes und wollen daher
auf diesen etwas niher eingehen; eine ausfiihrliche Diskussion findet man
in dem Buch von Haag [2] oder in [11] sowie in den Originalarbeiten [12],
[13], [14]. Der algebraischen Quantenfeldtheorie liegt die Annahme zugrun-
de, daf eine Quantenfeldtheorie durch ein Netz von Observablenalgebren
vollstédndig fixiert ist. Genauer: Sei K die durch Inklusion gerichtete Menge
der offenen Doppelkegel, d.h. K := {(Vi + 2) N (V= + y)}s yerdy—wev, -
Jedem Doppelkegel O € K wird dann eine von-Neumann-Algebra A(QO) in
einem Hilbertraum # zugeordnet, deren selbstadjungierte Elemente die Be-
deutung von in O mefBbaren Groflen haben. Das Netz O — A(O) soll
folgende Eigenschaften besitzen (Haag-Kastler-Axiome):

1) Isotonie:
01 C Oy = A(0y) C A(O2),
d.h. durch Vergréfiern des Raum-Zeit-Gebietes kann die Algebra der

Observablen nicht kleiner werden. Da K gerichtet ist, macht es Sinn,

die Algebra
Aoe 1= U{A(O)}OEK

der lokalen Observablen zu betrachten, welche aufierdem eine eindeutig
bestimmte C*-Norm ||.||c+ besitzt. Durch Vervollstdndigung beziiglich
dieser Norm erhdlt man dann die sogenannte quasilokale Algebra

Il

A= A0} oex
mit anderen Worten: A ist der C*-induktive Limes der A(O).

2) Lokalitat: Die Beobachtung, daf§ Ereignisse in raumartig getrennten
Gebieten sich nicht beeinflussen kénnen, bringt man durch die Forde-
rung der Kommutativitit der Algebren zu raumartig getrennten Dop-
pelkegeln zum Ausdruck:

01 X 02 — [./4(01),./4(02)] =0
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oder dquivalent hierzu
0O, C 0/2 - ./4(01) C ./4(02)/

Hierbei bezeichnet A(Q)’ die Kommutante von A(Q) und O’ das raum-
artige Komplement von (3. Da dieses Axiom die Tatsache widerspie-
gelt, dafl sich kein Signal schneller als mit Lichtgeschwindigkeit aus-
breiten kann, spricht man auch von Finstein-Kausalitdt.

3) Haag-Dualitat: Die Lokalitdtsforderung 148t sich verschirfen, indem
man voraussetzt, daf A(Q) die maximale Algebra ist, die die Inklusion
unter 2) erfiillt, also

A(0) = A(O'Y.

Diese Bedingung ist jedoch nicht immer erfiillt; insbesondere ist sie
fiir das Observablennetz des freien Dirac-Feldes in zwei Dimensionen
verletzt, vgl. [2].

4) Kovarianz: Es existiert eine Darstellung a der Translationen T' € 771
in den Automorphismen von A derart, dafl

ar, (A(0)) = A(O +z).

5) Spektrum-Bedingung: Es gibt eine stark stetige unitidre Darstellung
x — U(x) der Translationen auf dem physikalischen Hilbertraum H,
die ar, implementiert, d.h.

ar, (A) = U(z)AU(—2),

derart, daf§ die Erzeuger von U Spektrum in V haben. Diese Forde-
rung heifit manchmal auch “Positivitit der Energie”. Ferner soll ein
von Null verschiedener (bis auf eine Phase eindeutiger) Vektor Q € H
existieren, der von den U(z) invariant gelassen wird:

U(z)Q = Q.
Q wird als Vakuumuvektor bezeichnet.

6) Additivitit: Ist Oy eine Uberdeckung von O € K, so ist A(O) in der
von den A(O,) generierten von-Neumann-Algebra enthalten:

0 c oy = A0) c (\/ A0)).

Im Zusammenhang mit der Darstellungstheorie von von-Neumann-Algebren
sind fiir unsere Zwecke noch einige Begriffe von Bedeutung, an die wir er-
innern méchten. Eine Darstellung 7 einer von-Neumann-Algebra M heifit
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normal, wenn 7(M) erneut eine von-Neumann-Algebra ist. Bemerkenswer-
terweise besitzt M (bis auf Vielfachheit) nur eine treue normale Darstellung.
Im Hinblick auf die quasilokale Algebra A bedeutet dies, dafi nur solche
Darstellungen physikalisch von Bedeutung sind, deren Einschrinkungen auf
alle lokalen Algebren A(O) normal sind — man spricht aus ersichtlichen
Griinden von lokaler Normalitit. Um letztere in Modellen nachzuweisen,
hat man zu zeigen, dafl alle Darstellungen von A bei Einschrinkung auf
lokale Algebren in derselben Quasiiquivalenzklasse liegen; vgl. [15] fiir den
Fall des chiralen Ising-Modells.

Neben dem Netz O — A(O) ® muf noch angegeben werden, welche Zusténde
w (d.h. positive, lineare, normierte Funktionale auf .A) als physikalisch reali-
sierbar angesehen werden sollen. Aquivalent hierzu kann man natiirlich auch
die via GNS-Konstruktion erhaltenen Darstellungen benennen. Borchers hat
zunichst sdmtliche Darstellungen positiver Energie untersucht, stiefl jedoch
hierbei in Verbindung mit langreichweitigen Kréiften und Infrarotwolken auf
grofle Schwierigkeiten. Doplicher, Haag und Roberts schlugen daher folgen-
des Kriterium vor:

DHR-Kriterium: Betrachte solche Darstellungen 7, die bei Ein-
schrinkung auf das kausale Komplement eines hinreichend grofien Doppel-
kegels zur Vakuumdarstellung unitdr dquivalent sind, also

™| 401y = molaon

fiir geniigend grofies O € K.

Bemerkung: “Topologische Ladungen”(z.B. Eichladungen) werden in der
DHR-Analysis nicht beriicksichtigt *. Eine Verbesserung wird hier im Falle
von Theorien mit Massenliicke durch die Buchholz-Fredenhagen-Analysis [1]
erreicht. Dort wird eine Lokalisierung der Zustdnde in raumartigen Kegeln
betrachtet. Wir untersuchen jedoch nur solche Zustinde, die dem DHR-
Kriterium geniigen.

Es existiert dann eine unitdre Abbildung V : H, — Hog, so daf

T(A) = Vag(A)V* |, A € A(O).

9Fs sei an dieser Stelle angemerkt, daB die lokalen Algebren i.a. hyperfinite Typ I11;-
Faktoren sind, also bis auf Isomorphie identisch; die Information ist daher in der Zuordnung
der A(O) zu den Doppelkegeln codiert!

*Man denke beispielsweise an die elektrische Ladung: Nach dem GauB’schen Gesetz
1a83t sich die Ladung im Inneren einer beliebig grofien Oberflache durch eine Flufmessung
bestimmen.
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Im folgenden identifizieren wir der Einfachheit halber meist die quasilokale
Algebra A mit ihrer Realisierung im Vakuumbhilbertraum, d.h. A = 7¢(A).
Setzt man

o(A) = Vim(A)V , A€ A,

so erkennt man, dafl die Darstellung 7 genau dann eine lokalisierte Ladung
beschreibt, wenn sie zu einer Darstellung mgo g unitir dquivalent ist, wobei p
ein in O lokalisierter Endomorphismus der quasilokalen Algebra A ist, d.h.

o(A)= A YA€ AO).

Der entscheidende Punkt ist, dafl man Endomorphismen komponieren kann.
Auf diese Weise ist es Doplicher, Haag und Roberts gelungen, die Superaus-
wahlstruktur ® zu analysieren. Man nennt zwei lokalisierte Morphismen
dquivalent, falls die Darstellungen p1(A) und p2(A) unitdr dquivalent sind;
entsprechend definiert man irreduzible Morphismen. Ein in O lokalisierter
Morphismus p heilit transportierbar, falls es zu jedem aus O durch Poincaré-
Transformation hervorgehenden Gebiet O einen zu p dquivalenten Morphis-
mus ¢ gibt. Schlieffilich definiert ein unitdrer Operator U € A;,. einen trans-
portierbaren, lokalisierten Automorphismus von A vermoge o7 (A) = UAU*;
man spricht von inneren Automorphismen.

Nach Definition bilden die Observablen die einzelnen Sektoren in sich ab;
existieren daher mehrere Superauswahlsektoren, so méchte man zusitzlich
zu den Observablen sogenannte Feldoperatoren konstruieren, welche relativ
lokal zu den Observablen sind und Uberginge zwischen den einzelnen Super-
auswahlsektoren induzieren. Nach [12] erhdlt man die Feldalgebra F vermoge
“Erweiterung” der Algebra A durch Adjungieren lokalisierter Morphismen
o von A. Im Falle von Permutationsgruppenstatistik ist es Doplicher und
Roberts [16] gelungen, aus der quasilokalen Algebra A und der Superaus-
wahlstruktur eine Feldalgebra F sowie eine globale Fichgruppe G zu rekon-
struieren derart, daB .4 gerade der G-invariante Anteil von F ist, A = F©.
In niederen Dimensionen kann aber Zopfgruppenstatistik auftreten, und die
Situation ist nicht vollstindig gekldrt; vgl. jedoch [17], [18], [19]. Man hat
aber eine Alternative, das sogenannte Feldbiindel F, vgl. [13], [20], [22], um
dennoch geladene Felder zu beschreiben. In diesem Rahmen sind Zustands-
vektoren Paare {o,¢},¢ € H, und p ein lokalisierter Morphismus von A.
Felder sind Paare {p, A}, A € A, und operieren auf den Zustandsvektoren
vermoge

{o. A2 ¢} = {20, 0'(A)¢}.
Da die Menge der lokalisierten, transportierbaren Morphismen diejenige der
inneren einschlieit, ist das Feldbiindel in hohem MafBe redundant , fiir un-

5Der physikalische Hilbertraum H zerfallt unter der Wirkung von A in eine direkte
Summe von Unterrdumen; diese (bzw. die assoziierten Aquivalenzklassen unitérer irredu-
zibler Darstellungen von A) bezeichnet man als Superauswahisektoren.

®Diese Redundanz 148t sich beseitigen, vgl. [22].
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sere Zwecke jedoch ausreichend. Observable werden in diesem Formalismus
durch Paare {id, A}, A € A, beschrieben. FEin Feld {p, A} ist dann in O
lokalisiert, falls

AB = o(B)A ,B e A0).

Um die Vertauschungsrelationen von geladenen Feldern zu untersuchen, die
in raumartig getrennten Doppelkegeln lokalisiert sind, miissen wir noch den
Begriff des Intertwiners einfiihren.

Definition: Seien o1, 9o zwei lokalisierte Morphismen. Dann definiert man
die Menge der Intertwiner [(p1]02) von g1 nach gz vermoge

I(o1|02) :=A{T € B(Ho) : 02(A)T = To1(A) VA € A}.

Man schreibt statt S € [(p1]02) hdufig auch S = (p2]S]o1).

Bemerkung: Die Menge der Intertwiner zwischen Morphismen kann auf
(zwel) verschiedene Weisen mit einer Produktstruktur versehen werden; ne-
ben der herkémmlichen Verkniipfung o existiert noch ein “Kreuzprodukt” x
(welches dem Tensorprodukt entspricht) [2], [22], auf das hier jedoch nicht
niher eingegangen werden soll.

Sind nun F; = {p;, A;},i = 1,2, in O; lokalisierte Felder, O; x Oq, und
U; = (0:|Ui|o:), wobei g; in O; lokalisierte Morphismen sind, so gilt

P Fy = €1, 02) FaFy.
Hierin ist der Statistik-Operator

e(o1,02) = 02(U; U5 Uro1(Uy)

ein unitidrer Intertwiner von g1 02 nach ps01, der weitgehend unabhingig ist
von den Intertwinern U;, genauer:

- In d > 3 Dimensionen ist €(g1, 02) unabhingig von der Wahl der Intertwi-
ner U; und es gilt €(o1, 02)€e(02,01) = 1;

- In d <2 Dimensionen hdngt €(o1, 02) allein davon ab, ob Oy links von O,
liegt (O; < O3) oder umgekehrt.

Setzt man ¢, := €(p, 0), so kann man sich leicht davon iiberzeugen, dafl man
vermoge '
e”)(ai) =07 e i=1,2,...m—1,
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eine unitire Darstellung der Zopfgruppe B, * erhilt [23], [24], [25]. Gilt
aulerdem ¢? = 1, also eg =1, so findet man den Fall der Permutationsgrup-
penstatistik wieder.

Ein lokalisierter, transportierbarer Morphismus p ist im allgemeinen
natiirlich nicht invertierbar, besitzt jedoch ein sogenanntes Linksinverses,
siche z.B. [26], d.h. es existiert eine positive lineare Abbildung ¢, : A —

B(Ho) mit den Eigenschaften

(1) @o(Ae(B)) =¢,(A)B A BeA

(1) (1) =1
Fiir irreduzibles p ist ¢,¢, ein Vielfaches der Identitét, vgl. z.B. [2]:
Poee = Apl

Ao heifit der statistische Parameter und 18t sich zerlegen gemidfl A\, =
S—Z, lwo| = 1,d, > 1 (w, heifit statistische Phase und d, die statistische

Dimension 8). Wir werden spiter den einfachen Fall betrachten, daf o ein
Automorphismus ist; dann ist €, selbst ein Vielfaches der Eins, die indu-
zierte Darstellung der Zopfgruppe B, eindimensional (d, = 1) und w, ist
eine beliebige Phase. IExotische Statistik ist bereits von Streater und Wilde
[28] und spéter von Wilczek [57] untersucht worden, der den Namen “Any-
on” geprdgt hat. Im Fall von Endomorphismen (d, > 1) spricht man von
“Plektonen”[21].

"B, wird erzeugt von der Eins und Elementen o;,¢ = 1,2,...,n — 1, welche die soge-
nannten Artin-Relationen erfiillen:

oig; =050, [i—j|>2,

Oi0i410; = 0110041 -

B 1st dann der induktive Limes der B, mit den kanonischen Inklusionen.
®Diese ist mit dem Index der Inklusion o(A(O)) C A(O) vermdge Indg = d> verkniipft
[27].
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2 Bogoliubov-Transformationen

Wir lehnen uns in unserer Darstellung an [29] an und {ibernehmen die dort
verwendeten Bezeichnungen; fiir einen etwas anderen Zugang vgl. [30], [31],
[32]. Sei H ein separabler komplexer Hilbertraum, F,(#) der antisymme-
trische Fockraum iiber H, d.h. die Vervollstindigung des Vektorraumes

Dat = @ /\7‘[
n=0

der antisymmetrischen algebraischen Tensoren bzgl. des kanonischen inne-
ren Produktes. Der Vektor © := (1,0,0,...) heifit der Vakuumvektor. Man
definiert dann induktiv die Erzeugungsoperatoren ¢*(f), f € H, vermoge

(1) (fn) = \/% Z sign (o) fo(1) @ - @ fo(n) -

T oES,

Der zu ¢*(f) adjungierte Operator ist der Vernichtungsoperator. Es gelten
die Relationen

{e(f),elg)y ={c"(f), ¢ (9)} =0
{e(f), 7 (9)} = (f,9) -

Durch diese Relationen wird eine C*-Algebra definiert, die sogenannte C'A R-
Algebra, in Zeichen C(H). Ist U € B(H), so sei ferner der Operator I'(U)
aul A" H gegeben durch

DU (1) ... (f)Q = (US) ... (UL)Q

Ist U sogar unitir, so induziert die Transformation ¢*(f) — ¢*(Uf) einen
Automorphismus der C'AR-Algebra, welcher durch I'(U) unitér (in der Fock-
darstellung) implementiert wird, denn es gilt ja

L) (f) = UHTU)

Schlielich sei fiir A € B(#H) ein Operator dI'(A) auf \" H definiert vermoge

n

AO(A)E(f1) o ()= Y (1) o (AS) . (f)

=1

Sei P die spektrale Projektion des Teilchenzahloperators dI'(1) auf [0, ],

[ n

RFE(H) =P A\H

n=0
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Da nun fiir beschrankte Operatoren U und A die Operatoren I'(U) und
dI'(A) nicht notwendig beschrénkt sind, miissen wir die Domédnen beachten
und fiihren aus diesem Grund den Raum D der Vektoren endlicher Teilchen-

zahl ein, auf dem I'(U) und dI'(A) wohldefiniert sind:
D:={FeF,(H)| F=PF fir ein [ €N} .

Sei nun zunichst A ein Spurklasseoperator, A € J;(#) ®. Dann ist

N

n=1

Hierbei sind Ay > Ay > ... > 0 die singuliren Werte von A und {f,} bzw.
{g,} orthonormal. Definiere

N
Acte:= " M (ga)elf)

n=1

Da die rechte Seite nicht von der Wahl der Orthonormalsysteme ab-
hingt 10, ist dieser Ausdruck wohldefiniert. Ferner ist die Folge fiir N = oo
wegen || ¢*(f) ||=]] f ] und >_ A, = Tr | A |< co normkonvergent und es gilt

Ac*c=dI'(A)

Somit liegt dI'(A) (und wegen "' = (¢4 auch I'(e?*4)) fiir A € 7, in
der CAR-Algebra, wihrend fiir A ¢ J; dI'(A) unbeschrankt ist! Aulerdem
ist A — Ac*c komplex-linear.

Als néchstes wollen wir die Linearitit der entsprechenden Abbildungen A —
Acc™, A — Acc, A — Ac*c® von Jp in die C'AR-Algebra untersuchen. Wir
fithren hierzu eine Konjugation J auf H ein, und schreiben im Hinblick auf
spitere Anwendungen f, A und AT statt Jf, JAJ und JA*J. Fiir den oben

definierten Spurklasseoperator A setzen wir dann:

Acc” = Z Ac(Gn)(fn) = —AT e+ TrA

Acc = Z Anc(Gn)e(frn) ;
Ac*c® = Zc*(gn)c*(fn) = (A%ce)" .

Die Linearitdt von Acc* ist klar. Aus den kanonischen Antivertauschungs-
relationen folgt

[Ace, c™(f)] = e((A = A7) )

®Wenn klar ist, auf welchen Hilbertraum Bezug genommen wird, schreiben wir in Zu-
kunft J1 bzw. J2 statt J1(H) bzw. J2(H).

9Die Orthonormalsysteme {f,} und {g,} sind im wesentlichen eindeutig bestimmt.




2 BOGOLIUBOV-TRANSFORMATIONEN 14

Fiir zwei Spurklasseoperatoren A, B vertauscht daher D := (a4 + gB)cc —
a(Acc) — B(Bee) mit ¢ (f), wegen der Irreduzibilitit der Darstellung also
D = A1. Aufgrund von (2, DQ?) = 0 folgt aber sofort A = 0. Der Beweis fiir
die Abbildung A4 — Ac*c* geht analog. Insbesondere folgt aus der angege-
benen Kommutatorrelation, daf im Falle A = AT die Operatoren Ace und
Ac*c* identisch verschwinden.

[AceR| < l|Allz 5

A" Pl < (14 2)[|A]l2

Beweis: Die zweite Behauptung folgt aus der ersten, denn ||Ac*c*Pj|| =
[Py Ac*c®|| = ||A*ccP42||. Wir identifizieren im folgenden #H ohne Ein-
schrinkung mit L*(R,dp) und J mit der komplexen Konjugation. Fer-
ner sei Dg° der Unterraum von D bestehend aus Vektoren F’, deren N-
Teilchen-Komponenten F() in Cg°(R"™) liegen. Definiere dann einen Opera-
tor ¢(p) : Dg° — DY vermoge

(C(P)F)(l_l)(ph .- -7pl—1) = \/Z F(l) (P7P17 .- '7pl—1)
Esist (F, c(p)G) € C5°(R) fiir alle F,G € Dg° und auBerdem
[ dnf @) F.ctr)@) = (R PG) VE € .
Fiir die elementaren Tensoren in Dy ist das klar; der allgemeine Fall folgt

dann aus Linearitdt und Stetigkeit. Entsprechend erhilt man fiir die zu ¢(p)
adjungierte quadratische Form (!) ¢*(p) auf Dg°:

/ dpf(p)e(p) = &(f) VS €,

wobei die rechte Seite die Form des Operators ¢*(f) ist. Nun ist aber A ein
Integraloperator mit quadratintegrablem Kern A(p, ¢) und es gilt

/dpqu(p7 q)(F,c(p)c(q)G) = (F, AccG) VF,G € D°.
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Folglich
| (FU=2), AccGU) |

=V l(l - 1) | f dpqu(p7 (]) fdpl .. -dpl—QF(l_2) (Ph .. -7P1—2)
X GU)(‘LPvPh .. -7P1—2) |

S lfdpd(] | A(p7 (]) | [f dpl .. -dpl—Q | F(l_2)(p17 B -7P1—2) |2

N

X qul .. -df]l—z | GU)(‘LPvPh .. -7P1—2) |2]
<Al FEA GO

Somit lassen sich die Abbildungen A+ Acc und A +— Ac*c* auf die Menge
der Hilbert-Schmidt-Operatoren fortsetzen. Genauer: Fiir jedes 4 € Js
gibt es eindeutig bestimmte Operatoren Acc, Ac*c¢™ von D in sich derart,
daB A,c® e EF — A E YF e D, falls 71 5 A, — Ain J.

Sei nun A allgemeiner ein beschriankter Operator. Dann gibt es eine analoge
Darstellung von dI'(A): A besitzt ndmlich nach dem Nuklear-Theorem einen
eindeutig bestimmten Kern A(p, q) € S'(R?) (die Abbildung (f, g) — (f, Ag)
von §(R) X S(R) nach C ist bilinear); dI'(A) entspricht dann der Operator
[ dpdqA(p, q)c*(p)c(q) in dem Sinne, daB

(F,dP(A)G) = / dpdqA(p, q) (c(p)F, c(q)G) YF,G € D,

Schlielich bemerken wir, daf§ fiir A € J; die Normalordnung von Acc*
nichts anderes ist als die Subtraktion der Spur von A:

s Acc® = — AT %

In unserem Fall ist H die direkte Summe zweler LQ—R:'&iume7 H=HiPH_.
Die Projektionen auf Hs seien mit Pjs bezeichnet; ferner setzen wir

Asy = PsAPy 8,8/ =+, —,

_ [ Avr Ao
=)

und schreiben daher

Bemerkung: Die obige Zerlegung von # rithrt daher, dafi der freie Dirac-
Hamiltonoperator H Spektrum (—oo, —m] U [m,oc0), m > 0 die Ruhmas-
se, hat; d.h. Py, P_ sind die spektralen Projektionen auf [m,oc) bzw.
(—o0, —m].



2 BOGOLIUBOV-TRANSFORMATIONEN 16

Die “zweite Quantisierung” A + dI'(A) ist noch mit dem Makel negativer
Energien behaftet. Man geht daher zu einer anderen irreduziblen Darstel-

lung der C'AR-Algebra iiber:
i) = e(Pyf) + e (FT)

Analog zu oben wird fiir unitdre Operatoren U, die mit FPs; kommutieren,
die Transformation é(f) + ¢(U f) durch

F(U) = T (U4 )T (T-0)

unitdr implementiert (hierbei steht I'(Uyy) fiir T'(Upy & 1) etc.); ins-
besondere wird der Automorphismus &(f) — é(e'*f f) durch I'(e'H) =

Fge”H++)F(em__) implementiert. Ferner ist der infinitesimale Erzeuger
dU(H) = dl'(Hyy) — dl'(H__) von I'(e""H) positiv. Zusammenfassend kann

man also sagen, daf§ der Ubergang von ¢(P_ f) zu ¢*(P_ f) das positive Spek-
trum des “zweitquantisierten” Energieoperators sicherstellt. In Anlehnung
an die Literatur bezeichnen wir manchmal Teilchen-(bzw. Antiteilchen-)
Erzeuger/Vernichter mit a*) (bzw. 5()) und ersetzen ¢ durch das Symbol
U, d.h. also U(f) = a(Pyf) +b*(P_f). Man kann somit ¥(f) als ausge-

schmiertes Dirac-Feld zur Zeit ¢t = 0 auffassen.

Sei nun U ein unitdrer Operator auf H. Dann ist die durch U induzier-
te Bogoliubov-Transformation genau dann unitidr implementierbar, d.h. es
existiert ein unitdrer Operator I'(U) auf dem Fockraum derart, da§

V(Uf) =T W(NHIWU)" VfeH ,

wenn Ui _ und U_j Hilbert-Schmidt-Operatoren sind, vgl. [33], [32]. Falls
er existiert, ist der implementierende Operator wegen der Irreduzibilitdt der
{W(f)*)} bis auf eine Phase eindeutig bestimmt.

Bemerkung: Die Menge der (unitdr) implementierbaren unitiren Operato-
ren auf H bildet eine Gruppe Go, denn: seien U,V zwei solche Operatoren;
dann ist

_ [ Usr U\ (Ve Voo
vy = (U_+ U__) (V_+ V__
_ (U Ve T ULV Uy Vi + ULV
= U Ve v UV, UV UV )

also

(UV)s_s =Us_sV_5_5s + UssVs_s € J2(H) .
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Die Menge der beschriankten Operatoren auf H, deren Nebendiagonal-
Elemente Hilbert-Schmidt-Operatoren sind, sei mit g bezeichnet (g ist
die (komplexe) Lie-Algebra von G,).
Ist ©tA € gy schief-adjungiert, so ist e
Untergruppe von Gy; man kann nun die Phasen der zugeh6rigen Implementer
so wihlen, dafl man eine stark stetige einparametrige Gruppe erhilt; also

“4 eine normstetige einparametrige

[(eft4) = (A w4 — A ¢ g .

Die zundchst beliebige additive Konstante in dT'(A) wird durch die Forde-
rung (€2, dI'(A)Q2) = 0 festgelegt. DaBl diese Wahl erlaubt ist, ist fiir A € J;
leicht einzusehen; wir betrachten diesen Fall daher zuerst. Wir haben oben

gesehen, daB Ac*c und ¢4°¢ fiir A € J) in der C AR-Algebra liegen. Wegen
eitAc*cC*(f) = (eitAf) eitAc*c

ist
eitAé*éé* (f) _ é*(eitAf) eitAé*é 7

s * A_|__|_ A_|__ a
Ac*e=(a b)(A_+ A__)(b*) .

dT(A) := : A¢*¢: = A& — TrA__

wobel

Dann hat aber

verschwindenden Vakuumerwartungswert und implementiert die Transfor-
mation &(f) — é(e' f). Wir schreiben dI'(A) nun in der Form

dT(A) = dl'(Ayy) —dT (AT )+ AL _a*b"+ A_4ba

Hierdurch wird aber fiir alle A € go ein Operator auf D definiert, denn
die rechte Seite macht fiir beliebige A € gy Sinn, vorausgesetzt, man wen-
det sie auf einen Vektor endlicher Teilchenzahl an; ferner ist dI'(A)* =

dT'(A*) VA € gy auf D.

Wir sind nun in der Lage, einige Lemmata zu beweisen, die bei der Berech-
nung des Statistik-Operators ben&tigt werden.

Lemma 2.2: Sei A € gy selbstadjungiert. Dann ist dT'(A) auf D wesent-
lich selbstadjungiert. Bezeichnet man den Abschlufl dieses Operators mit
demselben Symbol, so gilt:

et ANY (F)* = W(etA F) A v e R Ve H .
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Beweis: Sei I € D. Dann gilt aber nach Definition von D fiir hinreichend
grofles n € N: P, FF = F, also

AT (A F = dU(A)Pyyop—y .. .dT(A) P, F
Setzt man
AN = dmax{[] Ay [I; [[A—[]; | A4 ~[2; [[ A+ [l2}
so erhdlt man mit Lemma 2.1 die Abschitzung
[T (A) Pl < (L4 2) 1Al

Folglich ist )
LA F(| < JAF(n+2k) ... (n+2)
und die Reihe

Lk

Fdr(A)

n=0

konvergiert fiir |z| < ¢ := W Da dI'(A) auf D symmetrisch ist, folgt
die wesentliche Selbstadjungiert Lelt aus Nelsons Theorem iiber analytische
Vektoren.

Um die zweite Behauptung zu zeigen, benutzen wir die Kommutatorrelation

[dU(A), W(f)] =W(Af)"

welche aus der im Beweis von Lemma 2.1 angegebenen Vertauschungsrela-
tion folgt. Betrachte die beiden Funktionen

Fi(z) i= ¢TEDG ()
und ' .
F, (Z) — q;(ezzAf)*ezdF(zA)F
Da W(e'* f)* eine in 2 ganze Funktion ist, sind Fy(z) und Fy(z) fiir |2] < &
analytisch und es gilt

FM(0) = idl(A)"(f)F

n

= "y (Z) WAk fy=dl(A)"FF

k=0

“ iA)R  (idD(A))"=k
= n!Z\II((k!) /) ( (n(_)k))! F

= F"(0) YneN.
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Das bedeutet aber, dafi F; und Fy in der offenen Kreisscheibe |z| < ¢
ibereinstimmen; die Behauptung folgt dann aus der Gruppeneigenschaft
fiir alle t € R.

Der physikalische Inhalt dieses Lemmas ist die Aussage, dafl Strome lo-
kale Eichtransformationen erzeugen. Der Kommutator zweier Strome ist
nun nur bis auf eine additive Konstante wieder ein Strom (— “ Strom-
algebra”). Dieser konstante Term ist gerade der zu dI'(A) assoziierte
(Lie-Algebra-)Kozykel, welcher die zentrale Erweiterung fixiert und in der
physikalischen Literatur als Schwinger-Term bekannt ist. Wir gehen hierauf
im ndchsten Hilfssatz ein.

Lemma 2.3: Fir A, B € go gilt auf D:
[dI'(A), dT(B)] = dI'([A, B]) + C(A, B)1

wobel

C(A7 B) = TI’(A_+B_|__ — B__|_A_|__)

ist.

Beweis: Aufgrund der im Beweis von Lemma 2.2 angegebenen Abschitzung
geniigt es aus Stetigkeitsgriinden, die Behauptung fiir Spurklasseoperatoren
zu zeigen. Dann gilt aber

[A¢*e, Bé'e) = [A, Ble'e
was sich mit der Definition von dT'(A) in der folgenden Form schreiben 148t
[dl(4), dT(B)] = dT([4, B]) + Tr([A, B]-_)1
Man rechnet nun leicht nach, daf
[A, Bl =(A_4By_ —B A )+[A__B__].

Bemerkenswerterweise kann der Schwinger-Term C'(A, B) auch fiir kommu-
tierende Operatoren A und B von Null verschieden sein. Es gilt

Lemma 2.4: Seien A, B € g, selbstadjungierte Operatoren derart, daf
[A, B] = 0 ist. Dann ist

fw(eiA)fw(eiB) — e—%C(A,B)fw(ei(A-I—B)) — e—C(A,B)fw(eiB)fw(eiA)
Beweis: Nach Lemma 2.3 gilt auf D ndmlich

[dI'(A),d['(B)] = C'(A, B)1
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Andererseits ist auf D aber (vgl. Lemma 2.2):

il (214) jidl (22 B) —21225C(A,B) jidl' (21 A+22 B)

—e

fiir |z1] + |22] < W. Fiir hinreichend grofies n gilt die Behaup-

tung daher fiir % und g. Somit folgt die Aussage aus

D) (ein) = e = [(elm)[(e'n)

und

P(HE)) = () = SR DI D)
Schlieflich betrachten wir den Fall, daf} einer der Operatoren eine ladungs-
erzeugende Bogoliubov-Transformation ist (vgl. Kapitel 3).

Lemma 2.5: Seien T' € G und A = A* € gy derart, daf [T, A] = 0. Dann
gilt: i o

fw(ezA)fw(T) — ei(F(T)Q,dF(A)F(T)Q)fw(T)fw(eiA)
Beweis: Die implementierenden Operatoren sind bis auf eine Phase eindeutig
bestimmt, also

F(T)*eitdf(A)f(T) _ ez’(b(t)eitdf(A) Vi € R.

Da die linke Seite eine stark stetige einparametrige Gruppe beschreibt, ist

¢(t) = vt und ) o )
D(T)y*dU(A)T(T) = dU'(A) + v

Die Behauptung folgt dann durch Bildung von Vakuumerwartungswerten
fiir ¢t = 1.
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3 Fredholm-Operatoren und Ladungserzeugung

In diesem Abschnitt rekapitulieren wir einige grundlegende Sachverhalte aus
der Theorie der Fredholm-Operatoren und gehen dabei auch auf topologische
Aspekte ein. Es hat sich ndmlich gezeigt [29], [34], [35], daB die Topologie
der Menge der Fredholm-Operatoren eng mit der Sektorstruktur gewisser
Quantenfeldtheorien verkniipft ist; eine ausfiihrlichere Darstellung findet
man in [36], [37] und [38].

Definition 3.1: Sei H ein komplexer Hilbertraum; ein Operator I’ € B(H)
heifit Fredholm-Operator, wenn

(i) dim Ker F' < oo;
(ii) F(H) ist abgeschlossen;
(iii) dim Koker F' = dim Ker F* < oc.

Die Menge der Fredholm-Operatoren auf % wird im folgenden mit F(H)
bezeichnet.

Der klassische ' Fredholm-Index ist dann ein Mafl fiir den

Groflenunterschied von Ker F und Koker F, genauer:

Definition 3.2: Sei I’ € F(#). Dann ist verméoge
Ind F':= dim Ker ' — dim Koker F’
eine Abbildung Ind : F(H) — Z definiert, der Fredholm-Index.

Notation: Setze

FoH) ={F € FH)|Ind FF=n}.

Ein zentraler Punkt ist die Stetigkeit der Index-Abbildung, fiir deren Nach-
weis wir einige Hilfsmittel bendtigen. Zunéchst stellen wir zu diesem Zweck
zwei Kompositionsregeln fiir Fredholm-Operatoren vor.

Lemma 3.3: (i) Seien F' € F(H) und G € F(H') Fredholm-Operatoren.
Dann ist auch /& G ein Fredholm-Operator und es gilt:

Ind F&G =Ind F + Ind G ;

"Der Begriff des Indexes ist von Mingo [39] verallgemeinert worden, vgl. [38], [37].
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(ii) Sind Fy, Fy € F(H) Fredholm-Operatoren, so ist
Ind F1 e} F2 = Ind F1 + Ind F27

mit anderen Worten: F,,(H) - Fr(H) C Frgm (H).

Beweis: (i) Es ist ndmlich

dim Ker F &G — dim Koker P G

=dim Ker F& G — dim H G H'/Bild F & G

= dim Ker F' @ Ker ¢ — dim H/Bild F & H'/Bild ¢

= dim Ker F' — dim H/Bild ' 4+ dim Ker G — dim H'/Bild G
=Ind F + IndG.

(ii) Offenbar ist Fy o F, wieder ein Fredholm-Operator. Die Behauptung
ergibt sich dann aus folgender Uberlegung: Betrachte das kommutierende
Diagramm

0 > Hy > H > HY > 0
0 > Hy > H) > HY > 0

wobei die Zeilen exakte Sequenzen und F, I, F” Fredholm-Operatoren seien.
Dann gilt
Ind ¥ — Ind F' + Ind F"" = 012,

Wende diese Relation auf

0 sy H — s HaH —" 5 H s 0
FQl F1F2®Idl Fll
0 vy H— s HoH —L 3 H s 0

2Diese in der Literatur auch als Schlangenlemma bekannte Aussage erhilt man mit
Mitteln der homologischen Algebra; fiir einen Beweis verweisen wir auf [40].
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an, wobei

i(u) = (u, Fyu)
W = (Fuw)
p(u,v) = Fhu — v
q(u,v) = u — Fv

fiir w,v € H. Ohne Beweis zitieren wir

Theorem 3.4 (Atkinson): Ein Operator 7" € B(#) ist genau dann ein
Fredholm-Operator, wenn es ein S € B(H) sowie Ky, Ky € Joo (H) gibt mit

ST — Id = Ky und TS — Id = Ky'3.

Lemma 3.5: F,(H) + Jo(H) C Fn.(H).

Beweis: Sei F € F,(H) , K € J(H); nach einem Satz von Riesz [37],
welcher besagt, dal Id + K € Fy(H), ist dann jedes Quasiinverse G zu F
ebenfalls ein Fredholm-Operator mit Ind G = —Ind F. Wegen

GIF+K) — Id = GF — Id + GK € Ju(H)

und

(F+K)G — Id = FG — Id + KG € J.(H)
ist G’ dann auch Quasiinverses zu (F' + K) und Ind G = —Ind (F + K).

Wir sind nun in der Lage, eine schirfere Aussage {iber die Abbildung Ind :
F (") — Z zu machen.

Theorem 3.6 (Dieudonné): Ind : 7 () — Z ist lokal konstant.

136 heifit auch Quasiinverses zu 1. Ferner folgt aus dem Theorem von Atkinson, dafl
F(H) abgeschlossen ist beziiglich Komposition, Adjunktion und kompakten Stérungen,
vel. [37].
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Beweis: Sei F' € F(H), G ein Quasiinverses zu I', FG—1d = Ky, GF—1d =
K,. Dann gilt fiir alle T € B(H) mit || T || < || G ||~

F4+T € FH), ()

denn nach dem Neumannschen Kriterium [41] sind wegen || TG || < 1 und
|| GT || < 1 die Operatoren Id+ TG und Id + GT invertierbar und es gilt

(Id+ G 'G(F+T) = Id+ (Id+GT)™ 'K,
und analog
(F4+T)GUId+TG) ™ = Id+ K (Id+TG)™";

mit dem Theorem von Atkinson folgt dann die Behauptung (x). Da der
Fredholm-Index eines invertierbaren Operators verschwindet, ist wegen 3.3
und 3.5 der Beweis erbracht.

Bemerkung:  Die Menge V(X) der lsomorphieklassen aller Vektor-
raumbiindel iiber einem topologischen Raum X wird durch die Whitney-
Summe zu einer abelschen Halbgruppe, deren Grothendieck-Gruppe mit
K(X) bezeichnet sei. Sei Y ein weiterer topologischer Raum. Dann ist
nach einem Theorem von Atiyah und Janich, vgl. [37], K(X) zur Menge

[X,Y]:={f]| f: X — Ystetig},

wobei f die Homotopieklasse von f ist, isomorph. Insbesondere ist also die
Index-Abbildung eine Bijektion der Wegzusammenhangskomponenten von

F(H) auf Z.

Lemma 3.7: Sei U € Gy. Dann sind U4y und U__ Fredholm-Operatoren
mit Ind U;4 = —Ind U__.

Beweis: Nach dem Theorem von Atkinson ist Uyy (bzw. U__) genau dann
ein Fredholm-Operator, wenn Uy (bzw. U__) invertierbar modulo Jo ()
ist. Da U jedoch nach Voraussetzung invertierbar ist, ist Up4 (bzw. U__)
invertierbar modulo J3(#). Ferner 1a8t sich Uy & U__ stetig in U defor-
mieren '* ; da der Fredholm-Index invertierbarer Operatoren verschwindet,
folgt mit 3.3 die Behauptung.

M, = < Utt tU+_> ,0 <t <1, ist ein Fredholm-Operator.
tU_y U__
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Unter der Wirkung des Ladungsoperators
Q:=dl'(1) = dI'(Py) — dT'(P.)

spaltet der Fockraum in die direkte Summe von “Ladungssektoren” auf,

F.H) =P F. ,

neZ

dh. FeF,: QF =nF.

Ist U € G, so bildet f(U) Fo in Foyow) ab, wobei ¢(U) € Z durch U
eindeutig bestimmt ist. In der Tat haben Carey, Hurst und O’Brien gezeigt,
daBl ¢(U) durch den Fredholm-Index von U__ gegeben ist, d.h. also

q(U) = dim KerU__ — dim Ker UZ_ .

Insbesondere kann man im Fall ¢(U) = 1 den n-fach geladenen Sektor durch
wiederholte Anwendung von I'(U) aus dem Vakuumsektor erzeugen.
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4 Das freie Dirac-Feld in d = 2 Dimensionen

(i) Notation: Seien H = L?(R,dz)? und die y-Matrizen gegeben durch

o {0 1 5. o1 (1 0

Betrachte dann den freien Hamilton-Operator (zur Masse m = 1)
. d
H = _275_ + ,)/0
dx

auf 7 mit dem Definitionsbereich W;(R)2, wobei W;(R) den ersten Sobolev-
Raum bezeichnet. Wir verwenden im folgenden die Spektraldarstellung von
H auf # := L*(R,d#)? (¢ die Rapiditiit; diese ist mit dem Impuls iiber
p(6) = (cosh @, sinh ) verkniipft), welche induziert wird durch eine unitire
Transformation W : H — 7—2; letztere ist definiert vermdoge

(Wg)(2) : Z / dfe M 0y (6) g5 (6)

5-I-7

mit der inversen Transformation

W50 = = [ dre= 5 0500) - )

Die Dirac-Spinoren sind hierbei gegeben durch

ww= () =i ().

Ist dann A ein Operator auf 7, so erhilt man einen Operator auf H gemiB
A=WTTAW

und entsprechend umgekehrt. Die Spektralprojektoren Ps sind in der Spek-
traldarstellung durch

P_|_:((1) 8) bzw. P_:(g (1))

gegeben; um ihre Gestalt im Rapiditdtsraum anzugeben, beachten wir, daf§
der Hamilton-Operator im Rapiditdtsraum als Multiplikation mit

sinh 6 1
() = ( 1 —sinh@)

wirkt, so daf sich fiir die Projektoren

Py = %(1 + %f)) (Ey = cosh 6)
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ergibt. Schliefilich trigt # eine Darstellung der Poincaré-Gruppe, welche
gegeben ist durch

(U(a,/\)f)g(@) — eié(ao cosh f—al sinh@)f5(0 . Oé) 7

wobel

A (Cosha smha) ‘

sinh @ cosh «

(ii) Feld- und Observablenalgebren: Der durch e induzierte Zeitentwick-
lungsautomorphismus ist unitdr implementierbar und man setzt

Uy (f) == D)W ()T (e

Lokale Feldalgebren lassen sich dann folgendermaflen konstruieren: fiir
(t,x) € R* und R > 0 sei O(t,z, R) der (symmetrische) Doppelkegel mit
Basis Br(x) zur Zeit t. Hierbei ist Br(z) C R das offene Intervall um z mit
Radius R. Setze dann

F(O(t,z, R)) := {¥(f)|suppf C Br(x)}"

und
[l

7= JF0) :
(@

Nach Doplicher, Haag und Roberts [12] erfiillt F die Eigenschaft der “twisted

duality”!%: Fiir F' € F definiert man den bosonischen und fermionischen

Anteil von I’ durch
1 .
Fy = §(F:|:Ad I'(=1)(F))

und definiert )
FO) ={F +'(-1)I_|F € F(O)}.
Dann gilt statt Haag-Dualitdt:
F(O) =F(O).

Die lokalen Observablenalgebren bestehen aus den U(1)-invarianten Elemen-
ten der lokalen Feldalgebren:

AO) = F(O) n ATy eRY
= FO) n (T e Ry ;

“Da raumartig getrennt lokalisierte Fermifelder antikommutieren, ist Haag-Dualitit
kein geeigneter Begriff.
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die Algebra A(O) wird also erzeugt durch Monome in (W:(f), Us(g)*) mit
suppf,g C Bgr(xz), die jeweils die gleiche Anzahl Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren enthalten.

Es ist Binnenhei [35] gelungen, vermége geeigneter Multiplikationsoperato-
ren im Ortsraum unitdr implementierbare Bogoliubov-Transformationen T
anzugeben, die eine Ladung ¢(T) = 1 erzeugen und lokalisierte Automor-
phismen von A induzieren, die auch transportierbar sind — obwohl Haag-
Dualitét fiir das Netz O — A(O) des freien Dirac-Feldes in der Vakuum-
Darstellung in d = 2 Dimensionen verletzt ist. Wir wollen nun die Frage
untersuchen, ob sich die angegebenen lokalen Observablenalgebren A(Q) so
erweitern lassen, daf Haag-Dualitit gilt 6. Hierzu betrachten wir Multi-
plikationsoperatoren im Ortsraum, die zum klassischen Federbush-Modell
assoziiert sind, vgl. [42], [43].

Y Natiirlich kann man A%O) := A(O')" wihlen; wir méchten jedoch “kleinere” Erwei-
terungen finden.
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5 Das Federbush-Modell

Das Federbush-Modell beschreibt zwei Arten massiver, geladener Fermionen,
welche vermége einer Strom-Pseudostrom-Kopplung miteinander wechsel-
wirken [44]. Die Lagrangedichte der Theorie ist gegeben durch

L= Z Wiy 0, — m(s))W, — 2mhe, JJiJY,
s=%£1

wobel
Jﬁ = \1117“\115 ) \III = 6570

Der zugehorige Fockraum ist Fo(Hy1 B Ho1) =2 Fo(Hi1) @ Fo(H-1), wobei
Hs,s = £1, Kopien von H = L*(R,df)? sind. Sei ¢(-) die durch

(o) = 1 fir z>0
Tl -1 fir <0

gegebene Sprungfunktion und definiere die “Kink-Operatoren”
Uy =™ XeR,

mit Sprungstelle bei @ = 0 bzw. allgemeiner
U= U DO 1)

mit Sprungstelle bei = £. Ruijsenaars hat nun zwei Dinge bemerkt [42],
[43]: Zum einen ist die durch €Uy induzierte Bogoliubov-Transformation
zwar nicht unitdr implementierbar, aber doch implementierbar im Sinne von
quadratischen Formen; die auf diese Weise zu U assoziierte quadratische
Form auf den algebraischen Tensoren Dy, sei mit ¢)(£) bezeichnet. Zum
anderen ist das Federbush-Feld als quadratische Form gegeben durch

\II/\,S(g) = qu,s(f)@/\,—s(g) ;

hierbei ist W ; das freie Dirac-Feld und ¢, s(§) ist durch die Form ¢_),(§)
gegeben.

Wie erwidhnt, ist die Transformation Uy nicht unitdr implementierbar, da
Uxsx ¢ Jo. Wir betrachten aus diesem Grund Operatoren U, . mit
s — lim.0 Uy = Uy, welche die Hilbert-Schmidt-Bedingung erfiillen und
somit unitdr implementierbare Transformationen erzeugen. In Anlehnung
an Ruijsenaars fassen wir die zugehdrigen Implementer T'(U ) als zweit-

quantisierte “Feld-Operatoren” auf und untersuchen dann die lokalisierten
DHR-Morphismen, welche durch I'(U, .T") induziert werden.
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5.1 Definition der Operatoren

Sei «v eine reellwertige, ungerade C°°-Funktion, die fiir # > 1 den Wert 1
annimmt und im Intervall (—1,1) monoton wichst. Definiere dann

UAE::e”M(?) AeC,e>0.

)

Im folgenden werden wir die Indizes unterdriicken, sofern dadurch keine
Mifiverstdndnisse entstehen.

5.2 Implementierbarkeit

Behauptung: Fiir alle A € R ist die durch U, . induzierte Bogoliubov-
Transformation fiir m > 0 unitdr implementierbar.

Beweis: Wir definieren zunichst einen fiir A € R unitdren Operator UACE
vermoge

(]chs = COS7T/\—|—iSin7TAtanh%(é —iA) ,AeC

und setzen
L -
Dy.:=Uy.— U/\,s .

D operiert als Multiplikation mit einer Funktion aus S(R), und die Fourier-
transformierte von tanh 7 (2 —iA) (aufgefaBt als temperierte Distribution)
ist \
, 2 P
/dwe”’l’ tanh z(ac —A) = <PV ‘
2 ¢ sinhp

9

hierbei bezeichnet PV den Cauchy’schen Hauptwert. Wegen U,\ = (U))"”
geniigt es, die Hilbert-Schmidt-Eigenschaft fiir A € S := {A € C|[Re(\) < 1}

2
zu zeigen. Die uns interessierenden Kerne sind gegeben durch

Ui 5(61,0;) = PsWUWP_s

0 + 0,

= edC)\(ed]sinh 01 + sinh 63]) sinh( ),

wobei (mit p = sinh 6)

sinwtA e’

Ca(p) =

m  sinhp ~
Entsprechend ergibt sich
Ds_5(61,60;) = PsW'DWP_s

= 26D, (ed[sinh 6y +sinh 6,]) sinh(el—;iez)

9
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wobeil Dy die durch

1 :
Dy(p) = py e "P¥cos (FAa(z)) — cosTA

+ i(sin (7 Ae(z)) — sin A tanh g(ac —iA)]

gegebene Schwartzfunktion ist. Nun 188t sich zeigen, dafi Us_s in J; liegen.
Es ist ndmlich

61+ 6
/d01d02|U50_5|2 = 52/d01d02|@(55[sinh 6; + sinh 02])|231nh2(%)
= 252/d¢d0|CA(255sinh ¢ cosh 8)|*sinh? ¢
1 2 P
< t. e [ dpdb|C
< const. ¢ / pd6|C\(p)] Y
2,.2Ap
< const. 5_1/dpd0p_ 62 ;3 < oo
sinh“ p cosh” 4
und analog
2 2 . . 2 . 2 01 + 02
df,dby|Ds_s5|* = = df1df3| Dy (=é[sinh 6, + sinh 6;])|* sinh (T)

= 2¢° / dpdf| Dy (226 sinh ¢ cosh 8)[*sinh? ¢

2

< const. e_l/dpd0|DA(p)|2 p3 < o0,
cosh” 6

da Dy € S(R). Damit ist der Beweis erbracht.

Bemerkung: Ruijsenaars beweist in [43] eine stdrkere Aussage, ndmlich die
Tatsache, daB die Operatoren Us_s ||.||2-ganze Funktionen in A sind; wir
bemerken, daf$} fiir m = 0 die Operatoren U, . nur fiir ganzzahliges A imple-
mentierbare Bogoliubov-Transformationen induzieren, vgl. auch [45]. Wir
wollen diesen masselosen Fall etwas ndher untersuchen. Hierzu betrachten
wir etwas allgemeiner die Bogoliubov-Transformation

f f/ 2iA4 (1) 0 f
(fi’)—>(ff_’):: (e 0 ezm_(.))(fir) :

wobei A, ,_ glatte Funktionen sein sollen, welche fiir [z, ,_| — oo gegen
endliche Grenzwerte streben und die auflerdem die Bedingung

Ay (+o0) = -Ay, (-)
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erfiillen. Die assoziierten Integralkerne ergeben sich zu (6(.) bezeichne die
Heavyside-Funktion)

Ki(p.q) = 0(p)0() K" (p,q) + 0(—p)0(—) K, (p,q) i=1,2,3,4.

Hierbei sind

Ky (pg) = e7™-N6p—q)+ Fyym(p—0q)
K} _(pg) = e ?™=-IF _(p+q) |

K3, _(pg) = KL (-p.—q)

Ky (pg) = Ky (-p,—q) ,

wobel

Fyy-(p) = %/ da[e?A4/-(@)+0g - (o0)) _ q)Fipe

o0

Um sicherzustellen, daf die induzierten Morphismen in Doppelkegeln loka-
lisierbar sind, wollen wir uns auf solche Funktionen AL ,_ einschrinken, die
auflerhalb eines beschrdnkten Intervalles konstant sind (s. Abschnitt 3). Die
Hilbert-Schmidt-Bedingung fiir die Kerne Ky und K3 ist erfiillt, falls

Die Gruppe der implementierbaren Bogoliubov-Transformationen zerfillt
mithin in disjunkte Klassen C'(ny,n_). Labonté [46] unterscheidet fer-
ner schwache und starke Transformationen: man spricht von einer starken
Bogoliubov-Transformation, falls K; und K4 nichtleeren Kern haben; in die-
sem Fall ist das transformierte Vakuum Q' orthogonal zu . Die schwachen
Transformationen sind gerade durch die Klasse C'(0,0) gegeben, alle anderen
Klassen induzieren starke Bogoliubov-Transformationen. Man erkennt, daf
masselose Theorien wie etwa das mit dem Federbush-Modell eng verwand-
te masselose Thirring-Modell zur Untersuchung von Zopfgruppen-Statistik
in unserem Rahmen nicht geeignet sind, da die Implementierbarkeit der
Bogoliubov-Transformationen dann stets fermionische Statistik impliziert.
Wir betrachten daher von nun an nur noch den Fall m > 0.

5.3 Lokalisierbarkeit und Ladung

Binnenhei hat folgendes bewiesen: U € G, induziert genau dann einen in
0(0,¢, R) lokalisierten Automorphismus von A, wenn es fiir jede der beiden
Zusammenhangskomponenten A;, i = 1,2, von R\ Br(&) ein 7a, € U(1)
gibt derart, daf3

Ug=1a,9 Vgée&H mit supp Wg C A; .
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Der Bogoliubov-Operator U, . liefert also einen in O(0,0,¢) lokalisierten
Automorphismus.

Induzieren nun U,V € G, jeweils einen in O(0, &, R) lokalisierten Morphis-
mus, so gilt dies auch fiir ihr Produkt, denn es ist ja

(UV)(g)=U(Vg)=UrX.g=T7K,TX.9

fiir alle ¢ € H mit supp Wg C A; ,i=1,2.

Behauptung: Ind Uy .56 =0, 6 =+, —.

Beweis: Ux.5-5s € J2 VA € R impliziert, dafl U, .ss fiir alle reellen A
Fredholm-Operatoren sind; aufgrund der Stetigkeit in A und Up.ss = 1
liegt U 55 in der Zusammenhangskomponente der Identitét.

5.4 Transportierbarkeit

Wir beschrdnken uns auf die Situation zur Zeit ¢ = 0. Wir haben be-
reits gesehen, daf U), . einen in O(0, 0, ) lokalisierten Morphismus induziert.
Entsprechend erzeugt Multiplikation mit ™75 ginen in 0(0,&,¢) loka-
lisierten Automorphismus, der zum ersten dquivalent ist. Wir zeigen, daf}
diese Aquivalenz durch ein unitires Element einer lokalen Observablenalge-
bra vermittelt wird.

Sei hierzu U der den in 0(0,&,¢) lokalisierten Morphismus induzierende
Bogoliubov-Operator und T'(U¢U*) implementiere die durch USU* erzeugte
Bogoliubov-Transformation. Dann bildet T'(U¢U*) die Ladungssektoren in
sich ab und vertauscht mit den globalen Eichtransformationen T'(e?). Sei
nun O D 0(0,0,2) U O(0,&,<). Dann soll f(UgU*) in A(O) enthalten sein;
es bleibt zu zeigen, daB T'(USU*) € F(O)T = F(O')'. Sei f € H so gewihlt,
daf supp Wf N B(O) =0 (B(O) die Basis von O) gilt, so ist

D(USUU(/)D(USU*)* = W(UUS)
= W(W LU W f)
= V().
Man beachte, daB T(U\EUY,) fiir A # X nicht in A(O) liegt, da U\U,

dann auf O nicht die Identitdt ist (sondern ein U(1)-Phasenfaktor, ndmlich
ETO=N)),

Die Komposition zweier in O lokalisierter, transportierbarer Automorphis-
men gy, 02 ist ebenfalls transportierbar, denn:

Seien g1 = Ufp Uy und g2 = UjpoUs, Uy, Uy die entsprechenden Ladungs-
transporter. Dann ist

0102(A) = Ad Ui o Ad Uj0,(A)
Ad Ufe1(Ad U3 02(A))
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= U1*91(U2*92(A)U2)U1
= Ufo1(U3)e102(A)o1(U2) Uy
= (91(U2)U1)*Q1Q2(A)(QI(U2)U1)-

5.5 Lokale Normalitat

Behauptung: V € G,, induziere einen in O lokalisierten, transportierbaren
Automorphismus gy von A. Dann gilt

mola(0) = 7o 0 ov]a(0) -

Beweis: Es existiert namlich ein Bogoliubov-Operator Vi € Gy, welcher
einen zu gy innerdquivalenten Automorphismus in einem zu O raumartigen
Gebiet Oy erzeugt derart, daB T'(V)T'(V})* die Aquivalenz vermittelt. Somit
hat man fiir A € A(O)

(rooov)(4) = mo

Il
=
o

ll
=
(=}
=i

Il
=
o
D T e N N N Y

Insbesondere sind also die durch U, . erzeugten Morphismen lokal normal.

Zusammenfassung: Es ist gelungen, lokalisierte, transportierbare, neutrale,
lokal normale Automorphismen der quasilokalen Algebra A anzugeben. In
Verbindung mit den geladenen Morphismen von Binnenhei erhilt man somit
fiir jeden Ladungssektor eine einparametrige Schar von Automorphismen,
die (vom Vakuum) in den jeweiligen Sektor fiihren 17.

5.6 Statistik und Erweiterungen des Netzes O — A(O)

Sei e
fT ‘: ewroz( E ) 0
o 0 1

Dann induziert ¢T, einen in O(0, &, ) lokalisierten, einfach geladenen Auto-
morphismus von A. Ferner setzen wir 5VA75 = gUA755T5 und bezeichnen den
hierdurch erzeugten Morphismus mit py.

Tor(A) := T(Ux)eW (AT(Ur.)*: die g sind jedoch fiir A # A nicht in-

nerdquivalent, s.u. .
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Fiir 0(0,¢,2) x 0(0,&, ) ist [[(¢T), (' T*)]4 =0 , denn gy ist fiir A =0
ein lokalisierter Morphismus des freien Dirac-Feldes [35] und daher gilt:

—1=¢,, = DETETYTEDTETETDET)
= PETYTEDDETHIET)

Ferner haben die Operatoren Uy gerade die Gestalt Uy = €4 Damit
['(¢Uy) und T'(¢'Uy/) (fiir raumartige Lokalisationsgebiete) vertauschen, muf
der Lie-Algebra-Kozykel C'(£Ay,¢ Ay) verschwinden (modulo 27). Hiervon
iiberzeugt man sich leicht durch explizites Nachrechnen !®: Die relevanten
Faltungskerne sind gegeben durch (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
seien € = 1 und & = 0 angenommen)

0 + 0,

As_5(01,02) = i(S/\\/g &[0 (sinh 61 + sinh 63)] sinh( ),

wobei & die Fouriertransformierte ' von « bezeichnet, und aufgrund der
ungeraden Symmetrie der Funktion « ergibt sich

0, + 02

As_5(61,02) = i/\\/g &(sinh 61 4 sinh 63) sinh( )

mit anderen Worten: Die Kerne A;_ und A_4 stimmen iiberein, woraus
die Behauptung folgt.

Wir sind nun in der Lage, den Statistik-Operator ¢,, anzugeben. Es ist
ndmlich

on = DEVEVYTEVIDEVEVID(EV)®
= TEVYTEVTEVHIEV) .

Dann gilt aber unter Benutzung von Lemma 2.4 bzw. Lemma 2.5 2°:

8 Djese Rechnung wird z.B. in dem Buch von Pressley und Segal [60] in einem etwas
allgemeineren Rahmen durchgefiihrt.
%im Sinne von Distributionen

20Wir bezeichnen den auftretenden (Lie-Gruppen-) Kozykel mit c(.,.).
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LEVIDEVS)

=EUSDL(ETU7)
= (U ST (T U TN EDD TN E T EUY)
= —c(CUST) e T S U T EU)LETHTET)T(EU)
=~ e (CUL ST T e(FT U T E T D U)LY
= —e 2T (U ST T e(F T S U I (T DU DU ()
— _ei2msian(e =6 (€€ U [ (EUET)

227r/\51gn(£ f) (f V*) (fv)

Folglich erhilt man

€py = _€i27r/\sign(£'—£)1
Fiir den Fall, dal A # )\ ist, ist der Statistik-Operator aufgrund der Tat-
sache, dafl zueinander raumartig lokalisierte, transportierbare Morphismen
kommutieren (vgl. beispielsweise [26]), ebenfalls ein Vielfaches der Eins.

Durch eine analoge Rechnung erh&lt man

c(or, o) = —emAEN)sign(E’=8)q

Bemerkung: Die Beobachtung, dafl das Federbush-Feld nicht in der
Borchers-Klasse des freien Feldes liegt, siehe z.B. [47], spiegelt sich in unse-
rem Rahmen in der Tatsache wider, dafi das “Feld”f(U) zwar lokal, jedoch
i.a. nicht lokal relativ zum “Feld”I'(T) ist.

Zur Erweiterung des Netzes schlagen wir zwei Alternativen vor. Einerseits
haben wir oben gesehen, daB T'(¢Uy) zwar in A(O(0,¢,¢)')’, nicht jedoch in
A(0(0,&,¢)) liegt. Man kann daher die Operatoren I'(¢Uy) zu A(0O(0,&,¢))
hinzunehmen und die davon erzeugte von-Neumann-Algebra als neue Obser-
vablenalgebra betrachten. Wir vermuten, dafl dies gleichbedeutend ist mit
dem Ubergang zum dualen Netz A7 ?'; in jedem Fall ist man aber gezwun-
gen, die Lokalisation in Doppelkegeln aufzugeben, da die Kink-Operatoren
['(Uy) nur in Halbriumen lokalisiert sind (nach Ausfiihrung einer globalen
Eichtransformation). Man betrachtet daher die Algebren A(W4) zu Keilge-
bieten

Wy = {z e R¥|2°|< 2!} ,

TAY0) = A0
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fiir die Haag-Dualitdt aus “twisted duality” (bzw. aus einem Resultat von
Bisognano und Wichmann [48]) folgt:

AW 4+ 2) = AW_ + )"

Die Morphismen g, lassen sich offenbar auf das derart erweiterte Netz fort-
setzen und liefern eine massive Einteilchendarstellung 2. Die noch zu un-
tersuchende Streutheorie rechtfertigt eine solche Solitonen-Interpretation .
Andererseits kann man ein Analogon zu der von Fredenhagen, Rehren und
Schroer [21] fiir den konformen Fall eingefiihrten universellen Algebra be-

trachten. Sei hierzu

und

A (O 1= A(OY

Dieses Netz 21 erfiillt nach Konstruktion Haag-Dualitit. Die Algebren
A1 (O) und A;(0O') erzeugen nun eine C*-Algebra A;, die durch die fol-
genden Eigenschaften eindeutig festgelegt wird:

(i) Es gibt unitale Einbettungen o : Ay(I) — A; derart, daB fiir alle
I,J e X :={0,0|0 € K} gilt:

LJ|A1(I):LI A C J,
und A; wird von den Algebren ¢(A;(])) erzeugt.

(ii) Fiir jede Familie normaler Darstellungen (7%)jex, = : A(I) —
B(H), mit
7TJ|A1(I):7TI I C J,

existiert eine eindeutig bestimmte Darstellung 7 von Ay in H, derart,

daf3
I I

Tou =m
Es sei angemerkt, da die durch ¢/(A) — A induzierte Vakuumdarstellung
7o von Aj nicht notwendig treu ist.
Wir wissen bereits, wie py auf den lokalen Algebren A;(Q) operiert; um
diesen Morphismus auf 4 fortzusetzen, geniigt es daher zu sagen, wie g,
auf den Algebren A;(0'), also auf den Kommutanten A(QO)’" wirken soll. Sei
hierzu g, lokalisiert in Oy = O0(0,&,2) und O = 0(0,&,¢’) ein weiterer

22Die Erzeuger der Translationen sind dieselben wie beim freien Feld; es existiert somit
eine isolierte Massenschale.

2*In unserem Fall sind rechtsseitiges und linksseitiges Vakuum durch eine innere Sym-
metrie verbunden; fiir eine Verallgemeinerung siehe [49].

#Der Begriff des Netzes wird strenggenommen nur fiir gerichtete Systeme verwendet;
wir benutzen denselben Ausdruck, da keine Mifiverstiandnisse zu befiirchten sind.
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Doppelkegel. Dann ist gy unitdr dquivalent zu einem in (O lokalisierten
Morphismus gy vermége

T =TEVL)TEV,)
Dieser Ladungstransporter liegt in einer lokalen Algebra Al(@), 0> 0OyU
01, denn

FEVA )T (VA U (NT (VAT (E V)™ = W(f)
fiir suppW f N Bz = 0. Setze dann
Qj\“l(ol) — AdT*|A1(Ol)’

Dies ist wohldefiniert, denn angenommen A liegt sowohl in A; (O(0,&1,£1))’
als auch in Ay (0(0,&,22))’, so wirken AdI'(1V, ;) und AdL(2V) .,) auf
A wie die Identitit, so dafl also

oV () = 1 ()

Die derart fortgesetzten Morphismen induzieren massive Einteilchendarstel-
lungen: die Kovarianz folgt aus der Kovarianz der Bogoliubov-Operatoren
&y

Ula, )*VU(a,1)* =V |

wobei U(a, 1) die darstellenden Operatoren der Translationen in der oben an-
gegebenen Darstellung der Poincaré-Gruppe sind. Die Erzeuger der Trans-
lationen stimmen daher mit denen des freien Feldes iiberein, so dafi die
Existenz einer isolierten Massenschale sichergestellt ist. Damit sind alle
Voraussetzungen der Haag-Ruelle-Streutheorie erfiillt, die wir im nichsten
Abschnitt besprechen wollen.

Interessanterweise sind nun die Morphismen py und gy fiir A # A’ nicht
mehr dquivalent; da das Netz Haag-Dualitit erfiillt, ist Aquivalenz gleich-
bedeutend mit innerer Aquivalenz: es existiert nimlich ein Doppelkegel O,
welcher die Lokalisationsgebiete von gy und gy enthilt, so dafl die Morphis-
men auf A; () trivial wirken. Dann vertauscht aber der unitdre Operator
U, welcher die Aquivalenz vermittelt, mit AL (O, liegt also aufgrund von
Haag-Dualitdt schon in A;(Q). Wéiren nun gy und gy innerdquivalent, so
miilten die zugehdrigen Statistik-Operatoren €,, und ¢,,, iibereinstimmen;
dies ist jedoch nicht der Fall.

5.7 Streutheorie

Die LSZ-Streutheorie fiir das Federbush-Modell ist von Ruijsenaars in [43],
[51] ausfiihrlich behandelt worden. Wir zitieren daher nur das fiir uns wich-
tige Resultat und verweisen fiir Details sowie Beweise auf die angegebenen
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Originalarbeiten. Alle Felder seien aufgefafit als quadratische Formen auf
Di° und ¢ bezeichne das Vorzeichen der auftretenden Ladungen. Definiere
dann

Ns(2) =9

>

- \11075(96)5;% , ex =in,out

wobei
(S/\\II) (017 G15 51y« 0717 Gn; Sn)
= 6““\ Ei<] E(ei_ej)(Si_sj)qiqqu(OM 41,51y, 0717 Gn; Sn)

die LSZ-S-Matrix S, definiert. Diese Bezeichnungen werden durch die fol-
gende Tatsache gerechtfertigt: Sei F(z) eine Losung der Dirac-Gleichung
zur Masse m(s) derart, daf die Fouriertransformierte von Fy(z) in C§° liegt.
Fiir ¢, ¢ € D sei auflerdem

oy = / ' Fy(z) - (0, U o(2)9)

und
Qey 1= /davlFs(O7 z') - (v, (0, z')$) ,ex =in,out .
Dann gilt:
lim a; = ey ,ex = out,in.
t—too

Ruijsenaars hat ferner unter Benutzung eines Resultates von Hepp [52] ge-
zeigt, daf die ein- bzw. auslaufenden Felder WX, mit den asymptotischen
Feldern der Haag-Ruelle-Theorie fibereinstimmen.

Wir wollen nun die Haag-Ruelle-Streuzustdnde fiir die Morphismen p)
im Rahmen des Feldbiindelformalismus konstruieren. Hierzu gehen wir
zundchst auf die Existenz globaler Selbstintertwiner ein und verdeutlichen
die auftretende Schwierigkeit im Fall von Theorien auf dem Kreis, d.h.
Ay = A;(S1) [21]. Das Problem besteht darin, da der Statistik-Operator
von der Wahl eines “Punktes bei Unendlich”¢ € S' abhingen kann. Ist
ndmlich ¢ in einem Intervall J lokalisiert und o in einem Intervall I, und
sei £ € I' N J’" gewihlt, so dndert sich der Statistik-Operator ¢ (g, o) nicht,
solange man & stetig verschiebt; I'N.J’ besitzt jedoch unter Umstinden zwei
Zusammenhangskomponenten A; 5. Wihlt man nun £ € Ay und ¢ € Ay,
so stimmen die assoziierten Statistik-Operatoren nur im Spezialfall trivialer
Monodromie iiberein!

Globale Selbstintertwiner lassen sich dann wie folgt konstruieren: Seien
¢ und o beide in [ lokalisiert und o sei lokalisiert in J und liege in der
Aquivalenzklasse von p. Dann stimmen die Statistik-Operatoren €(0,0) und
€(o, p) fiir £ und ¢ iiberein. Setzt man

A ={AMNI CSHLEE T}
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so liegen die Operatoren ¢(p, o) und ¢(o, ) in As N A¢, so dal aufgrund von
Haag-Dualitdt ein Intertwiner S : mgp — 79 existiert, der sowohl in 7y (Ag)
als auch in mo(A¢) liegt. Sind Sy € Ag¢ bzw. Sy € A¢ die entsprechenden
Urbilder, so definiert

S, = 575,

einen globalen Intertwiner von g nach p. Entscheidend ist nun, dafl S, in der
Vakuumdarstellung trivial ist, wihrend moo(S,) gerade der Monodromie-
Operator ist:

0 (S,) = mo(€(2, 0)€(0; 0))

Von der Wahl des “Punktes bei Unendlich”hdngt also grob gesprochen ab,
ob I rechts oder links von J liegt und somit die Lage der Lokalisationsgebiete
von Morphismen relativ zueinander, vgl. auch Kapitel 1. Die Auszeichnung
eines solchen Punktes £ ist im Fall von Theorien auf der reellen Geraden, wie
sie von uns betrachtet werden, aber in natiirlicher Weise vorgegeben. Die
Wabhl eines Blattes in der Uberlagerung, die auf S notwendig ist, eriibrigt
sich daher.

Wir haben oben gesehen, dafi alle Voraussetzungen der Haag-Ruelle-
Streutheorie erfiillt sind, die wir jetzt kurz vorstellen wollen, um sie dann
auf unser konkretes Beispiel anzuwenden, vgl. [13], [2], und im Fall von
Lokalisation in raumartigen Kegeln in 2+ 1 Dimensionen [53]. Seien daher
B’ € A;(O) fiir einen Doppelkegel O und B’ = {p, B’} das assoziierte Feld.
Ferner sei g eine Schwartzfunktion auf dem Minkowski-Raum, deren Fourier-
transformierte das Spektrum von B’ nur auf der Massenschale schneidet.
Definiere dann einen Einteilchenzustand vermoge

Bi= [ dagle)a.(B)

Durch unsere Wahl von ¢ und B’ haben wir sichergestellt, dal B fast-lokal
ist. Ist nun

f(z) = / dpf (p)itee'=Es)

mit
f(p) eCe® und E, = /p? +m?

eine C*°-Lésung positiver Energie der Klein-Gordon-Gleichung zur Masse
m, so definiert man mit Hilfe von

Bs(t) = /0:7: dxlf(x)oex(B)

einen Eigenvektor des Masse-Operators M? zum Eigenwert m? (also einen
Einteilchen-Zustandsvektor), der nicht von der Zeit abhéngt:

V=B (1) = {o, ¥}
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Mit anderen Worten: Man definiert Einteilchen-Zustdnde zu einer festen Zeit
und propagiert diese mit Hilfe einer Lésung der Klein-Gordon-Gleichung zu
beliebigen Zeiten. Im n&chsten Schritt konstruiert man in kanonischer Weise
Vielteilchenzustédnde

Bfn(t)...Bfl(t)Q ,
wobei wir annehmen [52], vgl. auch [13], daf die f; im Rapiditdtsraum

paarweise disjunkten Triger haben ?°, und zeigt die starke Konvergenz der

Ausdriicke
Uy Xip oo X Uy 1= tlim B, (1) ...By(1)Q
=0

bzw.
\pn Xout---xoutqll = lim Bfn(t)Bfl(t)Q s

t——+oo
so daf} es Sinn macht, diese Objekte als ein- bzw. auslaufende Streuzustidnde
zu interpretieren.
Wir wollen jetzt Skalarprodukte von Streuzustinden explizit ausrechnen.
Hierzu bendtigen wir eine Version des sogenannten Cluster-Theorems, deren
Beweis man in [13] oder [53] finden kann.

Lemma 5.1: Seien
B, ={0, B} €F(O;) ,i=1,...,4
mit Q7 U O3 X O U Oy und T = (p304|1|0102). Setze
Ti:=sup{|t| | O1 UO3+ (¢,0) C (02U Oy)'}

Sind dann p; = p3 lokalisierte, Poincaré-kovariante, irreduzible Morphismen,
so gilt

4
|(B4B3f27 TBQBlﬂ)—(B:gQ, Blﬂ) (B4f27 le (T)BQQ)| < CnT_nHTH H HBZHQG
=1
fiir alle n, wobei ¢; das (eindeutig bestimmte) Linksinverse zu p; ist und
$1(T) = (04|¢1(T)|02); ¢, hdngt nur von der Ladung der B; ab.

Sei nun U; = By, (6)Q = {o;, ¥} ,t=1,...,n, eine Menge von normierten
Einteilchenzustinden mit paarweise disjunktem Triger im Rapiditdtsraum,
wobei simtliche g; Kopien von g, sein sollen. Ferner kénnen wir ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf} die Indizes nach wachsender
Rapiditdt geordnet sind:

suppf; < suppr_l ga=1,...,n—1,

#*Diese Forderung stellt sicher, daB die Streuzustinde schneller als jede inverse Potenz
von |t| konvergieren.
265 148t sich sogar eine exponentielle Schranke beweisen, siche z.B. [53]



5 DAS FEDERBUSH-MODELL 42

d.h. suppf; liege im Rapiditdtsraum links von suppr_l. Dann ist nach
Konstruktion klar, dafl sich im Limes grofler Zeiten die Konfiguration

(U1,07) < ...< (¥,,0,)
und fiir ¢ - —oo die Anordnung
(\Iln, On) < ... < (\Ill, 01)

einstellen. Diese aus- bzw. einlaufenden Konfigurationen werden aber gera-
de verkniipft durch die unitdre Transformation

Sy = (_€i27r/\)zi<J 11 _ (_ei27r/\)ﬂ"2—_111

Damit erhélt man durch wiederholte Anwendung von Lemma 5.1 [13], [53]:
((qln7 On) Xout ++ + Xout (\Illv 01)7 S/\(qlnv On) Xout «++ Xout (\Illv 01))

_ (_62'27r/\)ﬂ"2—_1l
Schlieilich wollen wir in der obigen Betrachtung fiir die Einteilchenzustédnde
U, = {p;, ¥} unterschiedliche Werte von A zulassen, d.h. p; = p,,, und
lediglich >, A; = A (A fest vorgegeben) fordern. Dann werden ein- und
auslaufende Streuzustinde aber durch

Sy = (= 1) 5 eimn=1A

verkniipft; mit anderen Worten: Der auftretende Phasenfaktor hingt nur
von der “Gesamtladung”A ab.

Wir interpretieren dieses Ergebnis in der folgenden Weise: Die Morphismen
o) beschreiben freie Anyonen, deren Streuverhalten allein durch den stati-
stischen Parameter bestimmt ist, welcher seinerseits mit der Kopplungskon-
stanten des Federbush-Modells verkniipft ist. Die in der S-Matrix auftreten-
de Phase tragt zum Streuquerschnitt nicht bei; folgt man einem Vorschlag
von Swieca [54] und spaltet die Streumatrix in einen kinematischen und
einen dynamischen Anteil auf, so ist in unserem Fall der dynamische Teil
trivial. Wir bemerken, daffl man z.B. im Fall des Sinus-Gordon-Modells eine
analoge Interpretation wihlen kann [55].
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Es ist gelungen, mit Hilfe von implementierbaren Bogoliubov-
Transformationen lokalisierte DHR-Morphismen anzugeben, die nicht-
triviale (anyonische) Statistik aufweisen und mit dem Federbush-Modell
eng verwandt sind bzw. sogar als lokalisierte Morphismen dieser Theorie
gelten kénnen. Vollig analog lassen sich auch Morphismen fiir weitere
Modelle wie z.B. das masselose Thirring-Modell oder das Ising-Modell im
Skalenlimes konstruieren, jedoch tritt hierbei keine exotische Statistik auf
(das massive Federbush-Modell zerfdllt fiir m(s) — 0 in zwei entkoppelte
masselose Thirring-Modelle mit Kopplungskonstanten A und —A; wir haben
aber gesehen, dafl die entsprechenden Bogoliubov-Transformationen bei
m = 0 nur fiir ganzzahliges A implementierbar sind, so dafl man stets
Fermi-Dirac-Statistik erhilt).

Es ist nun eine interessante Frage, ob der in der Streumatrix auftreten-
de Phasenfaktor Experimenten zugénglich ist. Wir haben bereits erwdhnt,
dafl das gefundene Streuverhalten “typisch” fiir Solitonen ist. Man k&nnte
daher an eine Realisierung der folgenden Form denken, die von Goldstone
und Wilczek in [56] vorgeschlagen worden ist: Betrachte ein Polyacetylen-
Molekiil, dessen Grundzustand schematisch auf zwei verschiedene Weisen
dargestellt werden kann:

Ac NN\ oder B AV

d.h. Einfach- und Doppelbindungen alternieren jeweils. Eine Stérung dieses
Grundzustandes der Gestalt

SRVANVAVIAVIARES

188t sich durch endliche Umordnungen von Elektronenbindungen nicht in
eine der Formen A oder B iiberfiihren und stellt ein Soliton dar. Baut man
nun zwei Stérungen ein,

Y ANVAVVAVANRRI

so kann man diesen Zwei-Solitonen-Zustand durch “Hinzufligen eines Elek-
trons” in den Grundzustand B iiberfithren; ein Soliton trigt somit quasi
eine halbzahlige “Ladung”. Su und Schrieffer haben fiir andere Polymere
weitere “fraktionelle Ladungen” angegeben, vgl. [57] und die dort angege-
bene Literatur. Man koénnte versuchen, in langkettigen Molekiilen solche
Storungen an verschiedenen Stellen anzuregen und die Existenz des Phasen-
faktors durch einen Vergleich von Laufzeiten mit und ohne Streuung nach-
zuweisen. Kin dhnliches Konzept liefle sich eventuell auch in Spin-Ketten
umsetzen 27. Wir wollen an dieser Stelle qualitativ diskutieren, warum sol-

2"TBemerkenswerterweise findet man solche solitonische Ausbreitung auch im menschli-
chen Nervensystem: Reizinduzierte Impulse propagieren langs der Axonen ohne Anderung
der Signalform [58].
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che Laufzeitdifferenzen fiir Solitonen in gewissen Modellen zu erwarten sind
[63], miissen jedoch feststellen, dafl in unserem Fall kein solcher Effekt auf-
treten sollte. Betrachte zunichst ein klassisches Teilchen der Energie F in
einer Raumdimension, das sich in einem zeitunabhingigen Zentralpotential,
welches im Unendlichen verschwindet, bewegt. Zur Zeit t; befinde sich das
Teilchen bei z; und entsprechend zu einer spiteren Zeit ¢y bei . Bezeichnet
dann v die Geschwindigkeit, so gilt (siche z.B. auch [64])

. P /xf dz
Foe = s vz, E)

0 ggfd E
- 8_E/x, $p($, )

J
= —[S+E{t,—t ,
a0 T Bty =)
wobei S 1= fttf dtL(z, i) die Wirkung ist; ¢ ist hierbei natiirlich als Funkti-
on von zy und £ aufzufassen. Diese Beziehung bleibt nun auch im feld-
theoretischen Zusammenhang giiltig, denn vermdge der Euler-Lagrange-

Gleichungen erhdlt man mit £ = L(¢, ¢):

[0 dt [ dal + E(ty —t;)

; ot
=ty —t)+ (F- fdﬂfg—i@t:tf + Li=t,) 5%

=ty —1

Andererseits ist aber fiir die freie Theorie

1 = () (g — )]

woraus man durch Differenzbildung findet:
.0
At(F) = lim G_E[S + E(ty —t;) —p(E)(zf— ;)]

Hierbei ist der Limes fiir ¢;, 2; — —oo und ¢y, 25 — oo (wobei ¢y und z;
durch die Dynamik des Systems korreliert sind) zu betrachten. Fiir Potentia-
le endlicher Reichweite geniigt es natiirlich, wenn z.B. x; links und x; rechts
vom Lokalisationsgebiet des Potentials (das als zusammenh&dngend ange-
nommen werden soll) liegt. Auf der anderen Seite wird nun die Schrédinger-
Gleichung fiir einen Hamiltonoperator I in der WKB-N&herung gelst durch

¢($> — ezu(x) 7

wobei fiir eine klassisch unbeschrinkte Bewegung

u(w) = / " da'pla, E)

0
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gilt, d.h. es tritt ausschlieBlich Transmission auf, und zwar mit einer Am-
plitude S(F) = ¢23(E) wobei §(E) durch diese Relation definiert wird (im
Rahmen der Streutheorie ist S(£) Eigenwert der S-Matrix und hat wegen
deren Unitaritdt den Betrag eins). Die Phasenverschiebung 6(£) wird in der
WKB-Approximation gegeben durch

3(8) =tim [ dalple, B) - p(B)]

hierbei ist der Limes wieder im obigen Sinne aufzufassen. Durch Vergleich
erhdlt man daher

d
At(F) = E%(E)

Man sollte erwarten, dafl dieses Resultat fiir Quantenfeldtheorien im semi-
klassischen Limes giiltig bleibt.

Insgesamt haben wir daher folgende Argumentationskette: Die Eigenwer-
te der S-Matrix h&ngen im allgemeinen von der Energie ab; die assoziierte
Streuphase 6(L) sollte sich dann in einer Laufzeitdifferenz A¢(F) manife-
stieren. Fiir das Federbush-Modell ist die Streuphase jedoch energieun-
abhingig, woraus At(F) = 0 resultiert. Obwohl daher die Lagrangedichte
der Federbush-Theorie auf ein wechselwirkendes Modell hindeutet, sehen
wir keine Moglichkeit, das Federbush-Feld experimentell vom freien Feld zu
unterscheiden.
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A Anhang

A.1 (- und von-Neumann-Algebren

Wir stellen der Vollstdndigkeit halber einige im Zusammenhang mit Opera-
toralgebren wichtige Begriffe vor, vgl. [59]. Ist A ein komplexer Banachraum
versehen mit einer Algebrastruktur derart, dafl

eyl < llzllllyll Yo,y e A,

so nennt man A eine Banach-Algebra. Existiert ferner eine normerhaltende
Involution * auf A mit der Eigenschaft

lozll = [l2]*  VoeA,

so heifit A eine C*-Algebra.

Ein lineares Funktional w auf einer C*-Algebra A heifit positiv, falls
w(z*z) > 0 Yz € A. Ein positives lineares Funktional w auf A mit w(1) =1
wird als Zustand auf A bezeichnet. Bemerkenswerterweise induziert jedes
positive lineare Funktional w auf einer C*-Algebra A eine Darstellung w,
von A auf einem Hilbertraum 7, mit einem Vektor Q, derart, dafl 7, (4)Q,
dicht ist in #H, und w(z) =< Q, 7, (2)Q, > Vo € A; dies ist die Aussage
des bekannten Gelfand-Naimark-Segal-Theorems (GNS-Konstruktion).

Sei nun H ein Hilbertraum und B(#) die Menge der beschriankten linearen

Operatoren auf H und setze fiir M C B(H):
M :={z € B(H)|]aM = Ma YM € M} ;

M’ ist die sogenannte Kommutante von M und nach Konstruktion eine
unitale Banach-Algebra. Ist eine Unteralgebra von B(#) invariant unter
der Involution, so spricht man von einer *-Unteralgebra. Unter einer von-
Neumann-Algebra in #H versteht man eine *-Unteralgebra M von B(H) mit
der Eigenschaft, da M = (M')" = M".

A.2 Die Gruppe U,.s(H)

Wir wollen in diesem Anhang eine etwas geometrischere Sichtweise vorstel-
len, die z.B. in [60], [61] eingehend diskutiert worden ist. Man faft in die-
sem Zugang diejenigen Vektoren im Fockraum, welche den reinen, quasi-
freien Zustdnden entsprechen, als Schnitte eines komplexen Geradenbiindels
DET* (des dualen Determinantenbiindels) iiber einer komplexen Hilbert-
Mannigfaltigkeit Gr (dem sogenannten Grassmannian) auf.

Definition: Sei H = H, & H_ ein Hilbertraum mit gegebener Polarisa-
tion. Dann ist der Grassmannian Gr(#) die Menge aller abgeschlossenen
Unterrdume W von H derart, daf§
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(i) Py : W — M, ist ein Fredholm-Operator;

(ii) P- : W — H_ ist ein Hilbert-Schmidt-Operator.

Bemerkung: Gr(H) ist eine glatte komplexe Hilbert-Mannigfaltigkeit, die
lokal aussieht wie der Raum J5(H4,H_) der Hilbert-Schmidt-Operatoren
von Hy4 in H_, deren Zusammenhangskomponenten durch den Fredholm-
Index von P indiziert werden 25,

Die Gruppe GL(H) aller beschrankten invertierbaren Operatoren auf H ope-
riert nicht auf Gr(#) , da die Eigenschaften (i) und (ii) nicht respektiert wer-
den. Man geht daher zu einer geeigneten Untergruppe, der eingeschrinkten
linearen Gruppe iiber, die dann auf dem Grassmannian wirkt.

Definition: Sei A € GL(#); A habe beziiglich der Polarisation H = H4 &
H_ die Gestalt
_ [ Avr Ay
=i )

Dann ist A € GL,.s(H) , falls A;_ und A_y Hilbert-Schmidt-Operatoren
sind.

Der Vollstindigkeit halber sei erwihnt, dafi die Untergruppe U,..s(H) C
G L,cs(H) eine reelle Banach-Lie-Gruppe ist, deren Komplexifizierung gerade
GLyes(H) ist.

Die von uns betrachteten Bogoliubov-Operatoren liegen folglich in U,..s(H).
Projektive Darstellungen dieser Gruppe werden durch die Wahl eines 2-
Kozykels zu einer eigentlichen Darstellung einer zentralen Erweiterung
Ures(H)™ von U,es(H). Als topologische Rdume sind die zentralen Erwei-
terungen U,.s(H)~ Faserbiindel iiber U,.,(#H) mit Faser U(1) und werden
als solche durch ihre (erste) Chern-Klasse charakterisiert. Die Wirkung von
Uyres(H) auf Gr(H) 148t sich zu einer holomorphen Operation von U,s(H)™
auf DET™ liften, d.h. man erhdlt auf diese Weise eine Darstellung von
Ures(H)™ im Fockraum. Die zu der von uns untersuchten Darstellung [ as-
soziierte Darstellung é(f) := c¢(Pyf) + c*(P_f) der CAR-Algebra C(H) ist
nun (bis auf unitére Aquivalenz) die einzige Darstellung positiver Energie

beziiglich der durch e induzierten Zeitautomorphismengruppe [62].

% Binen Beweis dieser Aussagen findet man z.B. in [60].
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