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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird die Poissonstruktur zweier klassischer Eichfeldtheorien (das
Maxwell-Klein-Gordon-System und das Maxwell-Dirac-System) mit Hilfe der Para-
metrixkonstruktion Greenscher Funktionen nach M. RiEsz [59] konstruiert. Dieses
Verfahren wird fiir das Maxwell-Klein-Gordon- und das Maxwell-Dirac-System auf
dem Minkowskiraum durchgefiihrt und fiir das Maxwell-Klein-Gordon-System auch
auf eine beliebige Raumzeit verallgemeinert. Mit den Greenschen Funktionen wer-
den die Poissonklammern als Peierlsklammern definiert. Damit werden schliefflich
nicht-lokale, eichinvariante Observablen, die sogenannten ,, Eichbriicken“ konstruiert.
Die Eichbriicken sind die Matrixelemente von Holonomieoperatoren. Es wird gezeigt,
wie diese aus den Poissonklammern lokaler, eichinvarianter Observablen hervorge-
hen. Dazu wird eine Methode von J. LANGERHOLC und B. SCHROER [43] auf die
hier betrachteten wechselwirkenden Feldtheorien verallgemeinert.

Abstract

In this thesis poisson structures of two classical gauge field theories (Maxwell-Klein-
Gordon- and Maxwell-Dirac-system) are constructed using the parametrix construc-
tion of Green’s functions according to M. RIESz [59]. Parametrices for the Maxwell-
Klein-Gordon- and Maxwell-Dirac-system are constructed in Minkowski space and
this construction is later generalized to curved space times for the Maxwell-Klein-
Gordon-system. With these Green’s functions poisson brackets will be defined as
Peierls brackets. Finally non-local, gauge invariant observables, the so-called ”gauge
bridges” will be constructed. Gauge bridges are the matrix elements of holonomy
operators. It will be shown, that these emerge from poisson brackets of local, gauge
invariant observables. In order to achieve this a method previously employed by J.
LANGERHOLC and B. SCHROER [43] in the framework of free field theory, is general-
ized to the interacting theories considered here.
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1 Einleitung

In der klassischen Physik sind die Potentiale A, = (A, A) nur von zweitrangiger
Bedeutung, sie treten nur als Hilfsgroflen auf, und tauchen nicht mehr in den mess-
baren Grofien auf. In der Quantenmechanik #ndert sich dies. W. EHRENBERG und
R. E. SIDAY [24] haben dies in einer semiklassischen Behandlung der Streuung von
Elektronen an einem magnetischen Fluss festgestellt. Unabhéingig von diesen haben
Y. AHARONOV und D. BonM [1, 2] diesen Prozess in der Quantenmechanik unter-
sucht. Y. AHARONOV und D. BOHM betrachten hierbei ein Doppelspaltexperiment
mit Elektronen, bei dem hinter dem Doppelspalt ein eingeschlossener magnetischen
Fluss liegt (z.B. eine unendlich lange Spule, oder ein magnetisiertes Eisenjoch, das den
magnetischen Fluss um das Experiment herum fiihrt.), wie in Abb. 1.1 dargestellt.
Das Magnetfeld ist von den Elektronen abgeschirmt (z.B. durch einen Supraleiter),

— @

Doppelspalt Schirm

Abbildung 1.1: Das Gedankenexperiment von Y. AHARONOV und D. BOHM. Der
magnetische Fluss ® wird vom Elektronenstrahl abgeschirmt (z.B.
durch einen Supraleiter), so dass die Elektronen nicht direkt mit dem
Fluss wechselwirken kénnen

so dass die Elektronen den magnetischen Fluss nicht verdndern kénnen, und es keine
direkte Wechselwirkung zwischen dem magnetischen Feld und den Elektronen gibt.
Y. AHArRONOV und D. BoHM stellen fest, dass ein Elektron beim Passieren des ma-
gnetischen Flusses ® eine Verschiebung seines Phasenwinkels um

—;/A - dx, (GauB-Einheiten)
y

erhélt. Hierbei wird entlang eines (raumartigen) Weges von y nach x integriert. Bei der
Interferenz auf dem Schirm kann man lediglich die relative Phase zweier Elektronen
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sehen

AS:—[;%A-dX} mod 27,

dabei wird entlang des geschlossenen Weges integriert, der sich aus der Verkniipfung
der beiden Wege der interferierenden Elektronen ergibt. B. S. DE WiTT [15] gab zu
diesem Gedankenexperiment eine nicht-lokale Interpretation. Im Rahmen der Quan-
tenfeldtheorie driickt B. S. DE WITT die Feldgleichungen der Spinorelektrodynamik
durch die Feldoperatoren

0
U(x) :exp[—ie / A#(z)%zgdﬁ ()

aus. Die Integration erfolgt entlang eines raumartigen Weges, der unendlich weit weg
vom Ursprung beginnt und bei x endet. Die Feldgleichungen enthalten damit nur
eichinvariante Groflen. S. MANDELSTAM [46] gibt zu einer solchen nicht-lokalen Feld-
theorie die gleichzeitigen Vertauschungsrelationen an. Schliefflich ist O. STEINMANN
[64, 66] in der Lage diese Feldoperatoren perturbativ zu konstruieren. O. STEINMANN
leitet dazu aus den Feldgleichungen der lokalen, eichinvarianten Quantenfeldtheorie
neue Feldgleichungen fiir die nicht-lokalen Felder her, und 16st diese dann perturbativ.
Das Ziel, das O. STEINMANN mit der Konstruktion dieser nicht-lokalen Feldopera-
toren verfolgt ist jedoch nicht auf den Aharonov-Bohm-Effekt abgezielt. Vielmehr
mochte O. STEINMANN Zusténde erzeugen, die eine globale Ladung besitzen.

Nicht-lokale Feldoperatoren haben in der Physik eine weitgehende Bedeutung, und
wir wollen uns in dieser Arbeit damit beschiftigen, wie man nicht-lokale Felder der
Form

konstruiert!. Insbesondere werden werden wir die Frage beantworten, ob diese Fel-
der bereits in der Poissonalgebra der lokalen, eichinvarianten Felder enthalten sind.
Wir werden dies am Beispiel zweier Feldtheorien, des Maxwell-Klein-Gordon-Systems
(¢, A) und des Maxwell-Dirac-Systems (1, A) untersuchen. Es zeigt sich, dass die end-
lichen Eichbriicken bereits in der niedrigsten Ordnung der Poissonklammern

{o"(@)(2), " (1) ()}, 6" (2)6(2)}, @ raumartig zu 2, y € T (z) N J*(2),

enthalten sind?. Dabei treten jedoch die Eichbriicken in hermiteschen Kombinationen
auf, neben der Eichbriicke von = nach z erhalten wir auch die Eichbriicke von z nach
x. Die Situation, sowie das Problem dhnelt einer Arbeit von J. LANGERHOLC und B.
SCHROER [43]. Wir erldutern an dieser Stelle kurz diese Arbeit und auf welche Weise
das Problem gel6st wird.

Unter bilokalen Feldern versteht man die Produkte ¢*(z)¢(y)?, wobei z,y € M



Abbildung 1.2: Vereinfachtes Raumzeitdiagramm aus [43]. Die kegelférmige Menge
Z ist von jedem der beiden Punkte z,2’ € M mit einer zeitartigen
Geodite zu erreichen. Die Punkte y, v’ kénnen sich zunichst in V' be-
finden, werden aber am Schlufl der Rechnung in zeitartiger Richtung
verschoben.

zwei beliebige Punkte sind (sieche Abb. 1.2). Wir bezeichnen mit Z eine kegelformige
Menge in V*(z) N V*(2’). Im Rahmen der algebraischen, freien Quantenfeldtheorie
[33, 32] zeigen J. LANGERHOLC und B. SCHROER, dass die von Neumann-Algebra* der
bilokalen Felder R, ,/(¢) in der von Neumann-Algebra der Stromdichte Ry, ,nuz( 3%
enthalten ist®. Hierzu wird gezeigt, dass die umgekehrte Inklusion fiir die Komutanten
gilt, also

R{x,x’}uZ(jO), C Rm,x’(d)),-

Wenn P € R{z@/}uz(jo)’ ist, dann kommutiert P schwach mit dem Produkt der

Kommutatoren [j%(z), j%(y)] - [1°(2'), 5°(¥")], y, ¥’ € Z. Wenn man diesen Sachverhalt

ausschreibt, und die Punkte y, 3/ in Richtung von Z nach Unendlich verschiebt, erhilt

'Diese endlichen Eichbriicken wurden bereits von P. G. BERGMANN [8] im Rahmen einer nicht-
lokalen Feldtheorie nach P. A. M. DIRAC [20] diskutiert.

2Zur Definition des Vorwértslichtkegels J* () siche Anhang A.

3Wir betrachten hier nur die Theorie eines freien komplexen Feldes ¢.

4Fiir eine Definition und Erlduterung der verwendeten Begriffe siche [11].

5Die von Neumann-Algebra der bilokalen Felder ist

Rz,z’ (¢) = Sz,z’ (¢)l7

wobel wir mit S, ./ (¢)" die Komutante der Algebra

Se,0(¢) 1= {P € B|(®, P¢" (2)p(2")¥) = (¢" (2")$(2)®, PT)}

bezeichnen, und B die Algebra der beschriankten Operatoren ist.
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man

(@, P{¢"(x)9(a") + ¢"(2")p(2)}¥) = ({¢"(2")b(x) + 6" (2)p(x) } @, P¥).  (1.1)

Um die hermitesche Kombination der Felder aufzuspalten, und damit die Behauptung
zu zeigen, verwenden J. LANGERHOLC und B. SCHROER den Ladungsoperator Qp,
der die Ladung in einer endlichen Hyperfliche V' C Z misst,

Qn = /duv<z>j0<z>, vz

v

wobei py das Lebesguemafl der Hyperfliche V ist Bevor man den Limes v,y — oo
bildet kommutiert man diesen Ladungsoperator mit dem Operatorausdruck in (1.1),
und erhélt

¢"(x)p(a’) — ¢"(a")p(x) + -,

wobei die Punkte Kommutatoren mit ¢ (y), ¢*)(y/) andeuten, die im Limes ver-
schwinden. Nachdem man das Mittel zwischen diesem Ausdruck und (1.1) gebildet
hat, folgt schliellich die Behauptung.



2 Klassische Feldtheorie

In der Physik findet der Begriff des Feldes hdufig eine Anwendung. In der klassischen
Elektrodynamik versteht man darunter z.B. Funktionen

E: M — R3.

In der Quantenfeldtheorie wird dieser Begriff verallgemeinert, und Felder sind dort
operatorwertige Distributionen. Nachdem man die Felder mit Testfunktionen ver-
schmiert hat, sind diese lineare Operatoren auf einem Hilbertraum. Wir mochten
hier eine Beschreibung klassischer Feldtheorien geben, die sich an der algebraischen
Formulierung der Quantenfeldtheorie orientiert. Wir folgen hierbei der Arbeit von
M. DUTscH und K. FREDENHAGEN [23] und der Diplomarbeit von F. BRENNECKE
[13]. Nachdem wir die Prinzipien einer klassischen Feldtheorie am Beispiel eines reel-
len skalaren Feldes erldutert haben, werden wir auch zwei wechselwirkende Theorien
betrachten.

2.1 Algebraische Formulierung der klassischen Feldtheorie

Klassische Felder sind iiblicherweise glatte Funktionen auf dem Minkowskiraum M
mit Werten in R¥. Diese Sichtweise muss man aber bereits bei der Beschreibung der
klassischen Elektrodynamik aufgeben. Wir werden fiir die klassischen Felder singulére
Objekte zulassen.

Definition 2.1 (Klassisches Feld). Sei C = C*°(M, R) der Raum der reellwertigen
glatten Funktionen auf dem d-dimensionalen Minkowskiraum M mit der Metrik n =

diag (+1,—1,...,—1). Das klassische Feld ¢(x) ist das Auswertungsfunktional
:C — R,
#l) €~ (2.1)
fr=e@)[f] = flx).
Ableitungen auf klassische Felder sind durch
Oo()lf] = 0"f(w), a€Nj (2:2)

erkliirt, wobei wir die Multiindexnotation 9* = (9°)? ... (94~ 1)% -1 verwendet haben.
Die Felder sind also in diesem Sinne unendlich oft differenzierbar.

Die Potenzen des Feldes und seine Ableitungen erzeugen die polynomiale Algebra
des klassischen Feldes . Wir bezeichnen diese reelle Algebra des klassischen Feldes
p, welche von

{8“(,0(:):)‘@ eNd ze M}
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erzeugt wird, mit P. Das Produkt dieser Algebra ist hierbei punktweise erklart
(A-B)(z)[f] = A@)[f] - B(z)[f] ABeP, feC.

Die Polynome des klassischen Feldes konnen wir zu Funktionalen zusammensetzen.
Diese Funktionale haben die Form

N
F(SO) = Z/dxl .. dxnpl(l‘l) o pn(xn)tn(xh . 'alin)) pz(xl) S Pa N < 0,
n=0

mit ¢; € R und reellen Distributionen ¢,(x1,...,x,) mit kompaktem Triger, deren

Wellenfrontmenge! M™ x (V+n UV ") nicht schneidet?. Die Menge der Funktionale
bezeichnen wir mit F. Diese Menge wird mit dem Produkt

(A-B)(¢) = Alp) - B(p)

zu einer reellen kommutativen Algebra. Die lokalen Funktionale F'°° sind eine Teil-
menge der Funktionale F und haben die Form

N
F(o) = [ do )" An(o)ha (o),

mit A, € P, hy, € C§°(M, R). Die lokalen Funktionale selbst bilden keine Algebra.
Die Funktionale auf dem Feld ¢ lassen sich auch als Funktionale auf dem Raum C
auffassen

Folfl:==F@lfl  feC.

Wir wollen im Folgenden diese Auffassung immer vertreten.

Ein bestimmtes Funktional, die sogenannte Wirkung S beschreibt die Dynamik
der Feldtheorie, das sind Gleichungen fiir das Feld ¢. Diese Feldgleichungen erhalten
wir durch das Prinzip extremaler Wirkung (S = 0 < &ga 5 = 03), diese heiflen
auch Euler-Lagrange-Gleichungen. Falls die Wirkung ein lokales Funktional ist (S =
J dz £), und nur von ¢ und dessen Ableitungen erster Ordnung 9,,¢ abhéngt, nehmen

die Euler-Lagrange-Gleichungen die folgende Form an

05 oL oL
=_—(v)—0yz7—(x)=0
so@ — 05 " 59,0 "
Das Feld erfiillt die Feldgleichungen, wenn wir es auf Cg einschréinken, dann bezeich-
nen wir pg(x) = p(x)|cs als das ,,on-shell“-Feld, im Gegensatz dazu bezeichnen wir
o(z) als das ,off-shell“-Feld.

Die Feldgleichungen erzeugen ein Ideal in der Algebra P

el = {Z Aaaagi‘Aa €P,ac Ng}.

1Zur Definition der Wellenfrontmenge siche Anhang A.
2Diese Einschrénkung erhilt erst nach einer Quantisierung eine Bedeutung.
3Zur Definition der Variationsableitung siehe Anhang B



2.2 Die Peierls-Klammer
Ein solches Ideal wird in der Algebra F durch die Menge
{[ar@pw|pees. fecruam)

erzeugt. Dieses Ideal bezeichnen wir mit Eg . Schriinkt man Funktionale F € &7,
Ge 5;3 auf die Menge der Losungen Cg ein, verschwinden diese: Fl¢g, = 0, G|y = 0.

Wir schrinken unsere Betrachtung auf Wirkungen S ein, deren Feldgleichungen ein
wohlgestelltes Cauchyproblem besitzen, d.h. zu vorgegebenen Anfangsbedingungen
existieren lokal eindeutige Losungen. Mit lokal meinen wir, dass die Losungen auf
einer kleinen Umgebung um die Cauchyflache, auf der die Randbedingungen gegeben
sind, existieren (siehe [69, S. 251]). Diese Bedingung gilt z.B. fiir ein reelles skalares
Feld mit polynomialer Selbstkopplung:

5= [ ds[300@0"(@) — GmAe @) + AP() )]

hierbei ist P ein Polynom. Die Feldgleichungen dieses Feldes lauten

5S
dp(x)

P’ ist die konventionelle Ableitung des Polynoms P.

= —(O+m*p(z) + AP (p(z)) = 0.

2.2 Die Peierls-Klammer

Auf der Algebra F mochten wir eine weitere algebraische Struktur einfiihren.
Definition 2.2 (Poissonklammer). Eine Abbildung
{}: FxF—-F,
heilt Poissonklammer, wenn diese die folgenden Eigenschaften erfiillt:
1. Die Abbildung ist in beiden Argumenten R-linear,

2. die Abbildung ist antisymmetrisch

{F7G} = —{G,F},

3. die Klammer erfiillt im ersten Argument die Derivationseigenschaft

(F-G,HY=F-{G,H}+ {F,H} -G,

4. die Abbildung {-,-} erfiillt die Jacobi-Identitét

(F{G, H}} + {C,{H,F}} + {H,{F,G}} = 0.



2 Klassische Feldtheorie

Aus der Antisymmetrie der Poissonklammer folgt, dass {, -} auch im zweiten Ar-
gument eine Derivation ist.

Bei der Konstruktion einer Poissonklammer berechnet man diese gewdhnlich auf
einer Cauchyfldche und setzt diese dann mit Hilfe der Feldgleichungen auf den gesam-
ten Raum fort. Diese Methode ist nicht manifest kovariant, was deren Anwendung
in einer relativistischen Theorie erschwert, auflerdem ist die Einschrankung auf ei-
ne Hyperfliche fiir Funktionale nicht wohldefiniert. Wir werden daher einen anderen
Zugang wahlen, der nicht nur manifest kovariant ist, sondern auch auch fiir alle Funk-
tionale F' € F anwendbar ist. Hierzu verwenden wir die Greenschen Funktionen der
linearisierten Feldgleichungen, die stets existieren, da wir die Wahl der Wirkung S
geeignet eingeschrankt haben.

Die linearisierten Feldgleichungen ergeben sich, wenn wir die Feldgleichungen un-
ter dem Einfluss einer Storung der Loésung betrachten. Wir stéren die Losung der
Feldgleichungen ¢ mit einem Term A\p’. Wir wenden die Feldgleichungen 52?;3 y = 0
auf ¢ = p + \¢’ an, und betrachten diesen Ausdruck bis zur Ordnung A. Das Feld ¢
erfiillt die Feldgleichungen, falls ¢’ die Gleichung

528,
/dxéw(w)&p(y)@(y) =0

erfiillt. Wir bezeichnen diese Gleichung als die linearisierte Feldgleichung. Diese héngt
zwar von der Losung ¢ ab, wir kénnen diese Gleichung aber auch fiir ein beliebiges
Feld ¢ betrachten, was wir im Folgenden auch tun werden. Das Feld ¢ bezeichnet
man dann auch als ein externes Hintergrundfeld. Wir bestimmen zu den linearisierten
Feldgleichungen die retardierte A® und die avancierte Greensche Funktionen A“:

528 RIAG ) 5 i
/dzéw(l‘)&P(y)A (2:9) = dy(a),

supp(A7) € {(z.y) € M2y € T~ (@)},
supp(A4) {(:E,y) € M2‘y € J+(x)}.

Durch die Wahl des Tragers sind die Greenschen Funktionen eindeutig bestimmt.
Um die Existenz der Greenschen Funktionen zu garantieren stellen wir an die Wir-
kung S die weitere Forderung, dass die linearisierten Feldgleichungen zu S normal
hyperbolisch sind.

Mit den A®/4 definieren wir nun eine Poissonklammer.

Definition 2.3 (Peierlsklammer). Auf den Funktionalen F ist die Peierlsklammer
durch
{ '} FxF—-F,
OF G
F.G)— {F,G ::/ —A(z,y)—— |dzdy,
(6 (16} = [ [558e 0550

definiert. Hierbei ist die Kommutatorfunktion

A(x7y) = AR(xay) - AA(xvy)'



2.2 Die Peierls-Klammer

Proposition 2.4. Die Peierisklammer ist eine Poissonklammer, also antisymme-
trisch, R-bilinear, erfillt die Jacobi-Identitit, und ist in beiden Argumenten eine De-
rivation.

Beweis. Die R-Bilinearitdt und die Derivationseigenschaft gehen sofort aus der Defi-
nition hervor. Die Antisymmetrie folgt, wenn man

Af(z,y) = Ay, z)

beriicksichtigt. Es bleibt die Jacobi-Identitdt zu zeigen. Seien F,G,H € F, dann
haben wir

{F{G.H}} = / A(,y, 2,2 biﬁ:) (9 iy

A 5o o) 2 5

W[ OF 5 5G . OH
{Fa {GaH}} = /d(.’E,y,Z,Z) [WA(xay)w<WA(zvz )6@(2/)>}
§G 6A(z,2) 6H 5G N §2H )}
op(2) dp(y) dp(2') — dp(z) 7 "dp(y)dp(2) /1

Die {ibrigen beiden Ausdriicke lassen sich analog berechnen. Wir addieren diese drei
Ausdriicke, dann heben sich die Terme, die zweite Variationen der Funktionale F, G
und H enthalten weg. Ubrig bleiben die Terme, die die Variation der Kommutator-
funktion A enthalten. Diese Variation berechnen wir in Anhang B. Wenn wir diese
in den verbliebenen Ausdruck einsetzen erhalten wir nach einer lingeren Rechnung,
die wir in Anhang B angeben:

+

(F{G, HY) + {G,{H,F}} + {H,{F,G}} = 0.
O

Eine Poissonklammer mit Hilfe der linearisierten Feldgleichungen zu formulieren
war die urspriingliche Idee von R. E. PEIERLS [54]. In seiner Darstellung fehlt je-
doch der Beweis der Jacobi-Identitét, die nur fiir bestimmte Wirkungen dort ange-
geben wurde. D. MAROLF hat diese Idee schliellich verallgemeinert und vor allem
die Jacobi-Identitdt bewiesen [49, 48] (siehe auch [18]). Unsere Darstellung, und vor
allem unsere Notation orientiert sich an der Arbeit [23] von M. DUTscH und K.
FREDENHAGEN.

Aus der Definition der Peierlsklammer kann man ersehen, dass das Ideal Eg: inva-
riant unter Wirkung der Peierlsklammer ist, d.h.

FeF, Ec&l = {FE c&l.
Die Menge Eg: ist also auch ein Poissonideal, und es folgt

{F,G}|4 ={Fs,Gs},  Fs=Fles, Gs = Gleg.
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Wir konnen also die Poissonstruktur ,,off-shell ausrechnen und am Schluss auf die
Menge der Losungen Cg einschrénken, um die Poissonstruktur der ,jon-shell“ Felder
zu erhalten.

Als ein Beispiel betrachten wir ein klassisches Klein-Gordon-Feld mit Selbstkopp-
lung:

5= [ @[50 @) - gmea) + 16'@)].

FErste und zweite Variation der Wirkung S lauten

58 A
50(2) = —0p(z) — mch(x) + g@g(@v
528 A
sp(x)dp(y) [‘D —m o 5" (@) 0y ().

Die linearisierte Feldgleichung ist also

0/ (x) — m2 (@) + 5P @)l (@) = 0.

Wir kénnen keinen expliziten Ausdruck fiir die Greenschen Funktionen hinschreiben,
jedoch kénnen wir eine Stérungsreihe im Parameter X fiir A®/4 angeben. Hierbei
verwenden wir die geometrische Reihe fiir Integralkerne:

AR = Amret Z(_%>k[w2 : Amret]ka
k=0 '

wobei Ay, et die retardierte Greensche Funktion des Operators —(O + m2) ist, d.h.
—(O+ m?)Apret = 1, und supp(Apret C {(7,y) € M2|y € J~(x)}. Die Potenzen
sind im Sinne von Integraloperatoren zu verstehen, also

(0% Apret]" (2, 9) = 0*(2) - Apret(,21) - 92 (T5-1) - Armret (Th1,y) k> 1,
[802 : Amret]l(l‘»y) = §02($) Apret (T, Y),
(0% Amret]’ (@, 9) = Lz, y) = 6y().

2.3 Klassische Eichfeldtheorie

Wir haben bisher die algebraische Formulierung der klassischen Feldtheorie nur am
Beispiel eines reellen skalaren Feldes beschrieben. Diese Beschreibung erweitern wir
nun auch auf Eichfeldtheorien. Speziell gebe wir hier die Definition des Maxwell-
Klein-Gordon-Systems (MKG-System: Ein komplexes Skalarfeld ¢, das mit einem
Vektorpotential A* wechselwirkt) und des Maxwell-Dirac-Systems (MD-System: Ein
komplexes Spinorfeld ¢, das mit einem Vektorpotential A* wechselwirkt).

10



2.3 Klassische Eichfeldtheorie

2.3.1 Das Maxwell-Klein-Gordon-System
Wir kldren zunéchst den Feldbegriff.

Definition 2.5 (Klassisches Feld). Sei C* = C*°(M, C) der Raum der komplexwer-
tigen, glatten Funktionen auf dem d-dimensionalen Minkowskiraum M und C4 =
C>(M,R%). Das klassische Skalarfeld ¢ ist das Auswertungsfunktional

¢(x): C? — C,
fr=o@)f] = f(z).
Das komplex konjugierte Feld ¢* ist das Auswertungsfunktional
¢*(z) : C? — C,
fr= " (@)= (=),
Das klassische Vektorpotential A(x) ist das Auswertungsfunktional
Az) : C* — RY,
[ A@)[f] = f ().

Das Vektorpotential A schreiben wir haufig komponentenweise A*.
Die Ableitungen auf diese Felder werden wie oben erklért:

*¢(x)(f) = 0" f(x),
¢ (2)(f) = 9°f*(x), p a €N, feC?, geCh
9*A(z)(g) = 9%g(x),

Genau wie oben, wird die polynomiale Algebra des MKG-Systems von den Potenzen
der Felder und deren Ableitungen

{0°¢|la € Ng} U {0°¢*|a € NE} U {0°A|a € N}

erzeugt. Wir bezeichnen diese Algebra mit P4 und das Produkt in dieser Algebra
ist wieder punktweise erklart. Die Funktionale der Felder ¢, ¢*, A haben die Form

N
F(¢,6", A) = Z/dm, o mn) pr(@1) - (@) (@1, ), pi € PO N < oo,
n=0

mit tg € C und komplexen Distributionen ¢, mit kompaktem Triger, deren Wellen-
frontmenge WF (£,,) M" x (V+"UV ") nicht schneidet. Die Menge der Funktionale be-
zeichnen wir mit F(®4), Diese wird mit dem Produkt (A-B)(x)[f] = A(x)[f]- B(z)[f]
wird dieser zu einer komplexen und kommutativen Algebra. Die Teilmenge der lokalen
Funktionale

N
Flg, 6", A) = / 2" Ay (@)ha(@),  An € PO, 1, € C(M,C)
n=1

11



2 Klassische Feldtheorie

bezeichnen wir mit .7-"1(0(22"4).

Auch hier werden wir die Funktionale F' € F(®4) als Funktionale auf C? x C¢ x CA
auffassen

F(f,g,h) = F(¢,0%, A)[f,g,h], f,ge€C? heC

Die Dynamik dieser Feldtheorie wird durch ein Wirkungsfunktional S beschrieben,
das invariant unter den (lokalen) Eichtransformationen

¢ (x) = (),
AM(z) = AMz) 4 0 a(x),

¢(z)
A (x)

—
—

ist. Hierbei ist o € C*°(M], R). Eine Eichtransformation heifit global, falls a = const.
Die eichinvariante Wirkung des MKG-Systems ist

1

L Fw(@) P (@)},

= / d%e{ (Du(@)) D 6(x) — m?6" (@) (x) —

mit der kovarianten Ableitung
D, ¢(x) = 0,0(x) —ieA,(x)p(x),
und dem Feldstérketensor
F/w(x) = 8MAV(95) - &/Au(a“)'

Die Feldgleichungen zu dieser Wirkung sind jedoch nicht normal hyperbolisch. Wir
addieren daher einen eichfixierenden Term —%6“14“)2, verwenden also im Folgenden
die Wirkung

S = [ dla{(Dy0(@)) D o(z) ~ 16" (0)o(a) — {F ()P () ~ 50" A,0))?

Die Wirkung ist jetzt allerdings nur noch invariant unter den Eichtransformationen,
fiir die o die Wellengleichung Oa = 0 erfiillt. Wir werden dies spéter beheben, indem
wir am Schlufi das Ideal, dass von 0"A,(z) erzeugt wird aus der Poissonalgebra
herausteilen.

Wir bestimmen die Feldgleichungen

65 _ ) — m2 *(r) =
507 = ~(DuD"0la))” = m" (@) =0,
5 Pp(x) —mPp(x) =
iy = ~DuD () — molz) =0,
08 . *
Sars) = DA +ie (9" (@) Dus(w) — 6(x)(Dyo())") =0,

12



2.3 Klassische Eichfeldtheorie

und die zweite Variation der Wirkung

S o s
3p(z)¢(y) 0™ (2)5¢*(y)’
M;;i*(y) = —(O+ 2ied,(2)0" +ied" A, (z) — 2 A, (z) A¥(z) + m?)d,(x),
lwilf;j”(w = —ie[2(0y, +ieA,(2))¢"(z) + ¢™(2)0,]0y(x),
M*((jj)?dy) = —(0 - 2ieA,(v)0" — ied" A, (x) +m?)d,(z),
s = l2(0, ~ eA)6E) + 62)(2),
(W(f)igb(y) = —ie[(0, + 2ied,(x)) @™ (z) — ¢* (x)0L]dy(x),
o =l BeAD)6() — o o),
s = o+ @) ()10 0.

Wir schreiben die zweiten Variationen als eine Matrix in der Basis (¢, ¢*, A*). Man
sieht dann sofort, dass diese der Integralkern eines normal hyperbolischen Differen-
tialoperators ist. Somit existieren die Greenschen Funktionen. Diese sind ebenfalls
Matrizen. Wir definieren die Kommutatorfunktion wieder {iber

A(l‘,y) = AR(I‘,y) - AA(.f’y)
Damit ist dann eine Poissonklammer des MKG-Systems definiert.

Definition 2.6 (Peierlsklammer). Die Peierlsklammer zweier Funktionale F,G €
F@A) st durch

oF oF OF 0G 0G oG \?
(R0t = [ (5 5 51) 209 (o s 5a)

definiert.
Proposition 2.7. Die Peierlsklammer des MKG-Systems ist eine Poissonklammer.

Beweis. Die C-Linearitét, die Derivationseigenschaft sowie die Antisymmetrie gehen
wieder aus der Definition hervor. Der Nachweis der Jacobi-Identitét folgt dem Nach-
weis der Jacobi-Identitét fiir das reelle Skalarfeld, indem man dort die Begriffe des
MKG-Systems einsetzt. O

Wir werden im Folgenden ein vereinfachtes MKG-System betrachten. Hierbei ist
AF(x) ein Hintergrundfeld, damit wird also nur noch nach ¢ und ¢* variiert. Wir

13



2 Klassische Feldtheorie

suchen schliellich die Greenschen Funktionen zum Differentialoperator

p=d+ew,
5 0 —(04 m*)
d= (—(D + m?) 0 ) ’
0 — < 0 —2iA,(z)0* — 10" Ay(x) + eAu(x)AF(x)
21A,(x)0" +i0* Ay (x) + eAy(z) AF(x) 0

Wir kénnen den Operator p im Sinne von Integralkernen mit Hilfe der geometrischen

Reihe invertieren:
o

AR = G S (e (- ity

ret ret
n=0

wobei die auftretenden Produkte und Potenzen im Sinne von matrixwertigen Inte-
graloperatoren zu verstehen sind, und

1 0 Am ret
dmt B <Am ret 0 .

Wir fiihren die auftretenden Matrixprodukte aus, und erhalten
An(ﬂﬁ y)=0= A%(»’Uay),
o0
A{%Q(x; y) = Amret(l‘,y) + Z(—e)"/d(zl, R ,Zn)
n=0

{Amret(w, 21) (214, (21)08 +i0"Au(z1) + eAu(21) AY (21)) Amret (21, 22)
. (QiAu(zn)aé‘n +i0" Ay (2n) + €Ay (2n) AM (20)) A ret (20, y)},
AF (z,y) = A5 (z,y).

Die avancierte Greensche Funktion A4 erhilt man, indem man im obigen Ausdruck
Apret durch Ay, . ersetzt. Mit Hilfe mehrfacher partieller Integration kann man
sehen, dass

A(xvy) = AR(£>Z/) - AA(xv y)

antisymmetrisch ist.
Fiir den Fall, dass A ein Hintergrundfeld ist, lautet die Peierlsklammer

Da die Greenschen Funktionen nebendiagonale Matrizen sind, folgt

{¢(x),0(y)} = 0= {¢"(2), " (y)}-

14
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2.3 Klassische Eichfeldtheorie

Auflerdem erhalten wir die Poissonklammer
=Ap(z,y) + Z(—e)”/d(zl, cee zn){Amret(m, 21) (214, (21)0F +10"Ay(21) + eAyu(21) AP (21))
n=1
Aot (21, 22) - -+ (2ie A, (2,) 08, + 10" Ay(2n) + eAu(2n) A¥ (20)) Amiret (20, Y)
— Apav(®, 21) (214, (21) 0%, +1ie0" Au(z1) + eAy(21)AY (21))
“Apav(z1, 22) - (2ieA(2,)08 +ied" A, (2n) + eAu(2n) AY (20)) A av (20, y)}

Wir zeigen nicht, dass diese Reihe tatsédchlich konvergiert. Stattdessen werden wir in
Kapitel 3 eine alternative perturbative Methode angeben, der Konvergenz etabliert
ist.

2.3.2 Das Maxwell-Dirac-System

Beim Maxwell-Dirac-System besteht der Phasenraum der Spinoren aus den Grass-
mannwertigen glatten Funktionen, also C¥ = C°°(M, C*), mit dem Wedgeprodukt

F@) A g% (y) = —g"(y) A F ().
Fiir eine Definition siehe [61].

Definition 2.8 (Klassische Spinorfelder). Das klassische Spinorfeld 1(x) ist das Aus-
wertungsfunktional

() : €Y — C
[ v@)[f] = f(=)
Das adjungierte Feld v(x) ist das Auswertungsfunktional
d(z):C¥ —
fe= @)= ) = T2,

wobei 70 ein Erzeuger der Matrixalgebra, mit den Antivertauschungsrelationen

Ay =" pr=0,...,3

ist. Wir wéhlen eine pseudo-hermitesche Darstellung der y-Matrizen, d.h. es soll gel-
ten:

T = 707t0.
Ableitungen auf Spinoren werden wieder an die Testfunktionen weitergeleitet
O(x)[f] = 0" f (), g
o a7 a € No.
OY(x)[f] = 0" f (),

15



2 Klassische Feldtheorie

Die komplexe, polynomiale Algebra wird von
{0%p|a € NG} U {0p|a € NG} U {0 A]a € N§}

erzeugt, und mit P®4) bezeichnet. Die Funktionale auf Spinorfeldern haben die
gleiche Form, wie die Funktionale des MKG-Systems. Wir bezeichnen die Algebra
der Funktionale mit F(*4) und die Algebra der lokalen Funktionale mit .7-"1%”4). Im
Folgenden werden wir die Funktionale auf den Feldern als Funktionale auf C¥ xC¥ xC4
auffassen.

Bei der Wahl der Wirkung S stossen wir wieder auf das gleiche Problem, wie beim
MKG-System. Die Wirkung S, die invariant unter den (lokalen) Eichtransformationen

() — e y(a),
Al (z) — AP (z) + 0P a(x)

ist, besitzt Euler-Lagrange-Gleichungen, welche keine eindeutigen (retardierten bzw.
avancierten) Greenschen Funktionen haben. Wir addieren daher wieder einen eichfi-
xierenden Term

5= [ ae{5@)( -~ m — cA@)B(@) ~ {Funla) P (@)~ 50" 4,())? ).

Die Feldgleichungen zu dieser Wirkung lauten (alle Variationen sind Links-Variationen?)

) . _
Soa(m) (10 + ed(z) +m) 5,0 5(2),

5S )
5]~ 07— eAl@) = magis(a) = O,
(SA(S“‘S(Vx) - DA“(:U) - ea(”ﬁv)%ﬂ’b(x) =0.

Wir vereinfachen das MD-System, das Vektorpotential A soll ein dufleres Hintergrund-
feld sein. Wir haben dann nur die zweiten Variationen beziiglich v, 1 zu betrachten

L S v S

Wa(@)00a(y) — 0Pu(x)0d4(y)

52—S = —(i t e t . m) . 5

511104(93)6@[3(?;) ((Z + A( )+ )aﬂ(sy( )7
525 .

iy = A~ mi)

Wir fassen diese in einer Matrix zur Basis (¢q,%,) zusammen, und suchen also die
Greenschen Funktionen zum Differentialoperator

( 0 —(19" + ed'(z) + m)aB')
—(i9 — ed(z) — m)ap 0 '

zu einer kurzen Erkldrung der Variation nach einer Spinor-Variablen siche Anhang B.
5Der Exponent * bedeutet die Transposition einer Matrix.

4
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2.3 Klassische Eichfeldtheorie

Dieser ist nicht normal hyperbolisch, jedoch machen wir den Ansatz

_ 0 (i + ed(x) +m)syg, ,5(2, v)
Galru) = ((i@t Fef'(@) — m)gsTasale.y) 0o ) |

Hierbei haben wir die Greenschen Funktionen g¢i(x,y) des normal hyperbolischen
Differentialoperators

P= (D + 2ieA, (2)9" + ied Ay () — €2 A, () AP () — mz) 1+ eo™ O, Ay (x)
und die Greenschen Funktionen g, des Differentialoperators
P= (D — ied" A, (x) — 2ie A, (v)0" — e* A, (z) AF(x) — m2) 1+ eott9,A,(z)

verwendet. Es ist o’ = %[7",7”], und aus dem Zusammenhang 0ot *70 = gt

kann man die Beziehung

,YOP* 0 — F
zwischen den beiden Differentialoperatoren herleiten. Hieraus folgt, dass g, mit Hilfe
von g+ vollstdndig bestimmt werden kann. Wir werden daher im Folgenden nur g+

berechnen.
Die Greenschen Funktionen sollen die folgenden Tréger haben

supp(Gz+) C {(z,y) € M x M|z € J*(y)}.

Wir bezeichnen G als die retardierte Greensche Funktion und G_ als die avancierte
Greensche Funktion.

Mit den Greenschen Funktionen definieren wir die Peierlsklammer fiir das MD-
System

{F,G} = /d:cdy <%,%)A(w,y)(%,%>t, (2.3)

A((E,y) = G+(‘T7y) - G_(.I, y)

Proposition 2.9. Die Peierlsklammer fiir das Mazwell-Dirac-System bei dem AH
ein dufleres Hintergrundfeld ist, ist eine gradierte Poissonklammer. D.h. es gelten die
folgenden Figenschaften

1. Derivationseigenschaft:
{F-G,H} =F-{G,H}+{F,H} -G,
2. Gradierte Symmetrie:
{F7 G} - _(_1)N(F)N(G){G7F}7

wobei N(F) die Anzahl der Spinor-Felder 1,1, die im Funktional F auftauchen,
15t.
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2 Klassische Feldtheorie

3. Gradierte Jacobi-Identitdt

(—)NENEI R Gy, HY + (-1)NONO G, HY, F)
+ (~)NONE g Y GY = 0.

Beweis. Die C-Bilinearitat, gradierte Symmetrie und die Derivationseigenschaft fol-
gen aus der Definition. Die Jacobi-Identitit kann man wie oben explizit nachrechnen,
jedoch vereinfacht sich diese Rechnung, da die Variation von A(z,%) nach v, ver-
schwinden®. O

6Zum Beweis siehe auch [71].
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3 Parametrixkonstruktion Greenscher
Funktionen

Wir haben bisher Greensche Funktionen nur mit Hilfe der geometrischen Reihe kon-
struiert, und sind den Beweis der Konvergenz dieser Entwicklung schuldig geblieben.
Wir wollen daher in diesem Abschnitt eine Methode (die Parametrixkonstruktion) an-
geben, die zu einer exakten Losung fithrt. Diese Methode besteht im Wesentlichen aus
der Entwicklung der Greenschen Funktionen nach dem quadratischen geodétischen
Abstand, und wurde in der Form wie wir sie verwenden von M. RIESzZ [59] eingefiihrt.
Wir orientieren uns an der Monografie [6], und sind mit diesen Methoden in der Lage
die Ergebnisse aus [28] und [47] zu reproduzieren.

3.1 Rieszdistributionen im Minkowskiraum

Wir fassen die Potenzen des quadratischen geodétischen Abstandes als Distributionen
auf, und verwenden die analytische Fortsetzung, um diese Distributionen fiir beliebige
komplexe Potenzen zu erklaren.

Wir bezeichnen mit v den quadratischen, geodétischen Abstand vom Ursprung,
also y(x) = 22, wobei 22 = (29)2 — ()2 — - .- — (29712 das Minkowski-Quadrat des
Vektors x ist.

Definition 3.1 (Rieszdistribution). Sei o € C mit Re (a) > d gegeben. Die Riesz-
distribution R4 («,z,y) ist lokal durch die folgende Abbildung gegeben

~Clayy(x—y)2" fiir o € JE(y),

3.1
0 sonst ( )

Ryi(a,x,y) := {

wobei .
27
2170471_ =5

D(§ + )r(e3=1)

Cla) =

Die Definition ist so zu verstehen, dass

Ri(ony)lf] = / dz Ca) ((x — 9)?) 7" f(x),

JE(y)

wobei f € S(M, C). Wir wollen im Folgenden die Rieszdistributionen fiir alle « € C
konstruieren, dabei hilft uns das folgende Lemma.
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3 Parametrixkonstruktion Greenscher Funktionen

Lemma 3.2 (Lemma 1.2.2 in [6]). Fir alle a € C, mit Re () > d gilt:
1. Az — ) - Ralor2,y) = ala — 2)Raa +2,2,3),
2. (Opy(z —y)) - Re(a,2,y) = 200, Re(a + 2,2, y),
8. URy(a+2,z,y) = Ri(a, 2,y).

4. Die Abbildung o — Ry(«) lisst sich eindeutig zu einer holomorphen Fami-
lie von Distributionen fortsetzen. D.h. zu jedem o € C existiert genau eine
Distribution Ry(«), so dass fir jede Testfunktion f € S(M) die Abbildung
a— Ri(a,y)[f] holomorph ist.

Mit Hilfe der analytischen Fortsetzung kénnen wir nun die obigen Eigenschaften
auch fiir Re (a) > d — 2k zeigen. Da die Rieszdistributionen aufer fir a = d — 2k
eine holomorphe Familie von Distributionen! sind, konnen wir diese analytisch nach
Re (o) < d — 2k fortsetzen.

Satz 3.3 (Proposition 1.2.4 in [6]). Fir alle o € C gilt:
1. y(x —y)  Re(ayx,y) = ala — 2)Re(a + 2,2, y),
2. (grad v)R+(a) = 2a grad (R (a + 2)),
3. ORy (o, z,y) = Ri(a—2,2,y),
4. R+(0,2,y) = d,y().

R4 (2) ist also die Greensche Funktion des d’Alembert-Operators 0. Wir suchen
nach den Greenschen Funktionen linearer hyperbolischer Differentialgleichungen, das
sind fiir uns Differentialgleichungen der Form

Pf=-0f+V'(¢)f =0,

wobei V(¢) ein Potential in einer Formulierung mittels Lagrangedichten ist, und ¢ ist
ein beliebiges (glattes) ,,Hintergrundfeld“. Z.B. kénnte man die ¢*-Theorie betrach-
ten, mit der linearisierten Feldgleichung

A
Py = (—D + §@z><p' =0.

Wir benutzen zur Konstruktion der Greenschen Funktionen G4 die Rieszdistribu-
tionen, und setzen an:

Gi($7 y) = Z Vyk(x)Ri(2 + Qka €, y)a
k=0

!Zum Begriff der holomorphen Familie von Distributionen siehe [36, S. 149ff]
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3.1 Rieszdistributionen im Minkowskiraum

wobei V¥(z) glatte Funktionen in beiden Argumenten sind. Wir wenden den Dif-
ferentialoperator P termweise an. Hierbei verwenden wir die Produktregel fiir den
Differentialoperator 0*:

PG(z,y) = Z{pvj(m).Rimzk, ., y)+20" V()8 R (242K, 2, y)+VF () DR (242K, z, y)}.
k=0

Mit den Eigenschaften fiir die Rieszdistributionen

1
OuRe(2+ 2k, 2,y) = 2 0u7(z —y) - Re(2k,2,y), k=1,
DRi(Q + 2k,x,y) = Ri(QkaJ:)y)a k>1,

DRi(27 x, y) = 5:1(;d) ($)7
erhalten wir schliefllich

5D (x) = PGa(z,y) =20"V(2)0,Re (2, 2,y) + VO (2)5(D (),

Yy
R 2k, x,y _
+)° i(%){zkpvyk Ya) + 0"V (2)0py(z — y) + 2kVyk(x)}.
k=1

Damit G4 (z,y) eine Greensche Funktion ist, muss also

und
MHy(z —vy) - GMV;“(J:) + kayk(l‘) = f2kPVyk_1(x), kE>1.

sein. Wir schreiben diese Differentialgleichung als eine gewthnliche Differentialglei-
chung entlang der eindeutigen Geodéte von y nach x:

#(t) =y + @ —y)

Hierbei ist s die Lange der Geodéte. Damit erhalten wir
2t%Vk(x(t)) +2kVE(a(t)) = —2kPVE (2(8)).

tk_l

Diese Gleichung multiplizieren wir mit und verwenden die Produktregel

%( V(1)) = =2kt PV (a(t)).

Die Lésung hiervon lautet

t
1 _
VE@) = —tk/dt’ EIPVELEY ko> 1.
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3 Parametrixkonstruktion Greenscher Funktionen

Die Rieszdistributionen sind fiir k£ > ”T_Q stetige oder differenzierbare Funktionen,
so dass es nicht unbedingt erforderlich ist alle Glieder der Reihenentwicklung zu
bestimmen. Wir berechnen also V!, ..., V1"2 [ und erhalten damit eine Losung der
Gleichung

n—1

P(Re(2)+ V'Re(d)+ - +V"T Ry(2+

)=0+C,

wobei C' eine stetige Funktion ist. Wir erhalten dann durch

(Re@) + V' Red) + -+ VIS TR @+ [0 2]) < (54 0)
= (Re(2) + V'Re(@) + -+ VI Ru(2+ (%1)) S,
=0

die Greensche Funktion, wobei C! als Potenz von Integraloperatoren zu verstehen
ist. Man kann zeigen (siehe [6, Chapter 2]), dass diese Reihenentwicklung in einer
kleinen Umgebung tatséchlich konvergent ist, und wir damit die Greensche Funktion
exakt bestimmt haben. Diese lokalen Lésungen kann man schlielich auf die gesamte
Raumzeit erweitern (siehe [6, Chapter 3]).

3.2 Rieszdistributionen in einer Umgebung

Nachdem wir oben erfolgreich die Rieszdistributionen fiir die Konstruktion Green-
scher Funktionen auf dem Minkowskiraum verwendet haben, wollen wir in diesem
Abschnitt Rieszdistributionen fiir eine kleine Umgebung €2 in einer beliebigen d-
dimensionale Raumzeit (M, g) angeben. Wir machen an €2 die weitere Einschrinkung,
dass zwischen Punkten z,y € () stets eine eindeutige Geodéte existiert. Die Expo-
nentialabbildung exp : TM — M ist in dieser Umgebung dann invertierbar.

Sei 2 C M eine Offene Menge, die geodétisch sternférmig beziiglich des Punktes
y € Q ist?. Sei

fy = 2 — R,
die Abbildung p, := det(d expy) 0 exp, 1 dann ist die Rieszdistribution auf der Um-
gebung €2
R (o, y) = py - expy Ri(a,y),

mit der Rieszdistribution auf dem Minkowskiraum R (c,y). Die RY sind wieder
bestimmte Potenzen des quadratischen geodétischen Abstandes

I’y:’yoexpzj1 Q= R,

wobei v der quadratische geodétische Abstand auf dem Minkowskiraum 7T, M ist. Die
Rieszdistributionen R$(a,y) erfiillen #hnliche Eigenschaften, wie die Rieszdistributi-
on auf dem Minkowskiraum.

2Die Teilmenge Q C M ist geoddtisch sternformig beziiglich des Punktes y € Q, falls fiir jeden
Punkt x € Q eine eindeutige Geodéte existiert, die  und y verbindet.
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3.3 Parametrizes des Maxwell-Klein-Gordon-Systems

Satz 3.4 (Proposition 1.4.2 in [6]). Fiir alle « € C und y € Q gilt
1. Ty - R%(a,y) = a(a — d+ 2)RE(a + 2,y),
2. grad (T'y) - R$(a,y) = 2agrad RE(a +2,y),
3. fir a#0 ist

r,—2d

3.3 Parametrizes des Maxwell-Klein-Gordon-Systems

Wir wollen in diesem Abschnitt auch die Greenschen Funktionen zur zweiten Varia-
tion der Wirkung im Maxwell-Klein-Gordon-System finden. Hierzu werden wir die
Rieszdistributionen aus dem vorigen Abschnitt verwenden.

3.3.1 Parametrixkonstruktion fiir das MKG-System im Minkowskiraum

Bei der Konstruktion der Greenschen Funktion verwenden wir das gleiche Schema
wie oben, miissen jedoch beachten, dass der Operator p aus 2.3.1 auch Ableitungen
erster Ordnung enthélt. Der Differentialoperator p ist

(0 —P*
p_ _P 0 )

P =0+m? - 2ied, (z)0" —ied" A, (x) — €A, (z) A (z).

mit

Die Greenschen Funktionen zu —p haben die Form

Ga(z.y) = (gi((a)c,y) 9i(§7y)) ’

wobei g4 (z,y) die Greenschen Funktionen zu P sind. Fiir g4 (x,y) machen wir den
Ansatz

gi($7 y) = Z ]%:I:(2 + 2k, z, y)vyk(x)7
k=1

mit Vyk(x) € C*°(M,C). Wenn wir die Schritte die zu den Transportgleichungen
des reellen, skalaren Feldes gefiihrt haben wiederholen, erhalten wir die folgenden
Transportgleichungen

28“Ri(2,x,y)6#Vy0(x) — 2ieA,(x)0" R+ (2,2,y) - Vyo(x) =0,
(2k —ieA,(z)0"y(x — y))Vyk(x) + Hy(x — y)@HVyk(:U) = —2kPVyk_1(x), kE>1,
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3 Parametrixkonstruktion Greenscher Funktionen

mit den Anfangsbedingungen

L,
k —
Vyi(y) =0, k>1

Die Rieszdistributionen fiir & < d wurden nicht explizit, sondern mittels analytischer
Fortsetzung konstruiert. Daher ist die Transportgleichung fiir V;JO folgendermafien zu
verstehen

lim2 [28"Ri(a, z, y)@MVyO(x) — 2ieA,(2)0" Ri(a, z,y) - Vyo(x)] =0.

Diese Gleichung formen wir mit der Eigenschaft

1

auRi(Oé,%y) = m

R:I:(a - 2,.%', y)

um:

-2
lim R:I:(a ,x,y)

lim =SB 00 (0 - )9,V (@) — ieAu(@)0 (@ — y) - V(@) = 0.

Damit diese Beziehung erfiillt ist, muss
O"y(x — y)9,V, (x) — iedu(x)0"y(z —y) - V() = 0

sein. Wir schreiben diese Differentialgleichung als eine gewohnliche Differentialglei-
chung entlang der eindeutigen, kausalen Geodéte z(t) = y + L(x — y), wobei s die
Lénge dieser Geodéte ist. Dabei benutzen wir
2L oy — )0
= T —
dt v Y)Ou,

und erhalten q
2taVy0(x(t)) — 2ieA,(x(t))(z(t) —y)* = 0.

Die Losung lautet

s

Vyo(x) = exp(ie/dtiA#(x(t))(J:(t) - y)“)
_ eie f; A'O

Diese Losung ist nicht nur entlang der Geodéte differenzierbar, sondern auch in ei-
ner kleinen Umgebung um diese. VO existiert also auch in einer Umgebung um die
Geodite. Die gleichen Methoden wenden wir an, um die Transportgleichungen fiir
k > 1 umzuformen. Entlang der eindeutigen, kausalen Geodéte von y nach x haben
wir

d

(2k — 2ie A, (x(t))(z(t) — y)“)Vyk(x(t)) + Qtavyk(az(t)) = —2kPVyk’1(:c(t)).
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3.3 Parametrizes des Maxwell-Klein-Gordon-Systems

Diese Gleichung multiplizieren wir mit t*~1, verwenden die Produktregel, und erhal-
ten

d . _ _ _

I —(H V(1) — leAu(@(®)(@(t) — ) "IV (@(t) = —kt* PV (2 (t).

Das ist eine inhomogenen, gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung, und
kann mit der Methode der Variation der Konstanten gelost werden. Die Losung lautet

k __Vyo("E) [ k! k-1
Vi@ =22 | O

mit s = /(z —y)2.

Wir kénnen damit wieder eine exakte Losung konstruieren. Dazu rechnen wir die
Koeffizienten V0, ..., bl aus, und erhalten schliefflich eine konvergente Reihen-
entwicklung fiir die Greenschen Funktionen

14521
D (Re(2+26)VF) « (14 C) 7 (3.2)
k=0

C ist hierbei, jene stetige Funktion, fiir die
4321

P Y Re(2+20)VF=1+C.
k=0

Wenn wir den Beweisen aus [6, Chapter 2] folgen, kénnen wir zeigen, dass (3.2) eine
konvergente Reihenentwicklung darstellt.

Wie wir sehen ist die Greensche Funktion eine hermitesche Matrixfunktion, Gl =
G4+. Wir schreiben fiir die Kommutatorfunktion auch

0 A
AS_G+_G_<A* 0>7

mit

A(z, ZR+2+2kxka9:y > R_(2+ 2k, z,y)VE(x,y). (3.3)
k=0 k=0

Der erste Term dieser Entwicklung ist die freie Kommutatorfunktion

1 A=k , :
= —ik(z—y) _ ik(z—y)
Aoz, y) (2mr)d-1 / 2iw (k) (e ° )

mit w(k) = vVk2 —m?2. Ahnlich wie diese ist A eine distributionelle Losung einer
Feldgleichungen.

4
KO=w(k)’ (3-4)
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3 Parametrixkonstruktion Greenscher Funktionen

Proposition 3.5. Die oben definierte Distribution A(x,y) ist eine Lisung der Dif-
ferentialgleichung

[0 — 2ieA,(z)0" —ied" A, (z) — e A, (z) A¥(x) + m*|A(z,y) = 0,
im Sinne von Distributionen, mit den Anfangswerten
A(t,x,t,y) =0,
At,x, t,y) = 65 (x).

Beweis. Da Ag(x,y) die Differenz zweier Greenscher Funktionen zum Differential-
operator p ist, 16st diese die Feldgleichungen.
Fiir A haben wir

A(z,y) = Nolz,y) + i(m 242k, x,y) — R_(2+ 2k,w,y)>Vyk(:r). (3.5)
k=1

Die Kommutatorfunktion Ag(x,y) hat die Anfangswerte
AO(ta X, tv y) = 05
Ao(t,x,t,y) = 65V (x).

Fiir a > d sind die Rieszdistributionen R4 («,x,y) Funktionen mit kausalem Triger,
die flir x = y verschwinden. Fiir 4 < a < d haben die Rieszdistributionen ebenfalls
kausalen Tréger und fiir zusammenfallende Punkte sind R4 (a) und R_(«a) gleich

lim <R+(a,x,y) - R,(a,x,y)) =0, 4<a<d.

T—Y
Da Ag(z,y) ebenfalls kausalen Tréger hat, ist
Al(t,x,t,y) =0.

Die Ableitung von A(z,y) nach 2 ist

NE

Az,y) = Ao(z,y)+ Y[Ry (2+ 2k, 2,y) — R_(2 + 2k, z,y)]V; (z)

i

1

k:l

Wegen der oben genannten Eigenschaften des Tragers und des Verhaltens fiir x = v,
verschwindet der letzte Summand fiir 2° = y°. Aus den oben angegebenen Eigen-
schaften der Rieszdistributionen haben wir

1
OoRs(c,z,y) = a(l’ —yoR+(a —2,7,y).
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3.3 Parametrizes des Maxwell-Klein-Gordon-Systems

Daher verschwindet ebenfalls der zweite Summand fiir raumartig getrennte z,y und
fiir x = y. Es bleibt schliefllich

A(z,y) = Ao(z,y) = 58"V (x).
]

Wir kénnen diese Eigenschaft von A auch auf beliebige Cauchyflichen W, mit
y € W ausdehnen.

Proposition 3.6. Die Distribution A(x,y) ist Losung der Feldgleichungen mit den
Cauchydaten
A(IE, y) =0,
0

o0 @) =8, (@),

wobei OZVy (x) die Delta-Distribution der Hyperfliche Wy ist.

x € Wy,

Beweis. Das verschwinden der Kommutatorfunktion fiir W, folgt wieder aus der
Kausalitdt von A. Sei x € W,, dann gibt es eine Lorentz-Transformation A, so
dass (Az)? = 3%, auBerdem ist die Kommutatorfunktion invariant unter Lorentz-
Transformationen (die Rieszdistributionen héingen nur von (z—y)? ab, und die Trans-
portkoeffizienten sind Losungen einer Lorentz-invarianten Differentialgleichung), und
somit

9 0 C9Azr 0
0 _
= 8% (5 5A) (Az, ) = A% (Ax),

wobei wir verwendet haben, dass J,,A(z,y) = 0 fiir raumartig getrennte x,y, und
dass AOO =1. ]

3.3.2 Parametrixkonstruktion fiir das MKG-System in einer Umgebung in
einer Raumzeit

Den bisher beschriebenen Zugang kénnen wir auch fiir die Konstruktion Greenscher
Funktionen in einer Umgebung 2 C M auf einer Raumzeit M verwenden. Hierzu
setzen wir fiir die Greenschen Funktionen

an. Die Koeffizienten sind glatte Schnitte V,F € C>°(M,C). Aus der Bedingung

PGi(y) = 5y
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3 Parametrixkonstruktion Greenscher Funktionen

leiten wir wieder Differentialgleichungen fiir die Transportkoeffizienten Vyk her. Dabei
verwenden wir die Produktregel

O(f - g) = (Of) - g + 2(grad f,grad g) + f-Og

fiir den d’Alembert-Operator [] auf M und die Eigenschaften der Rieszdistributionen

1
grad RS2 + 2k,y) = 2 grad Ty - RS (2K, y),
or, — 2k

Q _

DR%(Z y) = 53/'

+ 1>R¥(2k,y),

Damit erhalten wir schlieflich?
5y = Rg (07 y)
= Vyoéy + 2(grad R$(2,y), grad Vy0> — 2ie(A, grad R$(2, y))V;JO

S ar, — 2d 2
k Y Q k\ pQ
+ ;{Vy <T + 1) RE(2k,y) + 1 (grad Ty, grad VF) RS (2k, )

— 2ie(A, grad Ty) RE(2k, y)V,} + RL(2k, y)PVy’“},

woraus die Transportgleichungen

0= %ODR¥(27 y) - R¥(27 y) + 2<grad R$(2’ y)7 grad Vy0> - 216<Aa grad R$(27 y)>V;;Oa
Ory, — 2d + 4k

0 2

Vyk + (grad I'y, grad Vyk> —ie(A, grad Fyﬂ/;f + 2/<:PVyk*1

folgen. Wir betrachten, was die zweite Transportgleichung fiir £ = 0 bedeuten wiirde.
Dafiir multiplizieren wir diese mit R%(«, y)

Or, — 2d

2
=a(0R(a +2,y) — RE(a,y))V,) + 2a(grad RY(a +2,y),grad V)

— 2iea(A, grad Rg(a + 2, y)>Vy0 =0.

VyoRg(a, y) + (Rﬁ(a, y) grad I'y, grad v2> —ie(A, Rg(a, y) grad Fy>Vy0 =0,

Im Limes a — 0 erhalten wir daraus
(ORE(2,y) — RE(0,9))V, +2(grad RE(2,y), grad V) —2ie(4, grad RE(2,y))V;) = 0.
Diese ist also die erste Transportgleichung, falls

V) (y) = 1.

3Wir schreiben die Kontraktion zweier Vektorfelder mittels der Metrik auch als (-, -); siche auch A.
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3.3 Parametrizes des Maxwell-Klein-Gordon-Systems

Wir wollen an Vyo diese Anfangsbedingung stellen. Die iibrigen Transportkoeffizienten
erfiillen die Anfangsbedingung Vy’“(y) = 0.

Zusammenfassend suchen wir also die Losungen des rekursiven Systems von Diffe-
rentialgleichungen

Or, —2d + 4k
2
mit den Anfangsbedingungen Vyo(y) =1, Vyl(y) =0 fiir{ > 1.
Die generelle Idee zur Losung besteht wieder darin mit der Produktregel die ers-

ten beiden Terme zusammenzufassen, und schlieffliche diese Gleichung entlang einer
Geodiite zu losen. Dazu formen wir die obige Gleichung mit Hilfe der Identitét

Or, — 2d = (grad I'y, grad log \/|det g|)

V) + (grad Ty, grad v}) — ie(A, grad T')V,y + 2kPV~' =0, &k >0,

um:

ur, —2d .
0= yTVyO + (grad Ty, grad V;/O> — leVy0<A, grad I'y)

1
= ———(grad 'y, grad +/|det g|>V;JO + (grad Iy, grad Vy0> - ieVy0<A, grad I'y).

V/|det g

Mit der Produktregel fiir grad folgt dann

0 = (grad I'y, grad (v/|det g[V;))) — ie/|det g|V,)(A, grad Ty).

grad I ist der Tangentialvektor an die eindeutige Geodéte, die von y nach z geht.

Es gilt die Beziehung

(grad I'y, grad f) = 25dif
s

entlang der Geodite. Die Differentialgleichung entlang dieser Geodite ist dann

d
23£(\4/ |det g|V,)) — iev/|det g|V,) (A, grad I'y) = 0.

Die Losung der ersten Transportgleichung lautet

s

0 _ 4 ldetg(y)| ie [ ,1
Vy = m exp 5 ds ?<A, grad Fy> .
0

Wir formen die Gleichung fiir £ > 1 nach den selben Rechenregeln wie oben um:

ar, — 2d + 4k . _
0= yf‘/yk + (grad Ty, grad Vyk) —ie(A, grad Fy>Vyk + 2kPVyk !
= ((grad Ty, grad log v/|det g|) + 2!{:)Vyk + (grad Iy, grad Vyk> —ie(A, grad Fyﬂ/;/k
+2kPV !

1
= (7(grad Iy, grad /|detg|) + 2k> Vyl€ + (grad I'y, grad Vyk>

V/|det ¢

—ie(A, grad T)V,} + 2kPV," 1.
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3 Parametrixkonstruktion Greenscher Funktionen

Wir multiplizieren mit +/det g, verwenden die Produktregel, und betrachten dann
diese Differentialgleichung entlang der eindeutigen Geodéte, die y und x verbindet

0 = ((grad T, grad +/|det g|) + 2k+/|det g|)V,’ + +/|det g|(grad T, grad V")
— iev/|det g|(A, grad T, )V, + 2k /|det g| PV, !
= (grad T'y, grad (v/|det g|V;})) + 2k /|det g| — ie/|det g|V, (A, grad I')
+ 2k /|det g| PV, !

d
= 23&(\4/ |det g|Vyk) —iev/|det g|(A, grad T'y) + 2k+/|det g\PVyk_l.

Wir multiplizieren die letzte Gleichung mit s*~!, und verwenden die Produktregel,
dann folgt

4 .
&(sk V| det g]Vyk) - gsk_l V/|det g[Vf(A, grad T',) 4 ks*~1{/|det g|PVyk_1 =0.

Diese gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung l6sen wir mit Hilfe der Me-
thode der Variation der Konstanten. Wir erhalten

S

1k—1
vF = —Sﬁkvyo(g;) / ds"mPVykl(x(s/)). (3.6)

Wie wir sehen besteht die mafigebliche Verdnderung zum Minkowskiraum darin,
dass der Koeffizient V9 sich #indert.
Mit der perturbativen Losung konnen wir wieder eine exakte Losung konstruieren:
4321
> (Re(2+26)VF) « (14 C) 7,
k=0

wobei die Faltung in der Variablen y erfolgt, und C jener stetiger Schnitt ist, fiir den
[4521
Py Vh=1+40C
k=0

Wir definieren die Kommutatorfunktion lokal als

o0

A% (y) = Z(RE(Q + 2k, y) — R%(2 + 2k, y))Vyk
k=0

Diese konnen wir verwenden, um die Losungen der Feldgleichungen mit Anfangsbe-
dingungen auf der Cauchyfliche Wy, mit y € W, anzugeben.

Proposition 3.7. Die oben definierte Kommutatorfunktion A erfillt im Sinne von
Distributionen die Differentialgleichung

[Oar — 2ieA, (2)0" — ied" Ay (z) — €2 A, (z) A () + m2 Az, y) =0,
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3.4 Parametrizes des Maxwell-Dirac-Systems im Minkowskiraum

mit den Anfangsbedingungen

A% (y)lw, =0, (3.7)
8 9] Wy
@A Wlw, =0y " (38)

Dabei ist Oy der d’Alembert-Operator auf der Mannigfaltigkeit M .
Beweis. A% (y) ist eine Losung der Feldgleichung, da diese die Differenz zweier Green-

scher Funktionen ist.
Aus der Kausalitit der Rieszdistributionen folgt schliefllich (3.7). O

3.4 Parametrizes des Maxwell-Dirac-Systems im
Minkowskiraum

Nachdem wir erfolgreich die Poissonklammern des Maxwell-Klein-Gordon-Systems
bestimmt haben, wenden wir uns dem Maxwell-Dirac-System zu. Wir hatten oben
bereits eine bestimmte Form fiir die Greenschen Funktionen G4+ angegeben, und hat-
ten G4+ durch g4 ausgedriickt. Fiir die Greenschen Funktionen g4 (z,y) machen wir
den Ansatz

oo

gi(.T, y) = Z Ri(Z + 2k, z, y)vk(‘rv y),

k=0
wobei VF(z,y) € C®(M x M, Mat (4, C)). Die Matrixindizes der V* wirken dabei auf
Spinoren, und wir schreiben daher fiir die Komponente von V* auch V(fﬁ. Aus der
Forderung, dass g+(x,y) eine Greensche Funktion ist, folgen wieder Differentialglei-
chungen fiir die Transportkoeffizienten V*:

20, R+ (2,2,9)0"VO(x,y) — 2ieA, (2)0"Re(2,7,y) =0,
(2k — iy (2)0"y(x — )V (@, y) + 20,7 (x — )"V (@, y) + PV (2,) = 0,
mit den Anfangsbedingungen

VO(y,y) =1,
VEy,y) =0 k>1.

Wir formen die Gleichung fiir V9 in der selben Weise um, wie die Gleichung fiir V°
im Maxwell-Klein-Gordon-System. Dann haben wir fiir V? die folgende Differential-
gleichung

Oy (x — )"V (x,y) —ieA,(x)0"y(x — y)VO(z,y) = 0.
Diese formen wir wieder mit den oben genannten Rechenregeln in eine Differentialglei-
chung entlang der Geoddte um, wir erhalten eine gewohnliche Differentialgleichung
erster Ordnung, deren Losung

t
VO(z,y) = exp(ie/dt’Au(:c(t'))i(w - y)“) -1
0
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3 Parametrixkonstruktion Greenscher Funktionen

ist. Die 1 wirkt auf Spinorindizes. Fiir die hoheren Ordnungen erhalten wir
t
ViGa,y) = espie [ are* " a(e))(a(t) - o)
0

| v _
« / At/ PV (1), ) exp e / A A (1) (1) ).
o tk2 0

Diese Transportkoeffizienten sehen aus, wie die aus dem vorigen Abschnitt, aber durch
den Term 0”9, A, in P werden verschiedene Spinorindizes gemischt.
Wir Schreiben fiir die Kommutatorfunktion

Gita) = G- = (g0 257).

z,y) 0
wobei

S(z,y) = So(z,y) + Z(R+(2 +2k,x,y) — R_(2+ 2k, z, y))Vyk(x)
k=1

Dabei ist die unterste Ordnung durch die Distribution

gegeben ist. Die Kommutatorfunktion S hat folgende Eigenschaft

Proposition 3.8. S(z,y) ist eine distributionelle Lisung der Feldgleichungen mit
der Anfangsbedingung
S(t,x,t,y) = —ivoégd_l)(x).

Beweis. Aus der Integraldarstellung der Kommutatorfunktion der freien Theorie (3.4)
kann man
axiAO(xa y) =0

schlieffen. Dann folgt
(—ia + 64(%’) - m)AO(ta x,, y) = —i’}/oaono(t, x,t, y) = _i706§’d_1) (X)

Die Beitrége hoherer Ordnung verschwinden, da die Rieszdistributionen kausalen
Tréger haben, und im Koinzidenzlimes ¢ — y R_ = R, ist. O

Diese Eigenschaft gilt nicht nur fiir die spezielle Cauchyfliiche {x € M|2° = 0}.

Proposition 3.9. Sei W, eine Cauchyfliche, mit y € W,. Dann ist S(x,y) eine
distributionelle Losung der Feldgleichungen, mit der Anfangsbedingung

S(z,y) = 5;%(95) x € W,.
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4 Konstruktion von Eichbriicken in der
klassischen Feldtheorie

Oben haben wir die Poissonalgebra der klassischen Felder ¢, ¢*,,1), A angegeben.
Wir wollen nun das Problem des Ladungsoperators in der Quantenfeldtheorie erlautern,
welches die Einfithrung nicht lokaler Feldoperatoren motiviert. Die Felder der Quan-
tenfeldtheorie sind operatorwertige Distributionen

¢: G5 (M, C) — L(H),

wobei H ein Hilbertraum ist. Auflerdem ist fiir jedes f € C5°(M,C) ¢(f) ein in H
dicht definierter Operator.
Die Felder erfiillen die Feldgleichungen

eju=0"F,,
als Operatorgleichungen. Wir definieren den Ladungsoperator ) als Integral iiber

die Ladungsdichte j°. Da diese jedoch eine Distribution ist, miissen wir j° mit einer
speziellen Testfunktion verschmieren: fr € C3°(M, C), gr € C3°(M, C),

Fr(x) 1 fiir x| <R,
X) =
f 0 fir |x| > R+e,

or(a®) =0 fir |o¥) = R, [ de”gna®) = 1.

Damit ist der Ladungsoperator in der Kugel mit Radius R definiert, Qr := j(9r" fr)-

r(%) gr(a")
R R X R R 20
(a) Der Ortsanteil (b) Der Zeitanteil

Abbildung 4.1: Verlauf der Testfunktion fg - gr in raumartiger und zeitartiger Rich-
tung.
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4 Konstruktion von FEichbriicken in der klassischen Feldtheorie

Wenn wir annehmen, dass die Maxwellgleichung
j’ = 0'E;

erfiillt ist, dann ist die Ladung

Q= lim [ d*z 8iEi(x)gR(:c0)fR(x)

R—o0

=— lim [ d'zgr(2")E;(2)0" fr(x).

R—o0

Wir nehmen an, die geladenen Zustdnde werden von den lokalen Feldoperatoren er-
zeugt, die Ein-Elektronenzustidnde seien also

.

Die Ladung dieses Zustands ist dann

QU(z)Q=— lim [ d'ygr(y®)d fr(y)Ei(y)y(z)Q

R—oo
:—gg/hw%@WWMwww&@m
— $(2)QQ.

Hierbei haben wir benutzt, dass 0’ fr(x) die Form wie in Abb. 4.2 hat, und dass
die Felder fiir raumartig getrennte Punkte kommutieren. Die Zusténde, die von den
lokalen Feldoperatoren erzeugt werden, sind also Eigenvektoren der Ladung @) mit
dem gleichen Eigenwert wie der Vakuumvektor 2. Wie kénnen so also keineswegs
geladene Zusténde beschreiben.

J' fr(x)

_r ! R X
Abbildung 4.2: Die Ableitung des Ortsanteils der Testfunktion.

Wir unternehmen hier einen anderen Zugang, und betrachten Ausdriicke der Form

Bw)e A (y),

wobei 7 ein raumartiger Weg von y nach x ist. Solche Objekte wurden bereits von
S. MANDELSTAM [46] untersucht. Diese Eichbriicken sind in dem Sinne nicht-lokal,
als dass sie auch von einem Weg v abhéngen. Auflerdem sind die Eichbriicken ei-
chinvariant. Es stellt sich die Frage, wie man mit quadratischen Ausdriicken geladene
Zusténde beschreiben kann. Aber eine Messung findet nur in einem kleinen Volumen
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statt, so dass wir den Punkt y sehr weit weg verschieben und dessen Einfluss beim
Experiment vernachléssigen kénnen.
Wir formen den obigen Ausdruck etwas um

B(z,y) = (x)ee) I E0AEy(y), (4.1)
wobei f#(z;z,y) Distributionen mit singsupp (f*) = {x,y} und
2 . _ 54 4
O " (2 m,y) = 050 (2) — 619 (2)

sind. Diese Form der Eichbriicken wurde schon von P. A. M. DIrAc [20] vorgeschla-
gen. Beispiele fiir die Distributionen f# sind die Greensche Funktion

fO(z2,y) =0,

: 1 z—y
v N = —-———
f'(z2,y) 47T|Z—y’3 Y0

1 z—x

s e 0
An |Z — X|3 aso(z )7

(=)
welche die Felder in der Coulomb-Eichung VA = 0 hervorbringt, oder

fOY2 (2 x,y) = 0,

FPz2,y) = 8,0(2")0,1(21)8,2(2)0(2% = y%) = 8,0 (2%)d,1 (21)8,2(2%)0(2* — %)

welche den ,string-like localized fields“ von S. MANDELSTAM [46] entspricht. Eine
weitere Mo6glichkeit ist der direkte Verbindungsweg

1
Pz = [ =05,
0

Wir folgen nun O. STEINMANN (siehe [64, 66]) und konstruieren Eichbriicken, in-
dem wir aus den Feldgleichungen fiir die lokalen klassischen Felder

(1§ — eA(2))(z) = 0,
B(x) (i P+ ed) =0,
DAM(QJ) = €E(x)’}’/ﬂ/)(w)7

Feldgleichungen fiir die klassischen Eichbriicken herleiten. Sodann wollen wir diese
Gleichungen (perturbativ) losen. Die Feldgleichung lautet

i@égBaU(x7 y) = e@a(x)fyﬁif |:_ /d4zazfy(z; $, y)AV(Z) + AM(CC) Baa(xa y)

Da die Greensche Funktion (i) ™! nicht-kompakten Triger hat, ist es unwahrschein-
lich, dass die perturbative Losung wieder in die Form (4.1) gebracht werden kann.
Wir werden im Folgenden einen anderen Zugang untersuchen.
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4 Konstruktion von FEichbriicken in der klassischen Feldtheorie

4.1 Eichbriicken als Poissonklammern: Das
Maxwell-Klein-Gordon-System

In diesem Abschnitt wollen wir die Eichbriicken als Poissonklammern quadratischer
Terme konstruieren. Wir haben nach den Rechenregeln fiir die Poissonklammern im
Maxwell-Klein-Gordon-System

{¢"(2)o(x), 9" (Y)¢(y)} = ¢"(2)Ax, y)d(y) + d(2) A" (2, y)9" ().

In der niedrigsten Ordnung ist

[6"@)0(@). " o)} =(R+(2.2.9) - B-(2.2,1)) [aﬁ*(m)eiefr/*gb(y) +o(x)e ) Ao (y)
+ Terme der Ordnung k& > 1.

Wir erhalten also reelle Kombinationen von Termen, die die Form von Eichbriicken
haben. Allerdings ist 7 ein kausaler Weg. Wir bestimmen im Folgenden die Eich-
briicken fiir raumartig getrennte z, z € M. Sei dazu y € J*(x) N J*(z), dann ist

{o"(2)o(2), 0" (v) ()}, 9" (2)8(2)} = {¢" (@) Alx, y)d(y), 9" (2)d(2) }
+{o(2)A%(z,y)0™ (y), 9" (2)0(2) }
= ¢" () Az, y)Aly, 2)0(2)
+ ¢(@) A% (2, y) A (y, 2)67 ().

Die unterste Ordnung in der Entwicklung nach dem quadratischen geodétischen Ab-
stand ergibt

{8 @0(@). " o)}, 6" ()6(2)} =(Re(2,2,9) = B-(2,2,y))
X (R+(2, y,z) — R_(2,y, z))
" [cb*(:c)eie e (2) 4 pla)e I A9 (2)
+ Terme der Ordnung k£ > 1.

Hierbei ist 7 der eindeutige kausale Weg, der von z nach y fithrt, und 7 der eindeutige
kausale Weg, der von y nach z fithrt. Die Hintereinanderausfithrung der beiden Wege
T1, T2 ist

(2 m2) ) = {

Dieser Term entspricht der bereits oben diskutierten Eichbriicke B(z, z) in (4.1), wenn
man dort fiir die Distribution f* die Wahl

T1(2t), 0
7'2(2t — 1), %

1/2 1
4 4
O R YU 2 N G P RYCTRLe R ED
0 1/2
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4.1 FEichbriicken als Poissonklammern: Das Maxwell-Klein-Gordon-System

trifft.

Da wir letztlich nicht an der reellen Kombination, sondern nur an einem Term
interessiert sind, werden wir diese mit Hilfe der lokalisierten Ladung trennen. Diese
Methode wurde bereits von J. LANGERHOLC und B. SCHROER [43] verwendet, um die
hermiteschen Kombinationen, die bei den Kommutatoren der Stromdichten auftreten,
zu trennen. Sei W eine Hyperfliche raumartig getrennter Punkte, und =z € W, aber

Abbildung 4.3: Die Lichtkegel der Punkte x, z € M und die raumartige Hyperfliche
w.

z ¢ W. Wir definieren die im Volumen W lokalisierte Ladung Qy als’
Q= [ A ()°) =1 [ duw ()87 ()0°6() — 6030 ()],
w w

Mit den Eigenschaften der Kommutatorfunktion A(z,y) fiir raumartig getrennte
Punkte folgt dann

{Qw,o(2)} =1 / dpw (){¢"(2)0°6(2') — ¢()0°¢" ('), ¥(2)}

w

= i / A (') 6() B,0{6" (), 6(2)}
w =M (21)=0 in W
=0
Q. d(x)} = i / A (') 6(2)0.0{6* (), d(x)}
%%

= —i¢(x).

Auf gleiche Weise erhalten wir

{Qw,¢"(2)} = id(z),
{Qw, 8" (2)} = 0.

!uw ist das Lebesguemaf der Hyperfliche W.
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4 Konstruktion von FEichbriicken in der klassischen Feldtheorie

Damit berechnen wir dann

{Qw, {{¢"(2)o(2), 9" (¥)¢(y)}, 07 (2)0(2)}} = {Qw, ¢" (2) Az, y) Aly, 2)p(2) }
A*

+{Qw, o(x)A(z,y) A% (y, 2)9" (2)}
= 19" (2) Az, y)Aly, 2)9(2)
—ig(x) A% (z, y) A™(y, 2)¢" (2).

Damit konnen wir den ersten Term isolieren

¢ (1) Az, y)Aly, 2)9(2) = {{"(x)o(2), 0" ()0 (y) }, ¢"(2)0(2) }
- i{Qw, {{¢"(2)(2), 6" ()0 (y)}, 9" (2)(2) }}-

Der Punkt y € J*(2)NJ () ist beliebig und wir verschmieren mit einer Testfunktion
g € D(M), supp(g) C J*(z) N J*(2)

BY(z,2) = / dy g(4) 6" (@) A, 1) Ay, 2)(2). (4.2)

Wir haben damit gezeigt, dass Eichbriicken in der Poissonalgebra F(®4) enthalten
sind.

Da wir keine Besonderheiten des Minkowskiraumes (wie z.B. die Translationsinva-
rianz) benutzt haben, gelten die selben Aussagen auch auf eine beliebigen Raumzeit
M, weil hier die Kommutatorfunktion die gleiche Form hat.

4.2 Eichbriicken als Poissonklammern: Das
Maxwell-Dirac-System

Fiir das Maxwell-Dirac-System wiederholen wir die obige Schritte. Wir haben fiir
z,z € M, y € J"(x) N JT(2) wie in Abb. 4.3

{p(@)y (@), () )} () (2)} = (@) S (@, 1) S (y, )9 (2)+(2) S (2, 1) S (y, 2)1(2).

Um den hinteren Term abzuspalten, verwenden wir die in W lokalisierte Ladung
(siehe Abb. 4.3)

Qw = [ duw ()% = [ duw () B 0.
Wir erhalten mit den Eigenschaften der Kommutatorfunktion S(x,y)

{Qw,¥(2)} = —ip(2),
{Qw,¥(2)} =i (2),
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4.2 Eichbriicken als Poissonklammern: Das Maxwell-Dirac-System

und {Qw, ¥ (2)} = 0 = {Qw,¥(z)}. Damit haben wir

{Qw, {{v(@)v(2), v )} ¥(2)¥(2)}} = {Qw, v
S

Und somit ist

Y (@)S(z,y)S(y, 2)1(2) = {v()e(x), ()Y (y)}, P(2)P(2)}
— {Qw, {¥(2)v(2), v ()Y}, (2)d(2)}}

Wir verschmieren wieder iiber y € J*(x)NJ™(z) mit einer Testfunktion g, supp(g) C
JH(z)NJT(2)

BY(,2) = / dy g(u) ()8 (. 9)S(y, 2)(2). (4.3)

Die Eichbriicken des Maxwell-Dirac-Systems sind damit in der Poissonalgebra F(¥:4)
enthalten, und werden von lokalen Feldern erzeugt.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben in dieser Arbeit die algebraische Formulierung der klassischen Feldtheorie
aus [23] auf zwei Eichfeldtheorien verallgemeinert. Hierbei wurden die Poissonklam-
mern als konvergente Reihenentwicklungen nach dem quadratischen geodétischen Ab-
stand konstruiert (die Parametrixkonstruktion). Die Poissonklammern wurden in ei-
nem vollstdndig kovarianten Formalismus, der auf [54] zuriickgeht, bestimmt. Es er-
scheint daher sehr plausibel, dass sich diese Ergebnisse auch in einer quantisierten
Feldtheorie wiederfinden werden.

Wir konnten schliellich im Rahmen der Entwicklung nach dem quadratischen
geodétischen Abstand die Eichbriichen

()€ Jy A" g y)

in der untersten Ordnung der Poissonklammern eichinvarianter lokaler Felder wieder-
finden. Deren Poissonalgebra umfasst daher die Eichbriicken.

Diesen Formalismus kann man nun auch auf eine beliebige Raumzeit M anwenden.
Hierzu werden die klassischen Felder als Auswertungsfunktionale auf den Schnitten in
einem Vektorbiindel erklirt. Da die Paramtetrizes in einer Raumzeit die gleiche Form,
wie die Parametrizes im Minkowskiraum haben, werden die Eichbriicken in gleicher
Weise in den untersten Ordnungen der Poissonklammern {{¢*(x)¢(z), o*(y)o(y)},
¢*(2)¢(z)} auftauchen. In unserer Darstellung fehlt jedoch die Konstruktion der
Greenschen Funktionen fiir das Maxwell-Dirac-System auf einer Raumzeit M. Da-
zu miisste man den allgemeinen Formalismus aus [6] auf den Dirac-Operator

D : C®(M,SM) — C®(M,SM)

anwenden. Hierbei ist XM das Spin-Biindel der Mannigfaltigkeit M'. Man verfihrt
dann nach dem gleichen Schema, das wir hier fiir den Dirac-Operator auf dem Min-
kowskiraum verwendet haben. Danach kann man selbstverstéindlich auch eine Verall-
gemeinerung auf Feldtheorien mit héherem Spin wagen.

In dieser Arbeit ist das Vektorpotential A* stets ein externes Hintergrundfeld, eine
Riickkopplung der Elektronen auf das Vektorpotential haben wir also vernachléssigt.
In einer weiteren Untersuchung wére es interessant, ob sich ein &hnliches Ergebnis fiir
das Maxwell-Klein-Gordon-System ergibt, wenn das Vektorpotential ebenfalls eine
gekoppelte Differentialgleichung erfiillt.

Dariiberhinaus haben wir nur eine bestimmte Art von nicht-lokalen, eichinvarianten
Feldern untersucht. Es stellt sich die Frage, ob alle nicht-lokalen, eichinvarianten

!Zur Definition des Dirac-Operators siehe [7] oder [5].
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Felder bereits in der Poissonalgebra der lokalen, eichinvarianten Felder enthalten sind,
und schlieBlich bleibt die Frage zu klidren, ob sich dies auch auf eine quantisierte
Feldtheorie iibertragen lésst.
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A Distributionen und Mannigfaltigkeiten

In diesem Anhang geben wir einige mathematische Grundlagen beziiglich des Rech-
nens mit Distributionen und dem Umgang mit Mannigfaltigkeiten an.

A.1 Einige Begriffe der Differentialgeometrie

Wir geben hier einige Begriffe und Sitze die im Hauptteil der Arbeit verwendet
werden. Wir entnehmen diese den Arbeiten [53, 56, 3, 4].

Definition A.1 (Raumzeit). Eine d-dimensionale Raumzeit (M, g) ist differenzier-
bare, orientierbare und zeit-orientierbare Lorentzmannigfaltigkeit mit der Signatur
(+,—,...,—), in der es keine geschlossenen kausalen Geodéten gibt.

Der Tangentialraum 7, M ist diffeomorph zum d-dimensionalen Minkowskiraum M.
Auf T,M wird durch die Metrik g eine kausale Struktur erzeugt.
Die Menge der zeitartigen Vektoren an p € M

Vp i={v e T,M|g(v,v) > 0}
ist ein Kegel, der in zwei Kegel V", V" zerfillt (V,, = V,F UV,"), mit

- _ _y+
Vi =V

Wir nennen die Vektoren aus VpJr zukunftsgerichtet und die Vektoren aus V,~ vergan-
genheitsgerichtet. Die Menge der lichtartigen Vektoren

0Vy :={v € T,M|g(v,v) = 0}

bildet ebenfalls einen Kegel, und ist der Rand der Menge V,,. Auch 0V, kann in zwei
Kegel OV,F, 0V, zerlegt werden, so dass 9V,," der Rand der Menge V', und 9V, der
Rand der Menge V™ ist. Die tibrigen Vektoren

{veT,M|g(v,v) <0}

bezeichnen wir als die raumartigen Vektoren.

Mit kausalen Geodditen sind Geodéten gemeint, deren Tangentialvektor am Punkt
p € M in V,, liegt. Eine kausale Geodiite heifit zukunftsgerichtet /vergangenheitsgerichtet,
falls ihr Tangentialvektor zukunftsgerichtet /vergangenheitsgerichtet ist. Die Zukunft-
sentwicklung eines Punktes p € M ist

" Es gibt eine zukunftsgerichtete kausale
JT(p) = 34q€ ) : _ _
Geodéte 7, mit 7(0) =p, 7(1) = ¢
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A Distributionen und Mannigfaltigkeiten

Die Vergangenheitsentwicklung von p wird dhnlich definiert

_ Es gibt eine vergangenheitsgerichtete kausale
J(p) = {q €M ‘ :

Geodéte 7, mit 7(0) = p, 7(1) = ¢
und
J(p) = JT(p) VI (p).
Die Zukunfts- und Vergangenheitsentwicklungen einer Teilmenge S C M sind

THS) = T (),

peS

J(8):=JJ ),

peS
J(S) = JH(S)UJ(S).

Zwei Punkte p, ¢ € M heilen raumartig getrennt, falls p # ¢ und diese nur durch eine
raumartige Geodéte verbindbar sind.
Das Zukunftsabhdngigkeitsgebiet einer Teilmenge S C M ist

Dt(S) := {p eEM

Jede vergangenheitsgerichtete kausale
Geodite durch p schneidet S

Ahnlich ist der Vergangenheitsabhingigkeitsbereich definiert

D= (S) := {p eM

Geodite durch p schneidet S

Jede zukunftgerichtete kausale}

AuBlerdem definieren wir den kausalen Abhdngigkeitsbereich
D(S) := Dt (S)u D (9).
Eine Teilmenge S C M heifit achronal, falls
IT(S)ns =0.

Definition A.2 (Cauchyfliche). Eine abgeschlossene, achronale Teilmenge ¥ C M
heilt Cauchyfidche, falls
D(¥) =M.

Beispiel (Minkowskiraum). Da die Tangentialrdume 7,M an den Minkowskiraum
(M, diag (+1,—1,...,—1)) diffeomorph zum Minkowskiraum selbst sind, haben wir

JHp) =V, = {peMlp® >0, p° >0},
J=(p) = —Vy.

Die Menge
> ={peMp’=0}

ist eine Cauchyflache.
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A.1 Einige Begriffe der Differentialgeometrie

Definition A.3 (Global hyperbolische Raumzeit). Eine Raumzeit (M, g) heifit global
hyperbolisch, falls es eine Cauchyfliche > C M gibt.

Wir werden uns haufiger mit verschiedenen Vektorbiindeln iiber der Raumzeit M
befassen.

Definition A.4 (Vektorbiindel). Ein k-dimensionales Vektorbindel (E,p) tiber der
Raumzeit M ist ein parakompakter Hausdorffraum E und eine glatte Abbildung

p:E— M,
mit den folgenden Eigenschaften:
1. p~Y(x) ist fiir alle x € M ein Vektorraum der Dimension F,
2. fiir alle x € M gibt es eine Umgebung U C M von z und einen Diffeomorphis-

mus
¢:UxRF - p~t(z) C E,

so dass fiir alle ¢ € U, v — ¢(g, v) ein linearer Isomorphismus von R¥ auf p~!(x)
ist.

Beispiele fiir Vektorbiindel, die verwendet werden, sind:

1. Tangentialbiindel:
T™M = | J {z} x T M.
zeM
2. Normalenbiindel: Sei N' C M eine Unterraumzeit. Wir bilden zu jedem Tan-
gentialraum an N in x das orthogonale Komplement:

TN+ = {v € Tx./\/‘g(v,w) =0 VweTzN}-

Das Normalenbiindel an N ist dann

NN = {2} x TN
zeN

3. Das komplementéire Biindel: Sei p : E — M ein Vektorbiindel, und p’ : D —
M ein Untervektorbiindel. Wir bilden zu jedem Untervektorraum p'~'(z) C
p~!(z) den komplementiiren Vektorraum. D.h. wir erkliren auf jedem p~*(z)
die Aquivalenzrelation

V1 ~ Vg & U — Vg € p'il(x).

Die Menge der Aquivalenzklassen lisst sich bijektiv auf einen Untervektorraum
C, C p~'(z) abbilden. Diesen Untervektorraum C, nennen wir den zu p'~ ' (x)
komplementiren Untervektorraum. Das zu p’ : D — M komplementére Biindel

ist dann
D¢ —= M
p| D= M,
D°:= | {z} x Cu.
xeM
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A Distributionen und Mannigfaltigkeiten

A.2 Distributionen und mikrolokale Analysis

Der Begriff der Distribution findet in der Physik hiufig seine Anwendung, so auch in
dieser Arbeit. Wir tragen hier einige Ergebnisse aus der Theorie der Distributionen
zusammen, diese wurden vor allem dem Buch von Hérmander [35] entnommen, und
die Beweise zu den zitierten Sétzen finden sich dort.

Definition A.5 (Distribution). Sei D(R?) = C$°(R?) die Menge der glatten Funk-
tionen ¢ : R — R mit kompaktem Triger. Eine Distribution ist ein lineares und
stetiges Funktional

t: D(RY) — R,
@ = t(p).

Die Tatsache, dass man Distribution mit glatten Funktionen verschmieren muss
verréit ihre singulére Natur. Durch das Studium dieser ,,Singularitét kann man wei-
tere Informationen iiber eine Distribution erhalten. Dazu betrachtet man die Fourier-
transformierte ¢ einer Distribution ¢. Die Fouriertransformation ist durch

tp) = () Vepwra

erklart.
Man sagt eine Distribution ist glatt (unendlich oft stetig differenzierbar), falls ein
f € C°(RY) existiert, so dass

() = / 0z f(2)p(5) Vepgms),

Nach dem Pailey-Wiener-Schwartz-Theorem (siehe [35], Theorem 7.3.1) wissen wir,
dass die Fouriertransformierte einer glatten Funktion schnell abfallt:

Vvendoy ¢ [2(OI < Cn(1+ )Y, ¢eR? (A1)

Dies gilt fiir glatte Distributionen gleichermafien. Um das singulédre Verhalten zu
studieren, definiert man nun den Kegel

3(t) = {17 € R?\ {0}|3 keine kegelfsrmige Umgebung V von 7, so dass (A.1) gilt.}.

Y.(t) ist ein abgeschlossener Kegel in R \ {0}, man nennt diesen auch den ,Kegel der
singuldren Richtungen“. Man kann (siehe [35]) die Eigenschaft

E((p ’ t) - E(t)a (S C(C;O
zeigen. Mit dessen Hilfe definieren wir nun

()= [ Se-t).

LpECé’C
zesupp(p)

Nun sind wir in der Lage die Wellenfront einer Distribution ¢ zu definieren:
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A.2 Distributionen und mikrolokale Analysis

Definition A.6 (Wellenfront). Die Wellenfront einer Distribution t € D'(R?) ist die
folgende abgeschlossene, kegelformige Menge

WE(t) := {(a:,k) e R? x R?\ {0}\1@ € Ex(t)}. (A.2)

Hierbeit bedeutet kegelformig, dass WF () invariant unter Multiplikation der zweiten
Variablen mit einer Zahl A € Ry ist.

Um Distributionen auf beliebigen Raumzeiten M zu erkliaren verwendet man den
Pullback mittels aller moglichen Karten . Dazu muss man zunéichst den Pullback
auf den Distributionen erkléren.

Sei f:Y — R4 Y C R" eine glatte Funktion. Die Menge der Normalen auf f ist
durch

Ny :={(f(z),n) € Y x R " f'(a)n = 0}
erklirt. Dabei bezeichnet f’(z)n das Skalarprodukt dieser Vektoren. Es gilt (siehe
[35] Theorem 8.2.4):

Satz A.7. Seit € D'(Y). Der Pullback f*t kann auf eindeutige Weise erklirt werden,
wenn
Nf N WF(t) = @,

so dass f*t =to f ist, falls t € C*°(Y). Fiir jede Distribution t € D'(Y') gilt
WE(f*t) C f*WF(t). (A.3)

Bei der rechten Seite der letzten Relation wird WF(t) als Teilmenge des Kovek-
torbiindels R? x R?\ {0} aufgefasst, d.h.

(k) = (x,ko f).

Der Pullback wird hier durch stetige Fortsetzung der Operation f*t = t o f auf
den stetigen Funktionen ¢ konstruiert. Hiufig verwendet man dennoch die suggestive
Schreibweise
fft=tof
fiir ¢ € D'(RY).
Wir sind jetzt in der Lage zu erklédren, was eine Distribution auf eine Raumzeit M
ist.

Definition A.8 (Distribution auf einer Raumzeit). Eine Distribution t auf einer
Raumezeit (M, g), t € D(M) ist ein differenzierbarer Atlas {(x,Ux)}, U, U = M,
und ein System von Distributionen (im bisherigen Sinn) ¢, € D'(k(U,)), mit

t = (/{ o /i_l)*tﬁ n K;/(UK N U,{/).

Man kann zeigen, dass hiermit die Distribution ¢ eindeutig definiert ist (siehe [35],
Theorem 6.3.4). Die Wellenfront einer Distribution auf einer beliebigen Raumzeit M
definiert man nun ebenfalls mittels des Pullbacks durch Karten.

47



A Distributionen und Mannigfaltigkeiten

Definition A.9 (Wellenfront auf einer Raumzeit). Sei ¢t € D'(M) eine Distribution
auf einer beliebigen Raumzeit M. Die Wellenfrontmenge von t ist jene Teilmenge
WF(t) C T*M, so dass

WF(t) 0" K*WF(tor 1) (A.4)

gilt.

Aus der (A.3) folgt, dass die Wellenfront eindeutig definiert ist, da der Kartenwech-
sel koK' "1 invertierbar ist.
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B Funktionalableitung und die
Jacobi-ldentitat

Im Hauptteil der Arbeit haben wir mehrfach die Funktionalableitung ~2— verwendet.

dp(x)
Wir wollen hier diesen Begriff genauer erldutern. Auflerdem rechnen wir hier explizit
die Jacobi-Identitét der oben definierte Peierlsklammern nach.
Definitionen und Sétze iiber die Funktionalableitung entnehmen wir der Arbeit
[34].
Auf dem Vektorraum C*°(M, R) erklidren die Halbnormen

I £lln == sup|Df(x)|,  fe€C®(M,R) (B.1)
i=0 T

eine hausdorffsche Topologie. Unter reellen Funktionalen verstehen wir die (in dieser
Topologie) stetigen Abbildungen

F:C*(M,R) — R.

Oben hatten wir festgestellt, dass die Menge der Funktionale eine Algebra bildet,
welche wir mit F(C°° (M, R)) bezeichnet haben. Auf den Funktionalen definieren wir
eine Richtungsableitung.

Definition B.1 (Richtungsableitung). Sei F' : U C C*°(M,R) — R ein Funktional,

dann ist die Richtungsableitung von F an der Stelle f € U, in Richtung von h €

C>®(M,R)

F(f + Ah) — F(f)
A 9y

falls dieser Limes existiert. Das Funktional F' heifit differenzierbar, falls ' an jeder

Stelle f € U und in jeder Richtung h € C*°(M,R) differenzierbar ist.

DF(f)h = lim (B.2)

Ahnlich wie die Ableitung von Funktionen, hat die Richtungsableitung von Funk-
tionalen die folgenden Eigenschaften.

Satz B.2. Sei F € F(M,R)), f € U und h € C*°(M,R), dann gilt:
1. DF(f) ist eine R-lineare Abbildung

DF(f)(ahy + fha) = aDF(f)hy + BDF(f)hs, o, B € R.

2. Die Abbildung
DF :U x C*(M,R) — R,

ist stetig in der Relativtopologie von U x C*°(M,R).
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B Funktionalableitung und die Jacobi-Identitét

3. Die Richtungsableitung erfillt die Leibnizregel

D(F-G)(f)h = G- DF(f)h+ F - DG(f)h.

Die Beweise dieser Aussagen findet man in [34], Abschnitt 3, mit AuBnahme der
Leibnizregel. Seien F, G differenzierbare Funktionale, dann ist

D(F - G)(f)h = lim F(f+Ah)-G(f +Ah) = F(f)-G(f)

A—0 A
_ lim{F(f +A) - G(f +Ah) = F(f) - G(f) | F(f)-G(f +Ah)
Iy A A
_F(f)- G(f+)\h)}
A

= G(f)- DE(f)h+ F(f) - DG(f)h.

Die Richtungsableitung ist in h eine Distribution mit kompaktem Tréger, diese

Distribution werden wir symbolisch durch 52{; ) ausdriicken, und meinen damit
OF
Dth:/dxhx.
() 5ot

Die Distribution 55—& bezeichnen wir auch als Variationsableitung, oder einfach Va-

riation. Die Variation erfiillt dann ebenfalls die Leibnizregel.

S(F-G)  SF 8G
o@ bp@ T Se)

Die zweite Richtungsableitung eines Funktionals ist die Richtungsableitung der
Richtungsbleitung von F:

D2E(F)[h K] = tim DE(f +vk)h — DF(f)h

v—0 14

(B.3)

Auf gleiche Weise definieren wir hohre Richtungsbleitungen. Wir erhalten dann, dass
die n-te Richtungsableitung D" F(f)[h1,...,hy] linear in hy, ..., h, und stetig in auf
U x (C*®(M,R))". AuBerdem ist D" F'(f) symmetrisch. Auch die héheren Richtungs-
ableitungen schreiben wir als symmetrische Distributionen ——9"-£

e(x1)-p(xn)
0"F

UTUWLMWA:/meW%%@ﬂ

() h(z1) -+ h(xy).

Mit dem den bisherigen Informationen kénnen wir nun die Variation einer Green-
schen Funktion bestimmen. Z.B. fiir Af erhalten wir iiber

2S  m
J i A = 4
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den Zusammenhang

I R NN Ty
0‘&0@)/ S ose S V)
B o 838 R, o 628 5AR(z’,y')
‘/ T AR e el

Die Variation der Greenschen Funktion A% ist also

SAE(z,y)
5p(z)

538 R

= - [ aw'ay ey 5200y )l

' y). (B.4)

Damit kénnen wir den Beweis der Jacobi-Identitéat aus Abschnitt 2.2 vervollstédndigen.
Wir miissen noch zeigen, dass der Ausdruck

(FAG. HY} +{G.{H.F}} + {H.{F.G}}
= [ ae s [ A s A s
L e e e T LA
5207V 5 A s 5
- 5Zg)A(x’y)<5iIé)AA(z’Zl)&p(y)ésj?j)&dy’)AA(y/’Z/)tssj(i’)
ey e ) A S
- 5iﬁ)A(:ﬁ’y)&il(z)AA(z’zl)éw(y)éjf’)éso(y’)AA(?/’Z,)&j(i’)]'

+

verschwindet. Wir schreiben A(z,y) = Ag(z,y) — Aa(z,y) aus und sortieren die
Terme um, dann erhalten wir

{FAG H}} +{G{H, F}} + {H,{F,G}}
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Hierbei haben wir verwendet, dass die Ableitung 5o 625 symmetrisch in

y)op(x)op(y’)
y, ',y ist.

Die bisher gemachten Aussagen fiir die Funktionalableitung lassen sich ohne Verdnderung
auch fiir Funktionale auf C*° (M, C) verallgemeinern. Wenn diese Testfunktionen je-
doch Werte in einer Grassmann-Algebra annehmen, muss man zwischen der Links-
und der Recht-Variation unterscheiden. Bei der Variation werden wir f und f als

unabhéngige Funktionen betrachten, obwohl f = fT40.

Definition B.3. Sei C°°(M, C?%) der Raum der glatten Grassmann-wertigen Funktio-
nen! auf dem d-dimensionalen Minkowskiraum. Die Links- Variation eines Funktionals

F auf C%(M, C) x C*(M, C) ist jene Distribution 2L fiir die
d - StF
—F(f+A = [ a

!Zur Definition Grassmann-wertiger Funktionen siehe [61].
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gilt, beziehungsweise die Distribution 5‘; (F L fiir die

d = _, &LF
BECT ] = [ g

gilt. Die Rechts- Variation des Funktionals F ist jene Distribution 2 3 w( ) fiir die

d SRR
Lr ) — [ q ,
gilt, beziehungsweise die Distribution 2 T’ fiir die
d SRF
L F(f.9+ A7 ( Az
GFaa| = [ar )

gilt.

Die hier gewihlte Konvention entspricht der Links-Variation aus [71, Chapter 26,

Section 2].
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