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Relationale Zeit in der Quantenphysik

Zusammenfassung

In dieser Diplomarbeit wird auf zwei verschiedene Weisen eine relationale und
intrinsische Beschreibung des externen Zeitparameters in der nichtrelativistischen
Quantenmechanik gegeben. Zum einen wird die Dynamik eines Systems beziiglich
einer Wahl physikalischer Observablen, sogenannter , Uhr“-Variablen, beschrie-
ben, die Teil des Systems sind. Speziell wird in dieser Arbeit untersucht, inwiefern
man fiir die Bewegung eines Teilchens die Position eines zweiten als ,, Uhr* verwen-
den kann. Zum anderen wird eine Erweiterung der Quantenmechanik entwickelt,
die den Zeitparameter selbst als physikalische Observable enthélt und eine Be-
schreibung liefert, die allgemeiner ist als der Formalismus der ,,Uhr“-Variablen.
Mit Hilfe dieser Beschreibung wird schliellich ein Problem aus der Quantenkos-
mologie neu analysiert.

Relational Time in Quantum Physics

Abstract

In this diploma thesis a relational and intrinsic description of the external time
parameter in non-relativistic quantum mechanics is given using two separate me-
thods. Firstly, the dynamics of a system is expressed in terms of a collection of
physical observables, so called “clock” variables, which are themselves part of the
system. In particular it is studied how the position of one particle can be used as
a “clock” for parameterising the motion of another particle. Secondly, a formal
generalisation is developed which implements time as a physical observable into
quantum mechanics. This leads to a formalism which is more general than the
“clock” variable approach. Using this formalism a novel analysis of a particular
problem in quantum cosmology is carried out.
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Einleitung

Am Anfang des 18. Jahrhunderts brach mit einem berithmten Briefwechsel [38]
zwischen S. Clarke, einem Schiiler und engen Vertrauten von I. Newton, und dem
deutschen Mathematiker und Philosophen G.W. Leibniz eine grofle Debatte um
die Frage nach dem absoluten gegeniiber dem relationalen Charakter von Raum
und Zeit aus. Wahrend Clarke und Newton die Auffassung vertraten, Raum und
Zeit seien als real existierende Objekte absolut, legte Leibniz seine Uberzeugung
dar, dass Raum und Zeit lediglich Ordnungen zwischen real existierenden Dingen
darstellten und keine eigene Realitédt besafien.

w[--.] it is not possible for two things to differ from one another in respect
of place and time alone, but it is always necessary that there shall be some
other internal difference [...] in general, place, position and quantity are
mere relations. LEIBNIZ, 1696 in [27].

Etwa 150 Jahre spéter stellte sich auch der sterreichische Philosoph und Phy-
siker E. Mach auf die Seite Leibniz’.

»Der physikalische Raum, den ich im Sinne habe (und welcher zugleich die
Zeit in sich enthdlt) ist also nichts anderes als Abhdngigkeit der Erscheinun-
gen von einander. Die vollendete Physik, welche diese Grundabhdngigkeit
kennen wiirde, hdtte keine besondern Raum- und Zeitbetrachtungen mehr
ndthig, denn diese wdren ohnehin schon mit erschopft.”

MAcH, 1866 in [28].

Diese alte Debatte hat im Licht moderner physikalischer Theorien immer noch
nicht an Aktualitdt verloren. Die Quantenfeldtheorie als die heute aktzeptier-
te Theorie der Elementarteilchen ist auf einer Hintergrundraumzeit mit fixierter
Metrik formuliert, die im Rahmen der Theorie einen absoluten Charakter hat.
Auf der anderen Seite steht die Allgemeine Relativitéitstheorie, die géngige Theo-
rie der Gravitation, die die Metrik der Raumzeit als dynamische Gréfle enthilt
und innerhalb derer ein einzelner Punkt auf der Raumzeit-Mannigfaltigkeit keine
physikalische Bedeutung mehr hat [40]. Ebensowenig ist es in diesem Zusammen-
hang sinnvoll, vom Wert eines Feldes an einem Punkt zu sprechen. Es iiberrascht
nicht, dass diese unterschiedlichen Sichtweisen insbesondere bei dem Versuch, die
beiden Theorien in einer einzigen Theorie der Quantengravitation zu vereinen,
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8 FEinleitung

zu groflen Schwierigkeiten fithren: Die Raumzeit, die einerseits den Parameterbe-
reich der Quantenfelder darstellt, muss andererseits gleichzeitig als dynamische
Quantenvariable in der Theorie auftreten. Die grundlegende Frage, was in einer
Quantengravitation iiberhaupt die observablen Grofien sind, ist nicht abschlieend
geklart [36].

Wie viele andere plédiert C. Rovelli fiir einen relationalen Standpunkt [37]: Die
Physik konne prinzipiell nur Aussagen iiber die Relationen physikalischer Gréfien
treffen. Diese theoretisch vorhersagbaren Relationen nennt Rovelli vollstindige
Observablen. Betrachtet man beispielsweise ein schwingendes Fadenpendel, so
kann neben der Auslenkung des Pendels auch die Zeit experimentell gemessen
werden (partielle Observablen nach Rovelli). Die Theorie liefert jedoch nur Kor-
relationen der gemessenen Grofien, zum Beispiel die Auslenkung x zu dem Zeit-
punkt, in dem eine mitlaufende Uhr die Zeit ¢ anzeigt. Die vollstdndige Observable
ist also der funktionale Zusammenhang x(t) und nur dafiir gibt es eine theoretische
Vorhersage.

Ansitze zur Konstruktion relationaler Observablen in der Gravitation bzw.
Quantengravitation finden sich schon in Arbeiten von P. Bergmann [5] und B.
DeWitt [12] aus den 60er Jahren. Bergmann verfolgte den Ansatz, Punkte ei-
ner vierdimensionalen Raumzeit durch die Werte von vier unabhéngigen Feldern
an diesen Punkten zu beschreiben. Ein fiinftes Feld kann dann als Funktion der
anderen vier dargestellt werden und représentiert eine von der Theorie vorher-
sagbare vollstdndige Observable im Sinne Rovellis. Ausgehend von einer Losung
der Einstein-Gleichungen konnte Bergmann aus dem Kriimmungstensor genau
vier unabhéngige Skalarfelder konstruieren, die sich als lokale Koordinaten ver-
wenden lassen. Auf diese Resultate aufbauend gab es kiirzlich einige Fortschritte
im Programm der Loop-Quantengravitation [2, 42|, einem der prominentesten
Kandidaten fiir eine volle Quantengravitationstheorie. In den Arbeiten [13, 14]
gelang es B. Dittrich, vollstdndige relationale Observablen in der kanonischen
Form der Allgemeinen Relativitdtstheorie zu konstruieren, sodass diese im Rah-
men der Loop-Quantengravitation direkt quantisiert werden kénnen. Im Rahmen
der Anwendung der Loop-Quantengravitation auf die Kosmologie gibt es eine Ar-
beit [3] von A. Ashtekar, T. Pawlowski und P. Singh, in der ein skalares Feld
auf einer Robertson-Walker-Raumzeit untersucht wird. Durch die hohe Symme-
trie der Raumzeit gibt es nur einen Gravitationsfreiheitsgrad, repriasentiert durch
den Skalenfaktor. Man erhélt eine einzige Feldgleichung, die von den Autoren als
Schrodingergleichung zur Energie Null aufgefasst wird, in der das skalare Feld ¢
die Rolle des Zeitparameters iibernimmt. Als Losung ergibt sich (relational) der
Skalenfaktor als Funktion der ,,emergenten Zeit“ ¢.

Gerade in der durch die Schrodingergleichung beschriebenen nichtrelativisti-
schen Quantenmechanik duflert sich jedoch das Konzept einer absoluten Zeit sehr
deutlich. Es wird von einer rein klassischen Zeit ausgegangen, die die Theorie ex-
tern parametrisiert und insbesondere keinen (quantenmechanischen) Freiheitsgrad
darstellt. Das Hauptaugenmerk dieser Diplomarbeit wird daher darauf liegen, eine



relationale Sichtweise der Zeit in die Quantenmechanik zu implementieren.

Diese Sichtweise wurde von N.D. Mermin vehement gefordert [29], und eine
Moglichkeit ihrer Umsetzung besteht darin, nicht mehr von Wahrscheinlichkeits-
verteilungen von Observablen zu einer Zeit t zu sprechen, sondern stattdessen
bedingte Wahrscheinlichkeiten zu betrachten, fiir eine Observable einen gewissen
Wert zu messen unter der Voraussetzung, dass die Messung einer weiteren Obser-
vablen einen anderen, definierten Wert liefert. Der Standpunkt einer auf bedingten
Wahrscheinlichkeiten basierenden Quantenmechanik ist aus der mafigeblich von
R. Griffiths entwickelten Theorie der , konsistenten Geschichten (consistent histo-
ries) [21, 22] bereits bekannt. Hierbei handelt es sich um einen modernen Ansatz
zur Interpretation der Quantenmechanik, bei der die Evolution (Geschichte) ei-
nes Systems durch eine zeitlich geordnete Abfolge von Ereignissen beschrieben
wird, die ein Konsistenzkriterium erfiillen miissen, das die Moglichkeit einer sta-
tistischen Deutung garantiert. Dort berechnete Wahrscheinlichkeiten haben die
konsistente Systemgeschichte zur Bedingung.

Einen ersten Vorstofl in Richtung einer relationalen Zeit in der Quantenme-
chanik lieferten 1983 D. Page und W. Wooters [31]. Diese Autoren zeigen, dass die
Dynamik durch interne , Uhr“-Variablen ausgedriickt werden kann. Eine , Uhr¢-
Variable ist dabei eine ausgewihlte Observable des Systems, in Relation zu der die
Entwicklung aller anderen Observablen betrachtet wird. Daran ankniipfend gibt es
eine Reihe von Arbeiten von R. Gambini, R. Porto und J. Pullin [16, 17, 18, 19], in
denen die bedingten Wahrscheinlichkeiten konstruiert werden, einen bestimmten
Wert einer Observablen unter der Voraussetzung zu messen, dass die Messung der
, Uhr“-Variablen gerade eine bestimmte Zeit ergeben hat. Das Konzept von beding-
ten Wahrscheinlichkeiten dieser Art ist zentral fir diese Arbeit. Gambini, Porto
und Pullin zeigen weiter, dass nach Wahl einer geeigneten ,,Uhr* eine vollstédndige
Beschreibung der Dynamik mittels bedingter Wahrscheinlichkeiten ohne Rekurs
auf einen externen Zeitparameter moglich ist.

Der Inhalt der vorliegenden Arbeit l4sst sich folgendermafien umreifien: Zu Be-
ginn werden einige Grundlagen zusammengestellt. Will man in der Quantenmecha-
nik bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir zwei hintereinander ausgefiihrte
Messungen berechnen, ist es notwendig, die Auswirkung der ersten Messung auf
den Zustand des Quantensystems zu studieren. Eine Messung fithrt zu einer Zu-
standstransformation, die sich mit Hilfe von Krausoperatoren darstellen léasst. Die
Kraussche Theorie des Messprozesses wird zusammen mit den fiir diese Arbeit
wichtigen Ergebnissen von Gambini, Porto und Pullin in Kapitel 1 behandelt.

In den Kapiteln 2 und 3 wird eine spezielle Wahl der ,, Uhr“-Variablen ge-
troffen und die zugehorigen bedingten Wahrscheinlichkeiten werden konstruiert.
Zur Parametrisierung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Teilchens wird als
,Uhr* die Position eines zweiten Teilchens verwendet und nach der bedingten
Wahrscheinlichkeit gefragt, das erste Teilchen in einem Gebiet A; anzutreffen,



10 FEinleitung

wenn sich das Referenzteilchen gerade in einem zweiten Gebiet A, aufhélt. Der
Zeitparameter ¢ wird so aus der Beschreibung vollsténdig eliminiert. Kapitel 2
behandelt diesen Ansatz zur Eliminierung der Zeit zunédchst im klassischen Rah-
men der Brownschen Bewegung, wihrend die quantenmechanische Konstruktion
in Kapitel 3 erfolgt.

Das letzte Kapitel 4 greift dann Fragen aus der erwdhnten Arbeit [3] von
Ashtekar, Pawlowski und Singh auf und untersucht, in welcher Weise die Zeit
als intrinsischer, quantenmechanischer Freiheitsgrad in der Schrodingergleichung
verstanden werden kann. Das Hauptproblem bei einer solchen Interpretation ist,
dass Losungen der Schodingergleichung nicht normierbar in ¢ sind. Es wird ge-
zeigt, dass sich die nicht normierbaren Losungen jedoch als Gewichte auf der Al-
gebra der Observablen auffassen lassen, die wiederum eine Interpretation mit Hil-
fe von bedingten Wahrscheinlichkeiten erlauben. Durch diese Interpretation léasst
sich dariiber hinaus eine Verbindung zum vorher diskutierten Formalismus der
, Uhr“-Variablen herstellen. Unter Verwendung der entwickelten Methoden wird
anschliefend ein Modell betrachtet, in dem in der Schrodingergleichung zusétzlich
ein , kinetischer Term* fiir die Zeitvariable hinzugefiigt wird, und Effekte der so
erhaltenen dynamischen Zeit werden studiert. Zum Abschluss wird die in [3] auf-
tretende Schrodingergleichung neu analysiert und gezeigt, dass die Betrachtung
der Losungen als Gewichte auf dieselben Ergebnisse fiihrt, die Ashtekar et al. auf
alternative Weise erhalten. Dariiber hinaus ist es mdoglich, neben dem Skalarfeld
¢ auch andere Observablen als ,, Uhren* zu verwenden, und es wird ferner gezeigt,
dass im hier betrachteten kosmologischen Modell eine Beschreibung der Zeit durch
den Wert des Skalenfaktors gegeben werden kann.



Kapitel 1

Der quantenmechanische
Messprozess und relationale Zeit

Eine bedingte oder auch konditionale Wahrscheinlichkeit ist die Wahrscheinlichkeit
fiir das Eintreten eines Ereignisses A unter der Vorraussetzung, dass das Ereignis
B mit Sicherheit eintritt bzw. bereits eingetreten ist. Notiert wird die bedingte
Wahrscheinlichkeit mit W(A|B). Sei W(B) > 0 die Wahrscheinlichkeit fiir das
Eintreten von B allein und W(A U B) die Wahrscheinlichkeit, dass A und B

gemeinsam eintreten, dann setzt man
W(AUB)
W(B)

In der Quantenmechanik spielen bedingte Wahrscheinlichkeiten eine Rolle,
wenn an einem quantenmechanischen System nacheinander zwei Messungen durch-
gefiithrt werden. Wird mit der ersten Messung festgestellt, dass das System die Ei-
genschaft E’ besitzt, so 14sst sich nach der bedingten Wahrscheinlichkeit W(E|E")
fragen, mit der anschlieflend in der zweiten Messung die Eigenschaft £ beobach-
tet wird.! Bedingte Wahrscheinlichkeiten dieser Form bilden den Ausgangspunkt
fiir eine relationale Betrachtungsweise der Zeit in der Quantenmechanik. Arbeiten
von R. Gambini, R. Porto und J. Pullin [16, 17, 18, 19] folgend, wihlt man dazu
eine Observable des Systems als ,,Uhr“-Variable aus und bestimmt die bedingten
Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Messresultate fiir alle anderen Observablen
unter der Bedingung, dass die physikalische ,, Uhr® eine bestimmte Zeit anzeigt.

Um jedoch bedingte Wahrscheinlichkeiten der Form W(E|E") bestimmen zu
konnen, sind zunichst einige Uberlegungen zum quantenmechanischen Messpro-
zess notig. Speziell muss untersucht werden, welche Auswirkungen eine Messung
mit dem definierten Ergebnis E’ auf den Zustand des Systems hat, bevor die
zweite Messung durchgefiihrt wird.

J. von Neumann fiihrte 1932 das Kollapspostulat in die Quantenmechanik ein
[30], nach dem der Zustand eines Systems nach einer Messung gegeben ist durch

W(A|B) := (1.1)

IDie Eigenschaften E und E’ stehen beispielsweise fiir Messresultate der Form: ,, Der Messwert
der Observablen O liegt im Intervall 7 C R.“

11



12 Der quantenmechanische Messprozess und relationale Zeit

einen Figenzustand, dessen Eigenwert der bei der Messung erhaltene Messwert
ist. Das Kollapspostulat stellt neben der unitaren Zeitentwicklung, die durch die
Schrodingergleichung gegeben ist und in Abwesenheit von Messapparaten stattfin-
det, eine zweite quantenmechanische Zustandsentwicklung speziell fiir Messprozes-
se dar. Die Notwendigkeit einer solchen, Messprozessen eigenen Zeitentwicklung
ist seither sehr umstritten (siche exemplarisch [43]). In den Arbeiten [24, 25] geben
K.-E. Hellwig und K. Kraus eine Beschreibung des quantenmechanischen Messpro-
zesses, mit der die Angabe der bedingten Wahrscheinlichkeit W(E|E’) moglich ist,
ohne auf das Kollapspostulat zuriickzugreifen.

In den Abschnitten 1.1, 1.2 und 1.3 wird der Messprozess nach Hellwig und
Kraus dargestellt und gezeigt, dass man einen Messprozess durch einen Satz
beschréankter Operatoren, den Krausoperatoren, charakterisieren kann. Mit den
Krausoperatoren kann die bedingte Wahrscheinlichkeit W(E|E’) leicht angegeben
werden. Darauf aufbauend werden in Abschnitt 1.4 die Resultate von Gambini,
Porto und Pullin iiber eine relationale Zeitentwicklung in der Quantenmechanik
vorgestellt.

1.1 Zustinde und Operationen

Der quantenmechanische Messprozess kann nach R. Haag und D. Kastler als ei-
ne Operation auf dem Zustand eines quantenmechanischen Systems aufgefasst
werden [23]. Ein Zustand bedeutet dabei ein statistisches Ensemble physikali-
scher Quantensysteme. Eine Operation ist ein Prozess, bei dem ein physikali-
scher (Mess-)Apparat innerhalb eines endlichen Zeitintervalls mit dem Ensemble
in Wechselwirkung tritt und den einlaufenden Zustand vor der Wechselwirkung in
einen auslaufenden Zustand nach der Wechselwirkung transformiert. Die Auswir-
kung der Operation auf den Messapparat wird beobachtet und als Messergebnis
interpretiert.

Um zu quantitativen Aussagen zu gelangen, wird eine mathematische Beschrei-
bung der Begriffe Zustand und Operation benétigt. Der Zustandsbegriff ist dabei
der einfachere:

Definition 1.1. Der Zustand eines Quantensystems ist gegeben durch ein Paar
(9, p), wobei § ein Hilbertraum? und p ein positiver Operator® auf § mit Trp = 1
ist. Ist F eine durch Beobachtung (Messung) nachweisbare Eigenschaft des Quan-
tensystems und P der mit E assoziierte Projektor auf ), dann ist die Wahr-
scheinlichkeit, die Eigenschaft £ im Zustand ($), p) nachzuweisen, durch

W(E) = Tr(pPp) (1.2)

2In dieser Arbeit ist ein Hilbertraum $) stets ein separabler komplexer Vektorraum mit Ska-
larprodukt (e, e), der beziiglich der durch das Skalarprodukt induzierten Norm vollstéindig ist.

3Grundlegende Definitionen und Eigenschaften positiver Operatoren sind in Anhang A zu-
sammengestellt.



1.1 Zustande und Operationen 13

gegeben. p heifit Dichtematriz. Sind Verwechslungen ausgeschlossen, wird der Zu-
stand eines Systems auch einfach mit p statt mit (9, p) angegeben.

Zur Analyse des Messprozesses ist es notwendig, die miteinander wechselwir-
kenden Systeme klar auseinanderzuhalten. Zu einem Anfangszeitpunkt steht auf
der einen Seite das Quantensystem, auf dem die Messung durchgefiihrt werden
soll, im Anfangszustand (), p). Auf der anderen Seite befindet sich das System
des Messapparats vor der Wechselwirkung im Zustand (), p/) mit einem zweiten
Hilbertraum $)’. Der Anfangszeitpunkt sei dabei hinreichend friih gewé#hlt, sodass
bis zu diesem Zeitpunkt noch keine Wechselwirkung zwischen Quantensystem und
Messapparat stattgefunden hat. Zum Anfangszeitpunkt ist der Zustand des Ge-
samtsystems von Quantensystem plus Messapparat folglich durch ($ ® 9/, p® p')
gegeben. Unter der Voraussetzung, dass das Gesamtsystem nach Auflen abge-
schlossen ist, also mit keinem dritten System in Wechselwirkung steht, ist die
Zeitentwicklung im Gesamtsystem unitér. Es gibt daher einen unitéren Operator
S auf H® H', sodass der Gesamtzustand zu einem Endzeitpunkt, nach dem keine
weitere Wechselwirkung mehr stattfindet, durch

O, Spep)sS*) (1.3)

gegeben ist.

Nach der Wechselwirkung wird nun am Messapparat die Eigenschaft E’ ab-
gelesen, die auf dem Hilbertraum $’ durch den Projektor )’ realisiert sei. Die
normierte Dichtematrix des Gesamtsystems ist dann

® . e / 1\ Qo /

Y mit R=12Q")S(pop)S* (1eQ), (1.4)

wobei Tr & gemif (1.2) gerade die Wahrscheinlichkeit W (E') darstellt, nach der
Wechselwirkung die Eigenschaft E’ festzustellen. Man interessiert sich jetzt fiir
den auslaufenden Zustand (), p) allein des Quantensystems und muss dazu das
System des Messapparats aus der Betrachtung wieder herausnehmen. Um die
Dichtematrix p auf $ zu erhalten, bildet man die partielle Spur Tr' von ® nur
tiber $'. Sei (§;)jes ein beliebiges vollstéindiges Orthonormalsystem in $’ und
J eine endliche oder abzéhlbar unendliche Indexmenge. Bezeichnen (e, )¢ und
(o, )¢5 die Skalarprodukte in § bzw. § ® $’, dann ist die partielle Spur Tr' &
als Operator auf $ durch

(e T'RY)s =Y (p®&), RW®RE)),,y Vovesh (L5

jed

R

erklart. Die normierte Dichtematrix p auf § ist dann gegeben durch

a

o mit  p=Tr'R. (1.6)

p=

)i

Mit diesen Voriiberlegungen lésst sich der Begriff der Operation exakt definieren:
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Definition 1.2. Sei (), p) der Anfangszustand eines Quantensystems. Eine Ope-
ration auf diesem Zustand ist ein Quintupel ($),p/,@Q’, S, &), wobei (9, p') der
Anfangszustand des Messapparats, ) ein Projektor auf £’ und S ein unitarer
Operator auf $H® ' ist. Die Abbildung £ bildet die Dichtematrix des Anfangszu-
stands des Quantensystems auf die Dichtematrix des Endzustands geméaf3

poEp=p=-=,  p=T(10Q)SpeHSAeQ) (L)

ab.

1.2 Das Kraussche Theorem

Es wird jetzt gezeigt, dass man die Abbildung £ der Operation ($/, 0/, @', S, £) auf
(9, p) mit Hilfe einer Familie von beschrankten Operatoren auf §) charakterisieren
kann, den sogenannten Krausoperatoren.

Dazu sind zwei Orthonormalsysteme von $’ besonders niitzlich, die nun defi-
niert werden. Sei (¢});cs ein vollstdndiges Orthonormalsystem von $', sodass p'
die Spektralzerlegung

o= ZC’P‘P% mit Zci =1 und ¢ >0 VieJ (1.8)

ieJ icJ

besitzt, wobei P, die Projektion auf den von ¢; erzeugten eindimensionalen Un-
terraum von $)’ ist. Man bezeichnet mit [ := {i € J ; ¢; # 0} die Indexmenge der
nichtverschwindenden Koeffizienten. Sei ferner (i} )res ein zweites vollstédndiges
Orthonormalsystem in $)’, sodass fiir eine geeignete Teilmenge K C J die Vek-
toren (¢} )rex den Unterraum Q'$)’ aufspannen. Wiahlt man noch ein beliebiges
vollsténdiges Orthonormalsystem (@) )aer in $ mit einer endlichen oder abzihlbar
unendlichen Indexmenge L und verwendet (¢} )xe, fiir die Bildung der partiellen
Spur iiber §)', lasst sich (1.5) umformen zu

(. 5)0 =3 ((p ®u}). (18 Q)S(p® p)S"(1® Q)W & U)oy

keJ
=Y S [(eevh) 10 Q)Ser @),
kyi,je€J \,cEL

x ((r @ @7), (P ® P) (90 @ ¥))) goey
X (s © ), 518 Q)& @ U})) gy

= 3 Y [0 ewh). Sr @ ) o i (02.080) 5

keK,iel \,oceL

(1.9)

% (07 ® G)S (6 UL) oy | -
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Definiert man auf §) die Operatoren Ay; fiir k,7 € J durch

(0, Akit) s = ((p @ U3), SW ® ¥))) gy » (1.10)

schreibt sich (1.5) schliellich als

(e h)o= D > (0, Ariea)s ci (93, p00)s(Pa Apth)s

kEK, i€l A\, oc€L

- Z (¢, ci Akip AL ¥) g -

keKicl

(1.11)

Da ¢, € $ beliebig sind, gilt die Gleichheit fiir die Operatoren und man be-
kommt fiir die betrachtete Operation, die die Dichtematrix p des einlaufenden
Zustands in die Dichtematrix &£(p) des auslaufenden Zustands transformiert,

£(p) = ZkEK,iGI ¢i Arip A (1.12)
Tr(EkeK,ieI ci AkipAL;)
Die Operatoren Ay; heiflen Krausoperatoren und beschreiben zusammen mit den
positiven Zahlen (¢;);e; die Operation vollstdndig. Im Folgenden werden Eigen-
schaften der Aj; untersucht.
Es sei zunichst bemerkt, dass H®$’ isomorph ist zur direkten Summe @ie 75
mit 9; = H ® ¢,. Jeder Summand $; ist isomorph zu $), sodass es Isometrien
Ui: 9, — 9, Uil(p ® ¢) == ¢ gibt mit den Eigenschaften

UZ'U; = 6ij ]1;) (113&)
UrU; = 1, . (1.13Db)

Dasselbe ergibt sich, wenn man (¢} )kes als Basis in ' verwendet. H® 9 ist
isomorph zu @ke]ﬁk mit 9 = H® Y, = H. Die Isometrien Vj : H, — 9,
Vi(¢ ® 1t) := ¢ haben analog die Eigenschaften

ViVi" = dn 1 (1.14a)
ViV =Ty, . (1.14b)

Aus der Definition (1.10) der Operatoren Ay; ldsst sich nun ablesen, dass
Ay = V.SU; (1.15)

gilt. Als Produkt dreier Operatoren mit Norm Eins sind die Aj; damit durch
| Ail| < 1 beschrankt. Aus (1.13), (1.14) sowie der Unitaritéit von S folgt weiter

Z A4y = 0l g (1.16a)
ieJ
> ApAyy =6l (1.16h)

keJ
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Fasst man (Ag;)(r,i)esxs als Operatormatrix auf der direkten Summe €p,_; $ auf,
so bedeuten die Gleichungen (1.16) die Unitaritét dieser Operatormatrix. In der
Beschreibung (1.12) der Operation auf dem Quantensystem tritt jedoch nur die
, Untermatrix®

A= (Aki) (ki)erx1 (1.17)

auf. A ldsst sich auffassen als Abbildung von b := €,_, H nach b= Dk 9
Aus (1.16) folgt dann fiir A

Damit ist gezeigt, dass eine Operation auf einem Quantensystem immer mit Hilfe
von Krausoperatoren, die die Eigenschaft (1.18) erfiillen, sowie positiven Zahlen
ci, 1 € 1, mit ), , ¢; = 1 beschrieben werden kann.

Die Umkehrung dieser letzten Aussage ist ebenfalls giiltig. Seien K und [
endliche oder abzéhlbar unendliche Indexmengen und A eine , K x [“-Operator-
matrix geméaf (1.17), die (1.18) erfiillt, sowie (¢;);cr positive Zahlen, die sich zu
Eins summieren. Dann setze

h=hboh=PoraPs. (1.19)

b ist isomorph zu $ ® $' mit einem Hilbertraum §’ der Dimension | K|+ |I|. Man
withlt nun eine orthonormale Basis {x} ; k € K} U{n;; i € I} von $’ und setzt

pi= ZCiP% und Q=) Py . (1.20)
iel keK
Wegen (1.18) gilt
I;— AA" >0 sowie 1,— A"A>0 (1.21)

und man kann nach Satz A.4 aus Anhang A die Wurzel aus diesen Operatoren
ziehen. Mit
9k
g.— (=44 A N (1.22)
A* —(1, — A*A)z
ergibt sich direkt

((90 ® X;c)7 S(w ® 77;))5@55/ = (()07 Aklw)f) \V/QO, 1/} €9, (123)

und es bleibt lediglich zu zeigen, dass S unitér ist. Dies folgt mit einem Argument
aus [34, Anhang §4]. Sei dazu T" := (]lE—AA*)% und Z = (1, — A*A)z. Dann gilt

(1.24)

2 2 * o
S*SzSS*z(T A):(T+AA TA AZ)

A —Z AT — ZA* A*A+ 72
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Die Diagonalelemente sind gleich 13 bzw. 1. Es gilt ferner
T?°A= (15— AA")A = A(l, — A"A) = AZ? (1.25)

und induktiv auch
T>"A=AZ"" VYneN. (1.26)

Somit gilt p(T?)A = Ap(Z?) fiir alle Polynome p. T und Z sind die positiven
Wurzeln der Operatoren T2 bzw. Z? und aus der Existenz einer Folge (p,)nen von
Polynomen mit p,(7?) — T bzw. p,(Z?) — Z fiir n — oo folgt auch

TA=AZ . (1.27)

Auflerdem gilt A*T = (TA)* = (AZ)* = ZA* und daher verschwinden beide
Nicht-Diagonalelemente in (1.24), was die Unitaritéat von S zeigt.

Dies beweist insgesamt den folgenden Satz, der eine vollstdndige Charakteri-
sierung von Operationen auf einem Quantensystem liefert:

Satz 1.3 (Kraussches Theorem). Sei (9,p) der Zustand eines Quantensys-
tems. Dann wird eine Operation (), p/,Q’, S, E) auf dem Quantensystem beschrie-

ben durch .
_ ZkEK,ieI c; Arip Ay,
Tr(ZkeK,ie[ ci AripAy;)

mit einer Operatormatric (Aw;)@erx1, die (1.18) erfiillt, endlichen oder abzdhl-
bar unendlichen Indexmengen K und I sowie positiven Zahlen (c;)ier mity ., c; =
1. Umgekehrt ist jede Transformation € der Dichtematriz p gemdfS (1.28) mit Ope-
ratoren A = (Ay;), die (1.18) erfillen, und positiven Zahlen (¢;)icr mit Y ;o c;i =1
Teil einer Operation (9',p',Q’', S, &), d.h. es gibt einen Hilbertraum ', einen Zu-
stand p" und einen Projektor Q' auf $' sowie einen unitiren Operator S auf HRH',
sodass die Transformation dquivalent durch

£(p) (1.28)

S =p=r=  mit  p=T(10Q)S(peMNSADQ)  (129)

oYl

gegeben ist.

1.3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten bei mehrfa-
cher Messung

Man betrachte ein Quantensystem im Anfangszustand ($), p), an dem aufeinander
folgend zwei Messungen durchgefiihrt werden. Die erste sei beschrieben durch die
Operation (9',p',Q’,S,€) und es werde nach der Messung die Eigenschaft E’,
die mit dem Projektor )" assoziiert ist, am Messapparat festgestellt. Mit Hilfe



18 Der quantenmechanische Messprozess und relationale Zeit

der Krausoperatoren (Ag;)kexxi, die zur Operation (§,p',Q’,S,E) gehoren,
lasst sich die bedingte Wahrscheinlichkeit W(E|E’) angeben, mit der nach der
Feststellung von E’ die Eigenschaft £ am Quantensystem beobachtet wird. Sei
dazu ) der Projektor auf §, der mit E assoziiert ist, dann gilt

/ Tr(ZkeK,ieI ci A Q Ayi p)
WEIE) = TrE()Q) = Tr(ZkeK,ie[ ci Ay Ari p)

Bemerkenswert an der Formel (1.30) ist, dass die bedingte Wahrscheinlichkeit
W(E|E') von der genauen Form der Krausoperatoren Ay; abhéangt, wihrend in
den Ausdruck im Nenner von (1.30), der die Wahrscheinlichkeit angibt, dass in
der ersten Messung die Eigenschaft E’ nachgewiesen wird, nur die Kombinati-
on Aj, Ay eingeht. Das bedingende Ereignis ist also durch die Angabe von A}, Ay,
vollstdndig charakterisiert. Zur Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeit hin-
gegegen wird noch zusétzlich die ,,Phaseninformation® benétigt, durch welchen
Operator Ay; das Ereignis genau realisiert wird. Dieses Phénomen hat in der klas-
sischen Wahrscheinlichkeitstheorie kein Analogon und wird in spéteren Kapiteln
wieder auftauchen.

(1.30)

Fiir die Anwendung von (1.30) folgt nun ein einfaches Beispiel, das auflerdem
die Beziehung zwischen dem Formalismus der Krausoperatoren und dem Kollaps-
postulat beleuchtet.

Beispiel. Auf einem (beliebigen) Quantensystem wird eine Messung betrach-
tet, bei der der Messapparat aus einem System besteht, das nur zwei Einstel-
lungsmoglichkeiten besitzt. (Man denke etwa an den Spinzustand eines Teilchens
mit Gesamtspin %) Der Hilbertraum $)’ ist zweidimensional mit einem Ortho-
normalsystem {xg, X7}, wobei sich das Messsystem vor der Messung im Zustand
Xo befinde, also p" = P,,. Das Quantensystem befinde sich ausgangs im Zustand
(%, p). Mit der Messung soll festgestellt werden, ob das Quantensystem die Eigen-
schaft £’ besitzt, die mit dem Projektor P auf §) assoziiert sei. Die Wechselwirkung
zwischen Quanten- und Messsystem soll derart sein, dass eine Zustandsédnderung
im Messsystem (Spin-Flip) das Vorliegen der Eigenschaft E’ anzeigen soll. Bleibt
das Messsystem nach der Wechselwirkung im Anfangszustand, so liegt E’ nicht
vor. Der Operator S auf § ® 9’ ist dann gegeben durch

S(e @ xo) I%(((ﬂ — Pl @xi) + (Pe@xi))

Ste@xi) =1 ((Poox) + (1 - Ple@xy)) .

S erhélt das Skalarprodukt auf $ ® $’, ist also unitdar. Fiir die Basen (¢}) und
(¢5,) von $Y, wie sie im letzten Abschnitt eingefiihrt wurden, lésst sich jeweils die
Basis {xg, X} wéhlen. Man berechnet dann

(807 Al()w)f) = ((QO ® X/1>7 S(l/) ® X/O))yj@f)/ = (907 Pw)f) ) (132)

(1.31)
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also
Ap=P. (1.33)

Die {ibrigen Krausoperatoren ergeben sich analog zu
A()l = P AOO == AH =1 - P . (134)

In diesem Fall sind die Krausoperatoren also gerade durch den Projektor P bzw.
den Projektor (1 — P) auf das orthogonale Komplement selbst gegeben.
Betrachtet werden soll nun die Operation, bei der nach der Wechselwirkung
ein Spin-Flip im Messsystem aufgetreten ist, d.h. Q" = P,,. Der einzige Kraus-
operator, der dann in die Abbildung &£ eingeht, ist Ayq. Es gilt
Ao p Aro PpP

5<p) - TI'(AlOpAlo) - TI‘(PP) ' (135)

wobei die Wahrscheinlichkeit, einen Spin-Flip und die Eigenschaft £’ zu beobach-
ten,

W(E'") = Tr(P p) (1.36)

betrédgt. Trivialerweise gilt nun
PE&(p)=E(p) und (L-P)E(p)=0. (1.37)

Die Gleichungen (1.37) besagen, dass bei einer erneuten Messung unmittelbar nach
der ersten die Eigenschaft E' mit Sicherheit wieder festgestellt wird, wenn auch in
der ersten Messung E’ beobachtet wurde. Dies ist der Inhalt des Kollapspostulats,
das auf diese Weise aus der Behandlung des Messprozesses nach Hellwig und Kraus
folgt.
In der Sprache von bedingten Wahrscheinlichkeiten nach (1.30) bedeutet dies
. TI'(Al(] pAIO P)

W(E|E) = ot s =1 (1.38)

und

TI'(AlO pAlO (]1 — P))
Tr( A1 p Aro)

W(-E'|E') = =0. (1.39)

1.4 Relationale Zeit durch bedingte Wahrschein-
lichkeiten

In den Arbeiten [16, 17, 18, 19] konstruieren Gambini, Porto und Pullin mit Hil-
fe bedingter Wahrscheinlichkeiten eine relationale Beschreibung der Quantenme-
chanik, die ohne einen externen Zeitparameter ¢ auskommt. Diese Konstruktion
bildet den Ausgangspunkt der weiteren Uberlegungen in dieser Arbeit und wird
nun (hauptséchlich [19] folgend) dargestellt.
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Gegeben sei ein physikalisches Quantensystem im Zustand (), p). Zunéchst
wird unter den Observablen des Systems eine ,,Uhr“-Variable ausgewahlt, relativ
zu der die Dynamik der anderen Observablen beschrieben werden soll. Sei 7 der
mit der ,,Uhr“-Variablen assoziierte selbstadjungierte Operator auf $ und sei ei-
ne weitere Observable durch einen zweiten selbstadjungierten Operator O auf $)
gegeben. Nach dem Spektralsatz [33] gibt es zu den reellen Intervallen I,J C R
Spektralprojektoren Pr(I) und Po(J), sodass die Wahrscheinlichkeiten, zur Zeit
t einen Messwert t € [ fiir die Observable 7 bzw. einen Wert o € J fiir O zu
finden, durch

Wi(tel) = Tr(é?(%;(t)) (1.40)
e ) - TPt o

gegeben sind.* Das Ziel ist nun die Berechnung der von ¢ unabhéngigen bedingten
Wabhrscheinlichkeit W(o € J|t € I), einen Messwert fir O in J zu erhalten, wenn
fiir 7 ein Wert in I gemessen wird. Die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass dieser
Fall zur Zeit t eintritt, ist nach (1.30) und (1.35) durch

Tr(Pr (1) p(t) Pr(I) Po(J))
Tr(Pr (1) p(t))

Wiloe Jltel) = (1.42)

gegeben. Entscheidend fiir die Eliminierung des Parameters ¢ ist die folgende Uber-
legung: W(o € J|t € I) ist der Quotient der mittleren Zeit, in der sowohl fiir O
ein Wert in J als auch fiir 7 ein Wert in I gemessen wird, und der mittleren Zeit,
in der (unabhéngig von O) fiir 7 ein Wert in I gemessen wird. Man setzt

[dtWiee Jutel)

W(o € Jlte )= lim T aWie D (1.43)
Aus (1.1) folgt
Wioe JuUutel)=Wi(oeJtel) Wi(tel), (1.44)
sodass man insgesamt
W e sten - i LrU TP PO P

P [T (P (1) p0)

erhélt. Gleichung (1.45) bildet die Grundlage fiir die Berechnung bedingter Wahr-
scheinlichkeiten in den Kapiteln 2 und 3.

4In diesem Abschnitt werden alle Rechnungen im Schrédingerbild durchgefiihrt, in dem die
Dichtematrix von der Zeit abhéngt, die Projektoren hingegen zeitunabhangig sind.
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Bis zu diesem Punkt ist die Wahl der ,, Uhr“-Variablen noch véllig willkiirlich.
Um die Dynamik des Systems befriedigend darstellen zu konnen, ist es jedoch not-
wendig, eine Observable als ,, Uhr“ auszuwéhlen, die fiir die Zeitmessung innerhalb
des Systems geeignet ist. Fiir die Dauer des betrachteten Experiments sollte die
,Uhr“-Variable etwa monoton anwachsen oder abfallen. Ebenfalls wichtig ist, dass
die ,,Uhr* hochstens schwach mit dem Rest des Systems wechselwirkt.

Im Folgenden wird der idealisierte Fall betrachtet, in dem die ,,Uhr* vollstandig
vom iibrigen System absepariert werden kann. Es gilt dann ) = 45 ® Hype mit

p(t) = peys(t) ® pume(t)  VEER, (1.46)

wobei die Zeitentwicklung sowohl von pgys in $gys als auch von pun, in Hyne unitér
ist. Die Spur in (1.45) faktorisiert und man erhalt

J dt Troys(Po(J) peys(t)) - Trune(Pr(1) pune(t))

Weeldtel) = [ dt Troys(psys(t)) - Trune(Pr(I) pume(t))

(1.47)

wobei mit Try,s und Tryp, die Spur in §gy bzw. Hyn: gemeint ist.? Gibt es Intervalle
I C R, sodass die Grofie

TrUhr<PT([) PUnhr (t))

P/(t) = [ dt Truyne(Pr(I) pume(t))

(1.48)

existiert (dies ist im Wesentlichen die Forderung nach Monotonie der ,Uhr*-
Variablen), lisst sich P/ (t) als Wahrscheinlichkeitsdichte auffassen, bei einer Mes-
sung von 7 zur Zeit t einen Wert t € I zu finden. Es gilt

/dtP{(t) =1. (1.49)

Definiert man zu I die effektive Dichtematrix

o) = [ dtpn Pl (1.50)
so erhélt man fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit

Trys(Po(J) p'(1)
Trys(p'(1)

also einen zu (1.41) formal identischen Ausdruck. Dies zeigt, dass man durch die
Wahl einer geeigneten ,,Uhr“-Variablen die zeitliche Entwicklung eines Systems
durch eine effektive Dichtematrix beschreiben kann. An die Stelle der externen
klassischen Zeit ¢ tritt die intrinsische Quantenobservable 7. Die Dynamik einer

W(elltel) =

(1.51)

5In dieser Arbeit ist mit einem Integral ohne spezifiziertes Integrationsgebiet stets das Integral
iiber die volle reelle Achse gemeint.
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zweiten Observablen O ist relational beziiglich 7 durch (1.51) gegeben.

Gambini, Porto und Pullin zeigen in ihren Arbeiten weiter, dass aus der Be-
schreibung des Systems durch (1.51) ein Effekt der Dekohédrenz folgt, d.h. reine
Anfangszustéinde entwickeln sich in gemischte Zustédnde. Grund dafiir ist allein die
Tatsache, dass die ,,Uhr“-Variable als quantenmechanischer Freiheitsgrad ebenfalls
Quantenfluktuationen unterworfen ist und keine perfekte klassische Uhr darstellt,
wie sie in der Standardbeschreibung der Quantenmechanik angenommen wird.
Fiir Details zu diesen Aussagen sei auf die Publikationen der Autoren verwiesen.



Kapitel 2

Relationale Zeit in der
Brownschen Bewegung

Ein klassisches Beispiel, an dem sich die Ideen zur Eliminierung des Zeitpara-
meters zu Gunsten einer relationalen Beschreibungweise testen lassen, stellt die
Brownsche Bewegung dar. In der Standardbehandlung der Brownschen Bewegung
wird die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Teilchens in einem Gebiet! A mit der
Zeit t parametrisiert. Wahlt man nun als ,,Uhr“-Variable die Position eines zwei-
ten Brownschen Teilchens, so ldasst sich das Konzept einer relationalen Zeit auf
die Brownsche Bewegung iibertragen.

Es wird in diesem Kapitel gezeigt, dass die bedingten Wahrscheinlichkeiten, ein
Teilchen in einem Gebiet A; anzutreffen, unter der Nebenbedingung, dass sich das
Referenzteilchen gerade in einem zweiten Gebiet Ay befindet, fiir die Brownsche
Bewegung in d > 3 Dimensionen wohldefiniert und im Allgemeinen ungleich Null
sind. Im Fall d = 1 oder 2 hingegen ist eine relationale Beschreibung in dieser
Weise nicht moglich.

2.1 Die Brownsche Bewegung

Der Botaniker R. Brown beschrieb 1828 die zufilligen Bewegungen von Pollen
in Wassertropfen, die er unter dem Mikroskop untersuchte. Erst rund 80 Jahre
spater fand A. Einstein in einer seiner drei berithmten Arbeiten aus dem Jahr
1905 [15] eine mathematisch prizise Beschreibung dieser Bewegung als stochasti-
schen Prozess, fiir den charakteristisch ist, dass sich jede zukiinftige Entwicklung
nur auf Grundlage des gegenwértigen Zustands ohne notwendige Kenntnis der
Vorgeschichte vorhersagen lésst (sog. Markov-Prozess).

Sei P(t,x) die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte eines Brownschen Teil-
chens zur Zeit t am Ort # € RY. Die Markov-Eigenschaft impliziert, dass die

Tn dieser Arbeit ist mit Gebiet stets eine beschrinkte, nichtleere Teilmenge des R? gemeint.

23
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Differentialgleichung, die die zeitliche Entwicklung von P(¢,x) bestimmt, von er-
ster Ordnung in der Zeit sein muss. In der Tat ldsst sich iiber den Kontinuumslimes
des d-dimensionalen Random Walk auf dem Gitter zeigen [35], dass die Evolution
von P(t,z) gegeben ist durch die Diffusionsgleichung

0

= P(t,x) = DAP(t,2) (2.1)

d o2
n=1 9z2

konstanten D, die im Folgenden gleich % gesetzt wird. Mit der Randbedingung
P(0,7) = 0¥ (x), die besagt, dass das Teilchen zur Zeit Null im Ursprung startet,
besitzt (2.1) fiir ¢ > 0 die Losung

mit dem d-dimensionalen Laplace-Operator A; = ) und der Diffusions-

2

Py(t,z) = (2mt) % e 5 . (2.2)

Dabei bedeutet 22 := ||z||2 das Quadrat der euklidischen Norm im R?. Entspre-
chend ist die Wahrscheinlichkeit, das Brownsche Teilchen zur Zeit ¢ > 0 in einem
Gebiet A C R? zu finden, gegeben durch das Integral
WD (A1) = / dlz (2rt) % e % (2.3)
A
Eine interessante Eigenschaft der Brownschen Bewegung ist die Rekurrenz
bzw. Transienz der Brownschen Pfade, wobei man sagt, ein Pfad sei rekurrent,
wenn zu jedem Punkt z € R jede beliebig kleine Umgebung von x mit Wahi-
scheinlichkeit 1 unendlich oft besucht wird, bzw. transient, wenn es eine Umgebung
gibt, die mit Wahrscheinlichkeit 1 nur endlich oft durchlaufen wird. Es gilt der
bekannte

Satz 2.1. Die Brownsche Bewegung ist fir d = 1,2 rekurrent und fir d > 3
transient.

Einen Beweis findet man etwa in [26], in den folgenden Uberlegungen wird
dieser Satz allerdings implizit mitbewiesen.

2.2 Bedingte Aufenthaltswahrscheinlichkeiten

Es ist die leitende Frage dieses Kapitels, ob es moglich ist, die Brownsche Bewe-
gung in d Dimensionen ohne Rekurs auf den Zeitparameter ¢ zu charakterisieren.
Dafiir geht man dazu iiber, nach der bedingten Wahrscheinlichkeit W@ (A;|A,)
zu fragen, mit der sich ein Teilchen in einem vorgegebenen Gebiet A; C R? be-
findet, unter der Voraussetzung, dass sich das zweite Teilchen zur selben Zeit in
einem zweiten Gebiet A; C R? aufthilt. Teilchen 2 soll wie Teilchen 1 zur Zeit Null
im Ursprung starten. Sind die bedingten Wahrscheinlichkeiten W@ (A;|A,) wohl-
definiert und ungleich Null, so ist eine relationale Beschreibung der Brownschen
Bewegung moglich.
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Die Zeit, die ein Brownsches Teilchen im Mittel wiahrend des Zeitintervalls
[0,7] im Gebiet A verbringt, betrigt

T T 2
/ dtW(d)(A,t):/ dt/dda: (2mt) % e (2.4)
0 0 A

Die gesuchte bedingte Wahrscheinlichkeit W(?(A;|A4,) ist analog zu (1.43) der
Quotient der mittleren Zeit, in der sowohl Teilchen 1 in A; als auch Teilchen 2 in
A, ist, und der mittleren Aufenthaltsdauer von Teilchen 2 in As:

Jo dt (WOt A1) - W (2, Ap))

WD (A;|Ay) == lim
( 1| 2) T—o00 fOTdtW(d)(t’AZ)
— lim Jo dt [, % [, dly (2mt) e (2.5)
e fOT dt ng d’z (27”5)_% %

Die Integrale in (2.5) bilden den Ausgangspunkt zur Berechnung der bedingten
Wahrscheinlichkeiten W@ (A;|Ay).

Es wird im Folgenden gezeigt, dass fiir beliebige endliche Gebiete A; und A,
in d = 1 oder 2 Dimensionen die Wahrscheinlichkeit W(® (A;|Ay) verschwindet.
In diesen Féllen ist die Voraussetzung, dass sich das zweite Teilchen im Gebiet
A,y aufhélt, durch die Wiederkehreigenschaft der Brownschen Bewegung (Satz 2.1)
fiir insgesamt unendlich lange Zeit erfiillt und stellt somit keine Einschrankung an
den Zeitparameter dar. In hoheren Dimensionen (d > 3) hingegen verbringt ein
Teilchen nur eine endliche Zeit in einem beschrinkten Gebiet, und es wird gezeigt,
dass W@ (A;|Ay) dann im Allgemeinen von Null verschieden ist und die bedingten
Wahrscheinlichkeiten eine Eliminierung der Zeit ermdglichen. Fiir die spezielle
Wahl der A;, i = 1,2, als Kugeln um den Ursprung (bzw. beliebige Intervalle fiir
d = 1) konnen die bedingten Wahrscheinlichkeiten explizit berechnet werden.

2.3 Der Fall d > 3

In drei und héheren Dimensionen ist es moglich, die Integrale aus (2.5) geschlossen
zu 16sen. Es wird sich herausstellen, dass sowohl das Integral im Zéahler als auch das
Integral im Nenner einzeln fiir T — oo konvergieren, sodass W (A,;|A4,) durch
den Quotienten der Grenzwerte gegeben ist. Um dies einzusehen, wird zunéchst
die folgende Hilfsbehauptung bewiesen:

Proposition 2.2. Fird e N, d > 3, gilt mit r > 0 die Formel

oo 21
Io(d,r) = / dt (27T75)_g e 2 = éw_g rPiT(-1+9). (2.6)
0
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Beweis. Man betrachte das eigentliche Integral
T d r2
Ir(d,r) = / dt 2nt)"2e 2%, deN, r>0, (2.7)
0

dessen Integrand fiir beliebiges d beziiglich ¢ die Stammfunktion

1
57?‘g r2 T (=1+

2

' 57) (2.8)

[SlisH

besitzt, wobei I'(z, a) die unvollstindige Gammafunktion, definiert durch

[(z,a):= / dtt*te ™, (2.9)

ist. Mit der Stammfunktion (2.8) lasst sich I7 berechnen zu

L 4 54 a2y
IT<d, 7") = Eﬂ- 2r F(—l + 9 E) —o . (210)
Wegen lim, . ['(z,a) = 0 gilt schlielich
L 4 5 4 d r2
_[T(d, 7“) = §7T 2r F(—l —+ 29 ﬁ) . (211)

Dies gilt in dieser Form fiir beliebiges d, der Limes T" — oo existiert aber nur fiir
d > 3, da fiir d = 1,2 das Integral

T(-1+4 2= / At 22 ¢t (2.12)

2T

[\

divergiert, wenn die untere Grenze gegen Null geht. Fiir d > 3 ist der Integrand
jedoch integrierbar iiber ganz R, und wegen lim, o I'(z,a) = I'(2) (falls z > 0)
gilt (2.6). O

Nun konnen die Integrale aus (2.5) einzeln betrachtet werden. Das Nennerin-
tegral ist

oo 22
/ dt/ ddx(27rt)ge2t:/ e Lo(d, |l2)
0 Ao Ao

(2.13)

[C1fSW

7

= I'(—1+ g) / d% Hx|]2’d )
2 As

Das verbleibende Integral kann fiir den Fall Ay = Kg, := {z € R? | ||z|| < R},
Ry > 0, explizit berechnet werden. Aus der Rotationsinvarianz des Integranden
folgt

R3

Ro
/ Az ||z]|>~¢ = d - kg / drr®=tr? 4 = d kg —2 | (2.14)
K, 0 2
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wobei k4 das Volumen der Einheitskugel im R?

d
T2

r1+9)
ist. Unter zweimaliger Benutzung der Identitit I'(z + 1) = 2I'(2) ergibt sich ins-
gesamt fiir den Nenner aus (2.5)

2 1
/ dt/ d% (2rt) 2 e % = —— R2 (2.16)
K, d—2

Damit ist auch gezeigt, dass das Integral fiir jedes beschrinkte Gebiet A, C R?
endlich ist. Die Tatsache, dass die mittlere Zeit, die ein Brownsches Teilchen in
d > 3 Dimensionen in einem beschrinkten Gebiet verbringt, endlich ist, beweist
auch die in Satz 2.1 behauptete Transienz fiir d > 3.

K = (2.15)

Das Integral im Zahler von (2.5) ist ebenfalls endlich, und wenn fiir die In-
tegrationsgebiete A; Kugeln Kg,, R; > 0, i = 1,2, angesetzt werden, berechnet

oo 2
/ dt / dz / ddy (2rt) e = / dz / dy Io(2d, /22 + y2)
0 Kgr, Kr, Kg, Kg,

d— 1 Ll R -1
( (d Kq) / drl/ drs (ﬂ> )
i+ 73

(2.17)

Da fiir r1, 79 > 0 die Ungleichung

r1 7o

1
1252 (2.18)
gilt, ist der Integrand von (2.17) beschrénkt, sodass das Integral existiert. Tat-
séchlich ldsst sich mit Hilfe von hypergeometrischen Funktionen sogar ein ex-
pliziter, aber sehr unhandlicher Ausdruck fiir (2.17) finden. Insbesondere be-
kommt man ein endliches und von Null verschiedenes Ergebnis, was bedeutet,
dass W (Kg, |Kg,) > 0 ist fiir d > 3.

Im etwas tibersichtlicheren Spezialfall von d = 3 Dimensionen bekommt man
fir (2.17)

8R§2F1( 3737—%) 8R§2F1( 3737— j)

R2 — _
2 3TR, 157 R3
Hierbei ist 5 F(a, b, ¢, 2) die GauBsche hypergeometrische Funktion?. Das Integral

(2.19)

2Die GauBsche hypergeometrische Funktion besitzt die hypergeometrische Reihendarstellung

= (@)r(b)g 2
2F1(0L,b,c,gc)—k§:;J ©r H’

wobei (a)g, (b)r und (¢); Pochhammersymbole mit (a)y := (Fa(z)k) =a-(a+1)-...-(a+k—-1)

sind.
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W(3)(KR1 |KR2) we) (KR, | KRy)
1 1

0.8 0.

0.6 0.

0.4 0.

0.2 0.

Ry

1 2 3 4 5 6 7 5 10 15 20

Abbildung 2.1: WO (Kg,|KRr,) aufgetra-  Abbildung 2.2: W®) (K, |Kg,) aufgetra-
gen gegen Ry mit Ry = 1. gen gegen Ry mit Ry = 1.

(2.16) ist in drei Dimensionen gleich R3, sodass die bedingte Wahrscheinlichkeit
durch

W(3)<KR1‘KR2) =1- <% % 2F1(%7 3, gﬂ _g_%) + % % 2F1<%7 3, %7 _g_%))
explizit gegeben ist. In Abbildung 2.1 ist W®)(Kg, |Kg,) fiir festes R, = 1 gegen
R, aufgetragen. Die Kurve startet fiir Ry = 0 bei Eins, denn befindet sich Teilchen
2 noch in unmittelbarer Ndhe des Ursprungs, ist erst wenig Zeit vergangen und
Teilchen 1 halt sich mit hoher Wahrscheinlichkeit noch innerhalb der Einheitskugel
auf. Mit groBler werdendem Ry wird die Einschrinkung an den Zeitparameter
durch die Forderung , Teilchen 2 innerhalb Kpg,“ immer schwicher, sodass die
bedingte Wahrscheinlichkeit fiir Ry — oo schliefSlich gegen Null strebt.

Umgekehrtes Verhalten ergibt sich in Abbildung 2.2, in der WO (Kg,|Kg,)
fiir festes Ry = 1 gegen R, aufgetragen ist. Mit Ry bleibt auch die Einschrankung
an den Zeitparameter fixiert, folglich steigt die Aufenthaltswahrscheinlichkeit von
Teilchen 1 in Kr, mit wachsendem R; monoton und erreicht Eins fiir R; — oo.

In d > 3 Dimensionen kann fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit W@ (A;|Ay)
auch der Grenzfall betrachtet werden, in dem das Gebiet Ay auf einen einzigen
Punkt zusammengezogen wird, Ay — {zo} mit einem z, € R¥\{0}. In diesem
Grenzfall kann der Zeitparameter ¢ auf sehr einsichtige Weise durch die Varia-
ble a := ||zol|| ersetzt werden. Man definiert als die bedingte Wahrscheinlichkeit,

Teilchen 1 im Gebiet A anzutreffen, wenn sich Teilchen 2 gerade im Punkt x
befindet?,

Jode f, A%z (2mt) 4 e~
J°dt (2mt) % e

WD (Ala) .= WD (A|{zo}) == (2.20)

3Tatséchlich hingt diese Wahrscheinlichkeit nur vom Abstand a von zo zum Ursprung ab
und es handelt sich daher um die bedingte Wahrscheinlichkeit, Teilchen 1 in A anzutreffen, wenn
sich Teilchen 2 gerade im Abstand a > 0 von seinem Startpunkt befindet.
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Die t-Integrationen in Zahler und Nenner lassen sich mit Proposition 2.2 leicht
ausfithren und man bekommt

(d) _ % d-2 F(d_l)/ d 1
W (Ala) =7"2a —F(g ) Ad x—(mQ T (2.21)

Wahlt man wieder A = Kgr, R > 0, liefert dies
L, Td-1) R ro A\
@ (K :2“—/@1 - . 2.29
WY (Kgl|a) = 2a rE-0rd) Jy "\ (2:22)

2

Mit der unvollstéindigen Eulerschen Betafunktion? schreibt sich das letzte Integral

als
R r d—1
[olet) -ingin. o

r2 + a? R a2

sodass man insgesamt

I'(d—1)
WD(Kgla) = ———— B dd_ 1 2.24
( R|CL) F(g_l)r(g) R2R7_i‘2(2 2 ) ( )
erhélt. Im Spezialfall d = 3 zeigt man leicht die Identitét
R R
B 2 (3,1)=arctan — a (2.25)

RPra? a R?+a?

und bekommt in drei Dimensionen schliefSlich fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit,
Teilchen 1 in K zu finden, wenn Teilchen 2 im Abstand a vom Startpunkt ist,
die Formel ) R R
3 B a

W( )(KR|CL) = % (arctang — m) . (226)
Dies kann mit der , klassischen“ Beschreibung der Brownschen Bewegung vergli-
chen werden, in der man die Wahrscheinlichkeit W(® (K, ¢) angibt, ein Teilchen
zur Zeit t in Kg anzutreffen. Nach (2.3) gilt

z2 R 2 R2
Pz (27t -3 e 2t =erf — — /| — Re 2 2.27
a' (o) =\ 2.27)

mit der Gaufschen Fehlerfunktion erf(z) = /2/7 [ dt e~ In den Abbildungen
2.3 und 2.4 werden die Standardbeschreibung durch W®) (Kg, t) und die durch
die bedingten Wahrscheinlichkeiten W®)(Kx|a) neu gewonnene Beschreibung fiir

WO (Kg,t) = /

K

4Die unvollstindige Eulersche Betafunktion ist definiert als

B.(x,y) ::/ duw® (1 — )yt .
0
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WO (Ky,t) WO)(K1|a)
1

Abbildung 2.3: Die klassische Wahrschein-  Abbildung 2.4: Die bedingte Wahrschein-

lichkeit W) (Ky,t), ein Brownsches Teil-  lichkeit w) (Kila), Teilchen 1 in K; zu

chen zur Zeit t in K7 zu finden. finden, wenn sich das Referenzteilchen 2
gerade im Abstand a von seinem Start-
punkt befindet.

R =1 gegeniiber gestellt. Der Verlauf der beiden Kurven ist qualitativ identisch
bis auf das Verhalten am Startpunkt ¢ = 0 bzw. a = 0. Die Kurve fiir die klas-
sische Wahrscheinlichkeit W) (K, t) startet mit horizontaler Tangente in t = 0,
wihrend die bedingte Wahrscheinlichkeit W®) (K |a) mit Steigung —4/7 in a = 0
fallt. Grund fiir das unterschiedliche Verhalten ist, dass das im Ursprung starten-
de Brownsche Teilchen erst eine endliche Zeit bendtigt, bis es den Rand von K,
erreicht hat. Dies erklirt die horizontale Tangente von W®). Das zweite Referenz-
teilchen benotigt aber natiirlich ebenfalls eine endliche Zeit, um einen Abstand a
vom Startpunkt zu erreichen, was den linearen Abfall von W® in a = 0 verur-
sacht.

2.4 Der Fall d=1,2

Eine Beschreibung der Brownschen Bewegung durch bedingte Wahrscheinlichkei-
ten ist fiir d = 1,2 nicht moglich, da in beiden Fillen W@ (A;|A,) fiir beliebige
Gebiete A; und Ay verschwindet. Der Fall d = 2 ist etwas einfacher und wird
zuerst behandelt.

Den Zghler von (2.5) bekommt man durch eine Rechnung analog zu (2.17)

> 12+y2
/ dt/ d2x/ d?y (2nt) 2 e 2
0 Kg, Kg,
Ry Ro 2 2 2
r1 T2 2 RQ Rl + R2 Rl
=2 d dro ——=Rlh—+—=In|(1+—=|.
/o / R R < R

Der Ausdruck ist also endlich, sodass auch das Integral iiber beliebige beschréinkte
Gebiete Ay, Ay C R? endlich bleibt. Der Nenner von (2.5) hingegen divergiert fiir

(2.28)
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jedes Gebiet Ay im Limes T' — oo, denn es gilt

T ) ) 22 1 ) [ee) e_t/ 1 , ,
/ dt/ d°z (2mt) " e = — das/ At — = — [ d®21(0,%).
271_ z2 t/
0 Az Az T

2w Ao
(2.29)
Hierbei wurde die Substitution ¢’ := 2%/(2t) verwendet. Da T'(0, %) fiir jedes feste

r € R? divergiert, wenn T' gegen Unendlich strebt, divergiert auch (2.29), sodass
man im zweidimensionalen Fall insgesamt

WP (A;|Ay) =0 fiir beschriinkte Gebiete Ay, Ay C R?, Ay # 0, (2.30)

erhélt. Die Divergenz von (2.29) bedeutet, dass die mittlere Zeit, die ein Brown-
sches Teilchen in einem beliebigen Gebiet verbringt, unendlich ist. Dies beweist
die Rekurrenz aus Satz 2.1 fiir d = 2. Auf Grund dieser Rekurrenzeigenschaft
beinhaltet die Voraussetzung, dass sich Teilchen 2 im beschrinkten Gebiet A,
aufhélt, keinerlei Informationen iiber den Zeitparameter ¢, da diese Voraussetzung
bei beliebig spéten Zeiten immer wieder erfiillt wird. Zu beliebig spéten Zeiten
hélt sich das Teilchen 1 jedoch mit annéhernd gleichverteilter Wahrscheinlichkeit
in ganz R? auf, sodass daher W(®) (A, |A,) fiir beschriinktes A; verschwinden muss.

Fiir d = 1 erwartet man ein &hnliches Ergebnis und in der Tat gilt
WW(I|L,) =0 fiir beschréinkte Intervalle I;, I, C R, I, # 0 . (2.31)

Um dies zu zeigen, berechnet man zunéchst den Zahler von (2.5) mit A, = I; :=
[a,b] und Ay =I5 :=[c,d], a < b, ¢ < d,

T b d 22 4y2 1 b d 2,2
/0 dt/ dx/ dy (2mt) e 2 :%/ dx/ dyT'(0, 55) (2.32)

analog zu (2.29). Da im eindimensionalen Fall auch der Nenner divergieren wird,
ist es erforderlich, die Divergenz von (2.32) genauer zu studieren. Fiir alle z > 0
gilt die Potenzreihendarstellung

e —1)7 »m
['0,2) =—y—1Inz — Z % . (2.33)
n=1 ’

Die Zahl v ist die Euler-Mascheroni-Konstante (y ~ 0,577215...), die auftretende
Reihe konvergiert absolut fiir alle z € R und nur der Logarithmus divergiert fiir
z — 0. Damit ist

1 b d 22402 1 b d x? + y2
%/a dx/C dy (0, =2 ):%/a dx/c dy (—7—1n 5T )—l—o(l/T),
(2.34)
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wobei o(1/T) fiir Terme steht, die fir 7' — oo wie 1/T" oder schneller gegen Null
gehen. Fiihrt man das Integral {iber den Logarithmus aus, so erhélt man

/dt/dx/dy%rt

Q(a, b, c,d, T) steht dabei fiir eine Summe von Termen, die im Limes 7" — oo ent-
weder endlich sind oder gegen Null gehen. Das Zéahlerintegral ist also logarithmisch
divergent.

Zu untersuchen bleibt noch das Nennerintegral aus (2.5), das fiir d = 1 ele-
mentar integrierbar ist. Man findet

2
/dt/ dz (27t)~ 26 5

_§< — & 4 (d* + Terf(L) — (¢

=(b—a)(d—c) InT+Q(a,b,c,d, T) . (2.35)

<de 2dT —ce 2§>) )

(2.36)

Fir die Fehlerfunktion gilt erf(\/%) = V2/m- 7 +o(1” 3/2) wobei o(T~3/%)
wieder fiir Terme steht, die wie 773/ oder Schneller fiir " — oo gegen Null gehen.
Das Integral (2.36) ist ebenfalls divergent und man erhélt

/OT dt /Cddac (2nt) "2 o5 — \/g(d_ VT + (e, d, T) (2.37)

wobei ﬁ(c, d,T) wieder eine Summe aus endlichen oder fiir 7" — oo verschwinden-
den Termen ist. Insgesamt gilt dann fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit

WO (g, b|[c, d]) = Jim (L= d=c) T+ Qabc,dT)
T 2= VT + (e, d T)

=0 (2.38)

wie oben behauptet. Die Divergenz von (2.37) beendet schlielich den Beweis von
Satz 2.1 fiir den noch fehlenden Fall d = 1.



Kapitel 3

Relationale Zeit in der
Quantenmechanik

Wie im vorigen Kapitel {iber die Brownsche Bewegung wird nun in der Quanten-
mechanik ein Zweiteilchensystem betrachtet und die Position eines Teilchens als
, Uhr“-Variable fiir die Bewegung des anderen verwendet. An eine Arbeit von R.
Brunetti und K. Fredenhagen [7] angelehnt, wird ein positiver Operator Wy, a,
konstruiert, dessen Erwartungswert die bedingte Aufenthaltswahrscheinlichkeit
W(A;|Ay) des Teilchens 1 im Gebiet A; unter der Vorraussetzung, dass sich Teil-
chen 2 im Gebiet A, befindet, liefert.

Die Hauptschwierigkeit in der Definition von Wy, 4, liegt darin, einen Opera-
tor zu finden, dessen Erwartungswert die Gesamtdauer ergibt, wihrend der sich
ein Teilchen im Mittel in einem bestimmten Gebiet aufhélt. In [7] konstruieren
Brunetti und Fredenhagen eine Observable, die den Zeitpunkt des Eintretens eines
Ereignisses misst, und weite Teile dieser Konstruktion kénnen fiir die Definition
von Wy, 4, verwendet werden. Da es in der Quantenmechanik jedoch keinen selbst-
adjungierten Operator gibt, der Zeitmessungen beschreibt!, verwenden Brunetti
und Fredenhagen eine Verallgemeinerung des Observablenbegriffs in Form von po-
sitiven operatorwertigen Mafien (positive operator-valued measures, POVMs) [11].

Im folgenden Abschnitt 3.1 werden POVMSs als Verallgemeinerung von Spek-
tralmaflen eingefiihrt, die in der Quantenmechanik tiblicherweise zur Bestimmung
der Wahrscheinlichkeitsverteilung von Messwerten verwendet werden. Abschnitt
3.2 stellt die Konstruktion nach Brunetti und Fredenhagen vor, die in 3.3 dazu ver-
wendet wird, den Operator Wy,|4, zu definieren und einige seiner Eigenschaften
zu untersuchen. AbschlieBend wird in Abschnitt 3.4 das POVM, das den Zeit-
punkt des Eintreffens eines freien Teilchens im Ursprung misst, explizit berechnet

Dies wird zum ersten Mal in W. Paulis Buch [32] aus dem Jahr 1933 in einer Fufinote
angemerkt. Gébe es einen solchen selbstadjungierten Operator, so wire das Spektrum des Ha-
miltonoperators gegeben durch die volle reelle Achse. Dies ist im Allgemeinen jedoch nicht der
Fall.

33
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sowie der Operator Wy, 4, in zwei einfachen Beispielen bestimmt.

3.1 Positive operatorwertige Mafle

In der Standardformulierung der Quantenmechanik? entsprechen den Observablen
selbstadjungierte Operatoren auf einem Hilbertraum ). Sei ein Zustand gegeben
durch eine Dichtematrix p und sei A ein selbstadjungierter Operator. Dann gibt es
nach dem Spektralsatz [33] das zu A gehérige Spektralmafl E4, sodass die Wahr-
scheinlichkeit, im Zustand p fiir die Observable A einen Wert in der (messbaren)
Menge X C R zu messen, durch

WA(X) =Tr(p EA(X)) (3.1)

p

gegeben ist. Die Operatoren E4(X) sind hierbei Projektoren, E4(X) = E4(X)* =
EA(X)?2, und die Abbildung E“(e) heifit ein projektorwertiges Map.

Es gibt jedoch Situationen, in denen experimentell messbare Grofien auftre-
ten, die nicht mit einem projektorwertigen Mafl in obiger Weise beschrieben
werden konnen. Ein Beispiel stellt etwa die in Kapitel 1 diskutierte Operation
(5, 0,Q", S, E) auf dem Quantenzustand (9, p) dar, bei der ein Messsystem mit
dem Quantensystem wechselwirkt und anschlieBend eine projektive Messung auf
dem Messsystem (représentiert durch den Projektor @’ auf $)’) durchgefiihrt wird.
Betrachtet man nur das Quantensystem, so betriagt die Wahrscheinlichkeit, die mit
Q' verkniipfte Eigenschaft nachzuweisen, in der Terminologie von Abschnitt 1.2

Wf,:Tr (p Z ¢ ZZA;%> . (3.2)

keK, el

Der Operator (3¢ e Ci AriAri) ist im Allgemeinen kein Projektor, sondern nur
noch ein positiver Operator auf §. Es liegt daher nahe, den Begriff des Spektral-
mafes in folgender Weise zu verallgemeinern:

Definition 3.1 (vgl. [11]). Sei § ein Hilbertraum und (Q,3) ein Messraum?.
Ein positives operatorwertiges Maff (POVM) auf (2,%) ist eine Abbildung £ :
Y — B(H), fur die gilt

Zsiehe beispielsweise Kapitel 3 in [41]
3Fiir eine nichtleere Menge  ist (£2,%) ein Messraum, falls ¥ ein System von Teilmengen
von {2 ist, das die Bedingungen
(a) QeX
(d) Xey¥ = AN\XeX
() (X)ienc® = [(JXieX
ieN

erfiillt.
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(i) E(X) >0 fir alle X € X,
(i) B©) =1,

(i) E(U;2, Xi) = > o) E(X;) fiir alle paarweise disjunkten Mengen (X;);en C
Y. Dabei konvergiert die Summe in der schwachen Operatortopologie* von

B(H).

Sei ein physikalisches System in einem Zustand, der durch die Dichtematrix p
gegeben ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Messwert der zum POVM E gehoren-
den Observablen in der Menge X € X liegt, ist dann gegeben durch

WE(X) = Tr(p B(X)) . (3.3)

p

Die Eigenschaften (i), (ii) und (iii) stellen sicher, dass W} ein Wahrscheinlich-
keitsmaf} auf (2, ) ist.

Der POVM-Formalismus enthélt die Standardformulierung als einen Spezial-
fall. Falls (2,%2) = (R,B(R)) mit den Borelmengen® B(R) und das POVM FE
multiplikativ ist, wenn also gilt

E(XNY)=EX)EY) VX,Y €B(R), (3.4)

dann gilt auch F(X) = E(X)? und E(X) = F(X)* sowieso, da F(X) positiv ist
(Lemma A.3 aus Anhang A). In diesem Fall ist E also ein Spektralmafl, dessen
erstes Moment

A= /x dE(x) (3.5)

nach dem Spektralsatz [33] eindeutig einen selbstadjungierten Operator definiert,
und man erhélt die Standardformulierung zuriick. Im néchsten Abschnitt wird
jedoch ein POVM definiert, fiir das die Eigenschaft (3.4) nicht gilt.

3.2 Der Zeitpunkt eines Ereignisses als Obser-
vable

In [7] konstruieren Brunetti und Fredenhagen eine Observable, die den Zeitpunkt
des Eintretens eines Ereignisses misst. Die Konstruktion wird in diesem Abschnitt
vorgestellt und im néchsten dazu verwendet, den Operator Wy, 4, zu definieren,
der mit der bedingten Wahrscheinlichkeit W(A;|Ay) assoziiert ist. An einigen Stel-
len der Konstruktion werden Aussagen aus Anhang A verwendet.

4Konvergenz von (T, )nen C B(H) gegen T' € B($) in der schwachen Operatortopologie auf
einem Hilbertraum $ bedeutet die Konvergenz von (z,T,y) gegen (z, Ty) in C fiir alle z,y € §.

°Die Borelmengen B(R) sind definiert als das kleinste System von Teilmengen von R, das alle
offenen Intervalle enthélt, sodass (R, B(R)) ein Messraum ist.
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Sei P ein positiver Operator auf einem Hilbertraum $. Durch einen selbst-
adjungierten Hamiltonoperator H sei eine Zeitentwicklung auf $ erkléart und der
Heisenbergoperator® P(t) = ef'Pe™H! messe die Wahrscheinlichkeit, dass ein
vorgegebenes Ereignis zur Zeit ¢ eintritt. Da P(t) fiir jedes t ein positiver Opera-
tor ist, gilt auch fiir jedes beschriankte Intervall I C R

To(l) = /1 At P(t) > 0. (3.6)

Ist P ein Projektor auf das Gebiet A, dann kénnen die Erwartungswerte von
Tp(I) interpretiert werden als die Zeit, die das Teilchen im Mittel wéhrend des
Zeitintervalls I im Gebiet A verbringt.

Ziel ist nun, den Operator Tp := Tp(R) zu konstruieren und auf denjenigen
Unterraum S;J C 9 einzuschrinken, auf dem die Erwartungswerte von T endlich
und von Null verschieden sind. Dazu sei zunéchst bemerkt, dass die Operatoren
Tr(I) ein monoton wachsendes Netz’ von postiven Operatoren mit

Tp([) > TP(J), falls I D J, (37)

bilden. Aus der Positivitat von Tp([) folgt nach Lemma A.3 die Selbstadjungiert-
heit. Ferner ist wegen der Positivitit —1 kein Eigenwert von Tp(I), sodass die
Operatoren (14 7p(1)) bijektiv sind und ein stetiges Inverses besitzen. Man setzt

Cp(I):= (1 +Tp(I))*. (3.8)

Die Cp(I) bilden ein monoton fallendes Netz von positiven Operatoren, denn es
gilt in diesem Fall Cp(I) < Cp(J), falls I D J. Man setzt daher Cp := Cp(R) :=
inf;-g Cp(I) in dem Sinne, dass die Erwartungswerte von Cp durch

(W, Cp¥) = inf (¥, Cp(1)¥) (3.9)

fiir alle ¥ € $ gegeben sind. Nach Lemma A.2 bestimmt dies den Operator Cp
eindeutig. Wiirde man T mit dem Operator (C5' — 1) auf ganz § identifizieren,
so ware der Erwartungswert von Tp in Zustinden aus dem Eigenraum von Cp
zum Eigenwert 1 gleich Null und unendlich fiir Zustdnde aus dem Eigenraum von
Cp zum Eigenwert 0. Sei daher § das orthogonale Komplement dieser beiden
Eigenrdume, dann definiert man den linearen Operator Tp : 5% — f) durch

Tp:= Cp! =15 . (3.10)

Dass Tp(f)) C 9 gilt, sieht man, da CpTp = C’p(C’IZ1 —1) =1 — Cp ist. Wenn
also CpTp auf einem Zustand den Eigenwert 0 bzw. 1 hat, so hat Cp auf diesem
Zustand den Eigenwert 1 bzw. 0.

6In dieser Arbeit werden Einheiten benutzt, in denen die Planck-Konstante & gleich Eins ist.

"Ein Netz ist eine Verallgemeinerung des Begriffs der Folge. Sei X eine gerichtete Menge und
Y eine Menge, dann heifit eine Abbildung  : X — Y ein Netz. Im vorliegenden Fall ist X die
Menge der (messbaren) Teilmengen von R mit der Mengeninklusion als Richtung und Y die
Menge der positiven Operatoren auf $).
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Tp ist auf 5:3 invertierbar und es gilt T LS 0, sodass man nach Satz A.4
die Wurzel ziehen kann. Nun kann das POVM, das der gesuchten Observablen
entspricht, als

_1 _1
Ep(I):=Tp>Tp(I)Tp?> (3.11)
fiir (messbares) I C R definiert werden. Die Ep(I) sind positive Operatoren mit

Ep(R) = 1. Damit sind die Eigenschaften (i) und (ii) aus Definition 3.1 erfiillt.
Um zu zeigen, dass auch (iii) gilt, seien (1,,)nen paarweise disjunkte Intervalle. Es

gilt
N
Tp I, | = / dt P(t) = lim / dt P(t) . 3.12
(Un) -3 [ar- s [aro. @
Zu zeigen ist die schwache Konvergenz der rechten Seite. Wertet man (3.12) im
Erwartungswert mit einem Zustand W € $) aus, bilden die Partialsummen in R
eine beschrankte, monoton wachsende und damit konvergente Folge. Nach dem
Beweis von Lemma A.2 konvergieren dann auch alle Matrixelemente von (3.12),
was die Konvergenz von Ep(|J, ey In) gegen Y, oy Ep(1y) in der schwachen Ope-
ratortopologie zeigt.

Damit handelt es sich bei Ep(e) um ein POVM auf §, das wie folgt inter-
pretiert werden kann: Befindet sich das System im Zustand gegeben durch die
Dichtematrix p, dann ist

WER(1) = Te(p Ep()) =T (p T STu(D) T, ) (3.13)

die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis, dessen Eintreten mit dem Operator P
beschrieben wird, wihrend des Zeitintervalls I C R eintritt. Man sieht auch, dass
die Multiplikativitéitseigenschaft (3.4) fiir Ep im Allgemeinen nicht gilt, sodass es
keinen selbstadjungierten Operator gibt, mit dem die hier konstruierte Observable
assoziiert werden kann.

In Unterabschnitt 3.4.1 wird fiir ein freies Teilchen in einer Dimension explizit
das POVM angegeben, das den Ankunftszeitpunkt des Teilchens am Ursprung
misst.

Bemerkung. Die Definition (3.11) ist nicht die einzige Moglichkeit, ein POVM
mit der gesuchten Interpretation zu definieren. Man kann ebenfalls

Ep(I) :=T*Tp(I)T (3.14)

verwenden, wobei T ein Operator mit der Eigenschaft T*TpT = 1 ist. Die Wahr-
scheinlichkeit

WEr([) =Ty <p T* Tp(I) T) (3.15)

p

héingt dann von T ab. In der obigen Konstruktion wird die Wahl T = T, 1/2
getroffen. Eine solche Abhéngigkeit von der Darstellung durch Operatoren wurde
bereits in Kapitel 1 bei der Diskussion der bedingten Wahrscheinlichkeiten (1.30)
fiir hintereinander ausgefiihrte Messungen festgestellt.
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3.3 Konstruktion und Eigenschaften von W, 4,

3.3.1 Konstruktion

Gegeben sei ein System bestehend aus zwei Teilchen. Es wird nun der Operator
W 4,14, konstruiert, dessen Erwartungswert im Zweiteilchenzustand p die bedingte
Wahrscheinlichkeit W,(A;|A;) angibt, Teilchen 1 im Gebiet A; anzutreffen, wenn
man zur selben Zeit Teilchen 2 in Gebiet A, findet.

Seien P4, Projektionsoperatoren, die im Ortsraum auf die Gebiete A; projizie-
ren, ¢ = 1,2. Man betrachte auf dem Hilbertraum $ = $; ® $o des Zweiteilchen-
systems die Heisenbergoperatoren

A(t) = 1@ Pa,(t) (3.16)
B(t) = PAl(t) &® PAQ(t) . (317)
A(t) und B(t) sind positive Operatoren mit A(t) > B(t) fiir alle ¢t € R. Zunéchst
sei T4 der nach (3.10) definierte zu A(t) gehorige Operator. Der Raum $, auf

dem T4 nur endliche und von Null verschiedene Erwartungswerte besitzt, sei im
Folgenden mit 7 bezeichnet. Der Operator T kann auf ganz ¢ definiert werden,

T : 7 — %, TB::CEI—]I

- (3.18)

Die Erwartungswerte von T'g sind auf 7 immer noch endlich, kénnen aber auch
Null sein. Auf 7 gilt immer noch

Ty>Ts. (3.19)

Nun lésst sich der gesuchte Operator Wy, |4, auf dem Raum 2 definieren als

_1 _1
WA1|A22%—>%, WA1|A2 2:TA2P%TBP,%TA2, (320)

wobei P, die Projektion auf 7 ist. Wy, |4, ist positiv, durch Eins nach oben
beschrinkt und gestattet die Interpretation als bedingte Wahrscheinlichkeit geméaf

WP(A1|A2) - Tl“(p WA1|A2) ) (3'21)

wenn sich das System in einem Zustand p befindet, der ,jin S liegt®, wenn also
p = Py p Py gilt. Fiir solche Zusténde lédsst sich die Position des zweiten Teil-
chens als ,,Uhr* fiir die Bewegung des ersten einsetzen. Eine Eliminierung des
Zeitparameters ¢ zu Gunsten der bedingten Wahrscheinlichkeiten (3.21) ist dann
moglich.

3.3.2 Eigenschaften

In diesem Unterabschnitt wird untersucht, inwiefern sich die Eigenschaften be-
dingter Wahrscheinlichkeiten aus der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie auf
die hier verwendeten positiven Operatoren Wy, 4, iibertragen.
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Die entscheidenden Eigenschaften bedingter Wahrscheinlichkeiten in der klas-
sischen Theorie® sind die folgenden:

Satz 3.2. Bezeichne P(A) die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A und P(.A|B)
die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Voraussetzung B. Seien A, As
Ereigm'sse und seien (B,)nen, M eine Indexmenge, paarweise unvereinbare Er-
eignisse’, sodass P({J, ¢, Bn) =1 ist. Dann gilt

(Z) P(Al ﬂAQ) = P(.A1|.A2) P(.AQ),
(ii) P(A) = > P(A[B,) P(B,),

neM

P(A|B,) P(B,)
> iem P(AB;) P(B;)

Um diese Eigenschaften fiir die Operatoren Wy, 4, zu priifen, wird Folgendes
vereinbart: A; sei fiir i = 1,2 das Ereignis, Teilchen i im Gebiet A; aufzufinden.
An die Stelle von Eigenschaft (i) tritt dann
Proposition 3.3. Seien A(t) := 1 ® P4, (t) und B(t) := P, (t) ® Pa,(t) wie oben.
Dann gilt mit den Bezeichnungen aus Unterabschnitt 3.3.1

(iii) P(B,|A) =

1 1
Pyl Py =TF Waa, T . (3.22)

Der Beweis ist trivial. Ersetzt werden hier die Wahrscheinlichkeiten P(.A5)
bzw. P(A; N Ay) durch die entsprechenden Gesamtaufenthaltsdauern, représen-
tiert durch die Operatoren Ty bzw. Tg. Dies ist notig, da in der Beschreibung des
Systems mit Hilfe der Operatoren W4, 4, die t-Abhingigkeit gerade eliminiert
wurde, die GroBen P(.A;) hingegen zeitabhéngig sind. Auflerdem ist in (3.22) die
Ordnung der Operatoren auf der rechten Seite wichtig, da T’y und Wy, 4, nicht
kommutieren. Wahrend es in der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie natiirlich
nicht auf die Reihenfolge der Faktoren ankommt, reproduziert sich das klassische
Ergebnis im Operatorkalkiil nur, wenn die Faktoren T j‘/ 2 symmetrisch links und
rechts von Wy, |4, stehen. (Nur dann bleibt auch die Positivitiat des Operators
erhalten.)

Geméaf dieser Einschrinkungen ldsst sich auch Eigenschaft (ii) verallgemei-
nern:

Proposition 3.4. Seien (I,)nenr, M eine hochstens abzihlbare Indexmenge, sowie
J Gebiete im R* mit I, N 1, = 0 fir n # m und UneM = R?. Seien weiter
Ay(t) =1 ® Pp,(t) und D(t) := Py(t) ® 1. Sei $™ fiirn € M gemdf Abschnitt
3.2 der Unterraum, auf dem Ta, wohldefiniert ist, und seien H ﬂnGMﬁ(”)
sowie P,z der Projektor auf €. Dann gilt auf S

1 1
PpTpPyp=S Ti W T35, . (3.23)

neM

8siehe beispielsweise [4]
9Paarweise unvereinbar bedeutet P(B,, N B,,) = 0 fiir n # m.
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Beweis. Fiir n € M sei B,(t) :== P;(t) ® Py, (t). Auf 5 ist dann
Wi, =T,?PyTp,PyT,” . (3.24)
Damit gilt

> Tjﬂ Wi, Tjﬂ =Y P;Ts, Py

neM neM

=P, <ZA:4 / dtPJ(t)®PIn(t)) P, (3.25)
=P, (/dtPJ(t)(X)]l) P,;

—P,TpP,; .

Von der zweiten zur dritten Zeile werden Summation und Integration vertauscht.
Falls M endlich ist, ist dies trivialerweise erlaubt. Fiir abzéhlbar unendliches M
folgt die Vertauschbarkeit aus dem Satz {iber monotone Konvergenz. Aulerdem
wurde ) P, = 1 verwendet, was aus den Voraussetzungen iiber die (1,,) folgt.

[
Die Eigenschaft (iii) gilt ebenfalls entsprechend:

Proposition 3.5. Mit den Voraussetzungen aus Proposition 3.4 und B,(t) =
P;(t) @ Py, (t) gilt auf

P;Tp? PyTg, PypTy? Py

_1 _1
1 1\ ? 1 1 1 1 2 (3.26)
== E TAQZWJ\IZTXZ TAQnWJU—nTjn E TijJujTAQj .

ieM jeM

1 1 .
Beweis. Nach Proposition 3.4 gilt >, TiWn,Ti = Tp aut J. Zusammen
mit Proposition 3.3 beweist dies die Aussage. O]

Man findet also eine genaue Entsprechung zwischen den quantenmechanischen
Operatoren und den klassischen bedingten Wahrscheinlichkeiten, wenn man auf
der Operatorseite zwei Punkte beachtet:

e Einschriankung auf einen geeigneten Raum .77, auf dem die Erwartungswerte
von Operatoren der Form (1 ® P) mit einem Projektor P endlich und von
Null verschieden sind, und

e Beachtung der Nichtkommutativitit und damit der Reihenfolge in Produk-
ten von Operatoren.
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3.4 Beispiele

In diesem Abschnitt wird zunéchst fiir ein Teilchen, das sich frei in einer Dimen-
sion bewegt, das POVM konstruiert, das den Zeitpunkt misst, an dem das freie
Teilchen den Ursprung erreicht. Daran ankniipfend kann fiir zwei freie Teilchen
leicht der Operator Wy, 4, angegeben werden. AbschlieBend wird der Operator
W4, 4, fiir zwei nicht miteinander wechselwirkende Teilchen in einem harmoni-
schen Oszillatorpotential bestimmt.

3.4.1 Ankunftszeit eines freien Teilchens am Ursprung

Gegeben sei ein freies Teilchen der Masse m in einer Dimension. Der Hamilton-
operator ist dann durch )
P
H= 5 (3.27)
auf dem Hilbertraum $) = L?(R) gegeben. Es wird nun Abschnitt 3.2 folgend
das POVM E,) := Ep bestimmt, wobei P = P_;; der Projektionsoperator ist,
der im Ortsraum auf das Intervall [—b,b] mit b > 0 projiziert. Ey) ist dann die
Observable, die der Messung des Ankunftszeitpunktes des Teilchens im Intervall
[—b, b] entspricht. Das Mafl wird schlieBlich im Limes b — 0 betrachtet.

Zunéchst ist fiir ein messbares I C R der Operator

Tp(I) = /1 dt P(t) (3.28)

zu bestimmen, wobei P(t) = e"Pe™"" ist. Mit der Ortsraumwellenfunktion
o(x) = (2m)~V2 [ dk p(k)e*® gilt
(6, Tp(I /dt/dw ) ey () e () (3.29)

wobei 1[_;; die charakteristische Funktion des Intervalls [—b, b] ist. Die Fourier-
transformierte der charakteristischen Funktion ist gegeben durch

— 2 sin kb
T oo (k) = \E sy (3.30)

sodass man fiir (3.29) bekommt

(¢, Tp(I /dt/dk/dk’ 1 sintk = )b gt -4 o(k') .  (3.31)

T k—k

Der Integralkern'® von T (I) lisst sich nun ablesen zu

, 1 sin(k — K')b ¢ kz—k'Q

Der Integralkern Tp(k,k') des Operators Tp ist definiert durch (Tp¢)(k) =
[ Ak Tp(k, k") p(K').




42 Relationale Zeit in der Quantenmechanik

Fiir den Operator Tp = Tp(R) ldsst sich die Integration iiber ¢ ausfithren und
man erhalt

1 sin(k — k)b

Tplk K) = 2= =%
_ sin(k — k)b 2m

k=K k|

2mb
=——§(k—-FK)+

o O(E — K2

2m 2m
(6(k —K')+ 6(k+ k) (3.33)
m . ,

d(k+ k') ist der Integralkern des Paritétsoperators IT mit [1¢(k) := ¢(—k), sodass
insgesamt gilt

(Tp &) (k) 2mb <1 sin 2kb

=T o H)d@. (3.34)

Der erste Summand ist gerade die Gesamtzeit, in der sich ein klassisches freies
Teilchen mit Geschwindigkeit |k|/m in einem Intervall der Lange 2b aufhilt. Der
zweite Summand stellt eine Quantenkorrektur dar.

Zur Bestimmung des Definitionsbereichs ¢ von Tp miissen die Eigenrdume
des Operators Cp = (1 + Tp)~! zu den Eigenwerten 1 und 0 bestimmt werden.
Aus

(Cral(h) = (1 + 7o) o)) = |1+ 52 (14 520 ) | o 339

||
folgt aber, dass 1 und 0 keine Eigenwerte zu C'p sind, da der Ausdruck in eckigen
Klammern an hochstens endlich vielen Stellen in k gleich 1 bzw. fiir k # 0 immer
endlich ist. Es ist also 2 = $.

_1
Zur Konstruktion des Operators T, > werden die Wellenfunktionen zunéchst
in die Anteile gerader und ungerader Paritdt aufgespalten, ¢ = ¢, + ¢_ mit

1+ 110

Oy = —5 0] und o — 0. (3.36)
Dann schreibt sich die Wirkung von Tp als
2mb . .
(Tp ¢)(k) ::WZJ—K1—+S12kb)¢+(k)4—(1——s12kb)¢_(k)] (3.37)

mit der Abkiirzung siz := sinx/z. In dieser Aufspaltung nach Paritédten lédsst sich
Tp leicht invertieren und die Wurzel ziechen. Man erhélt

(T52 ¢)(k) = (1 5i20b) H0, (k) + (1 - si2k0) 26 (K)] . (3.39)

[\
HE
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Fiir das POVM ergibt sich nun
(Ew (1) ¢)(k) = (T Tp( )T 6) (k)
)itk sin(k — k)b p
27rm dt/ dhe (k=K vIFl (3.39)
x [( 1+ 51 2kD) 3 (1 + si 2k'D) 2 6. ()
(1 —si2kb)"3 (1 —si 2k’b)—%¢_(k:’)} ,

wobei die Eigenschaft (Tp(I)¢)s = Tp(I)ps des Operators Tp(1) verwendet wur-
de. Setzt man nun fiir ¢4 wieder die Definitionen (3.36) ein und ersetzt fir alle
auftretenden Summanden, die ¢(—k’) enthalten, k¥’ durch —k’ in der Integration,
so erhalt man schliellich

(Eb(f) ¢)(k)
4m dt / Ak’ eit* \/W | p(k

x [Sl ((k — K )b) <(1 + si ka)_%(l +si Qk/b)_§

(1= si2kb) 3 (1 - si2K'8) 3 (3.40)

i (ko K)b) (1 -+ 52K8) 75 (14 si 20'8) 5
—(1—si2kb) "7 (1— sm;ab)—éﬂ

\/W/dt/k:’” \/ng F(k,K'b) .

Das POVM Ej wird nun als Limes b — 0 von E(; definiert und stellt die Obser-
vable ,,Zeitpunkt des Eintreffens am Ursprung* dar Einzig der Faktor F(k, k') b),
gegeben durch die Summe in eckigen Klammern in (3.40), ist von b abhéngig. Die
darin vorkommende Funktion si kann man fiir kleine Argumente durch

72

sizx=1-— - + o(z*) (3.41)

darstellen, wobei o(z?) fiir Terme steht, die wie z* oder schneller fiir x — 0 gegen
Null gehen. Mit dieser Entwicklung zeigt man, dass gilt

2 fur kK >0

0 sonst (3.42)

kk'
im F (k. kK. b) =1 =
po (kKL =1+ {

Der Integralkern von Fjy ist dann im Limes gegeben durch

VER T
Eo(I)(k, k) = lim Ey(1)(k, &) = { o Jrdte 2™ fr kK >0 33
b—0 0 sonst
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Dies ist das gesuchte POVM. Das erste Moment des Mafles E definiert einen
Zeitoperator

T .= / tdEy(t) , (3.44)

der sich im aktuellen Beispiel ebenfalls explizit berechnen lésst. Sei zunéchst der
Fall £ > 0 betrachtet, dann gilt

:/dk’/tdEo(t)(k,k’) o(k')
/ ar’ [ at mt T (k)
_VE [ e i [ (et ) o)

2mm

— ‘\2/%” % /0 Ak VE 6(k* — k) ¢ (k) (3.45)

_%d%/omdk/\/z;k (S(k — k) + 6(k + k') o(K)

_m (1 L il)w

k dk  dk k

Eine analoge Rechnung fiir £ < 0 fiihrt zum selben Ergebnis. Der so erhaltene
Zeitoperator lédsst sich durch den Impulsoperator p und den Ortsoperator x = dek

als

T = —% (p'z+ap™t) (3.46)

darstellen. Dieser Zeitoperator wurde bereits von Y. Aharonov und D. Bohm als
Operator zur Messung der Ankunftszeit eines Teilchens am Ursprung eingefiihrt
[1]. T ist symmetrisch, erlaubt jedoch keine selbstadjungierte Erweiterung. Eine
Diskussion dieses Zeitoperators findet man in [10].

3.4.2 Zwei freie Teilchen

Nun soll der Operator Wy, 4, fiir ein System aus zwei freien Teilchen gleicher
Masse m angegeben werden. Fiir die Gebiete A; und A, werden die um den Ur-
sprung symmetrischen Intervalle [—a,a] bzw. [—b,b] mit a,b > 0 gewihlt. Der
Hilbertraum des Systems ist entsprechend $ = L?(R) ® L?(R) mit einem Hamil-
tonoperator
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Auf § betrachte man die Operatoren

A(t) = 1® Pyt (3.48)
B(t) = Plo(t) ® Poy(t). (3.49)

Aus der Kenntnis von Tp aus (3.34) kann man direkt den Integralkern!' von T4

zu

Ta(l, Uk, k) = 6(1—1) 2‘%6 (5(/<; — k) +

sin 2kb
2kb

5(k + k’)) (3.50)

angeben. Wie im vorigen Unterabschnitt gesehen, ist T4 auf ganz $ invertierbar
und mit 77 = $ gilt Py = 1.
Der Erwartungswert von T im Zustand ¢ ® ¢ ist nun

VR, TeY® )
- [ ( [ i@ e e i - [ dy%emﬂm_abmy)e-mﬁ¢3<y>)

:/dtdldlldkdk/ # w(l) (b(k) e%(lzflﬂ«l»szk@) slngl_—lf’)a Sln](i;k_—k]lg’)b (b(k/) w(l/)

_ / dldl'dkdk (1) ¢(k) dm snl=lla snbkDb 52 12 4 k2 — k2)o (k') o (I'),
(3.51)

woraus man den Integralkern von T’z zu

4dm sin(l — I')a sin(k — k')b
Tl k k) = — Ry (P =17+ k> —k?) (3.52)

ablesen kann. Man findet so fiir den Operator Wi_g qjj—sp = T4 2T8T, *, der die
gesuchte bedingte Wahrscheinlichkeit beschreibt,

Wi aa)-on( 15k, K)

1 1
2/ |k||K| sin 2kb T2 sin 2k'b 2
p TRy T oy (3.53)

sin(l —")a sin(k — K')b
=1 (k— kb

5([2 o l/2 4 k2 . k'/2) 7

wobei I, und II; die Paritdtsoperatoren sind, die auf die Variablen k& bzw. &’
wirken.

M Auf dem Zweiteilchenraum ist der Integralkern entsprechend durch (Tav @ ¢)(I,k) =
JAVAK Ta(l,U; k, k") (I') p(K') definiert.
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3.4.3 Zweil harmonische Oszillatoren

Gegeben seien nun zwei Teilchen gleicher Masse, die sich eindimensional im Po-
tential eines harmonischen Oszillators mit der Frequenz w = 1 bewegen, ohne
miteinander wechselzuwirken. Der Hamiltonoperator des Systems ist also gegeben

durch

2
1
H=Hol+19H,, H=2 - -ms?® i=12. (3.54)
2m 2
Fiir die Gebiete A; und Ay werden (nicht notwendig symmetrische) reelle Inter-
valle A; = [a,b] und Ay = [c, d] gewihlt. Sei (¢, )nen, das vollstindige System der

reellen Energieeigenfunktionen des harmonischen Ostzillators, also
H;p, = E,p, mit E,=n+ % ) (3.55)

Zur Bestimmung von T4 kann Teilchen 1 zunéchst ignoriert werden. Der Zustand
von Teilchen 2 ist gegeben durch eine Folge (hy)nen, € ¢2(C), sodass die Orts-
raumwellenfunktion zur Zeit Null durch ¢(0,z) = Y~ h, ¢n(z) gegeben ist. Die
Zeitentwicklung der Wellenfunktion ist in dieser Darstellung

$(t,x) = hpe oy (). (3.56)

Sei nun S := Py 4 der Projektionsoperator auf das reelle Intervall [c, d], ¢ < d. Im
Fall des harmonischen Oszillators treten nur Bindungszustédnde als Losungen auf,
sodass die Operatoren T4 und T nicht als Zeitintegrale iiber ganz R definiert
werden koénnen. Stattdessen wird nur tiber eine Periode [0, 27| integriert und man
setzt

2
Te := dt S(t) . 3.57
s / (t) (3.57)
Man findet
2
Ts¢) = [ dt [ dzo(t, )1, t,
(6, Ts0) /0 /w( ) L (2) 6(t, 2)
2T o)
2/0 dt/ dmwzzohnwmezwnEmw,dmx)hmwm (3.58)
o0 d
203 (Il [ ool ar)

Hierbei wurde im letzten Schritt verwendet, dass

2 .
- 27 firn=m
Z(En_Em)t —= —=
/0 e dt = 27 G { 0 fiirn (3.59)
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gilt. Die Zahlen ¢ := fcd |on(2)]? d sind fiir alle n positiv und liegen zwischen
Null und Eins. Als Operator auf ¢5(C) aufgefasst, wirkt Ts also geméf3

Ts (hn)n = 27 (857 hn ) (3.60)

wobei (hy,), als Kurzschreibweise fiir die Folge (h,,)nen, steht. Man sieht aus (3.58)
einerseits, dass Ts < 27 - 1 ist, was eine Konsequenz des beschrankten Integrati-
onsgebietes in (3.57) ist, und andererseits, dass (¢, Ts¢) nicht Null werden kann,
da 3%? > 0 fiir alle n € Ny. Daher ist 2 = § und Py = 1, sodass auch in diesem
Fall die Projektoren in der Definition von Wi, )4 fortgelassen werden kénnen.

Es wird jetzt wieder das volle Zweiteilchensystem zusammen mit den Opera-
toren

A(t) =1® P[Qd] (t) (3.61)
B(t) = f)[a,b}(t) ® P[c,d] (t) : (362)

betrachtet. Die vorherigen Uberlegungen haben gezeigt, dass fiir (9p)p ® (hn)n €
>(C) ® £5(C)
Ta((9p)p ® (hn)n) = (gp)p @ 21 (B P (3.63)

gilt. Invertieren und Wurzelziehen liefert

T, ((9)p @ (hn)n) = (9p)p © (2m) "2 ((B5)) 72 hp)n - (3.64)
Mit den Wellenfunktionen
P(t,z) = ng e Bt gy ()
p=0

Sty) = D hne o (y)
n=0

findet man weiter

®
:/0% dt( dxw(t,x)ll[a,b](x)w(t,w)-/dyaﬁ(t,y)ﬂ[c,d}(y) ¢(t7y))

n,m,p,q=0
) L b d
=20 Y STl [ dvay(a) @) [ dyeaw)enlo).
n,m,p,q=0 a c

(3.65)
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Mit den Zahlen 4
aiti= [ oue)pno) do
schreibt sich die Wirkung von T als
TB((QP) Z 27 ( Z 5174-71 g+m ap q O'/n m gq h ) ep ® €n , (366)
p,n=0 q,m=0

wobei e; € £5(C), i € Ny, der i-te kanonische Basnsvektor von ¢5(C) ist. Damit

kann man den gesuchten Operator Wi, yj/jc,q) = T TBTA angeben zu
Wiaaliea(9p)p © (hn)n)

> . 3.67
-y (Z Spimaim (B (350) 74 0o anmgqhm> er@en. OO

p,n=0 \gq,m=0



Kapitel 4

Zeit als intrinsischer Freiheitsgrad

Bisher wurde versucht, den externen, absoluten Zeitparameter der Quantenme-
chanik durch interne , Uhr“-Variablen zu ersetzen und die Dynamik mit Hilfe
bedingter Wahrscheinlichkeiten beziiglich dieser ,,Uhren® darzustellen. In diesem
Kapitel wird eine alternative Herangehensweise zur Konstruktion einer relationa-
len Zeit untersucht. Die Hauptmotivation dazu liefert die bereits in der Einleitung
erwiahnte Arbeit [3] von Ashtekar, Pawlowski und Singh, in der die Feldgleichung
eines skalaren Feldes auf einer Robertson-Walker-Raumzeit als Schrodingerglei-
chung mit dem Skalarfeld ¢ als Zeitparameter interpretiert wird. Aufgrund des-
sen bezeichnen die Autoren das Feld ¢ auch als ,,emergente Zeit“, obwohl es im
betrachteten Modell eine Quantenvariable darstellt. Die Frage, die dadurch auf-
geworfen wird, lautet: Ist es mdglich, den Zeitparameter der Schridingergleichung
als einen dynamischen Freiheitsgrad in der Quantenmechanik aufzufassen? In die-
sem Kapitel wird dieser Frage sowie mdéglichen Konsequenzen einer dynamischen
Zeit nachgegangen und schlielich die Feldgleichung aus [3] im Licht der entwickel-
ten Methoden neu analysiert.

Zunichst wird dazu der Standardformalismus der Quantenmechanik dahinge-
hend erweitert, dass der Zeitparameter als Observable implementiert werden kann,
die Dynamik jedoch weiterhin durch die Schrédingergleichung gegeben ist. Dabei
tritt das Problem auf, dass eine Losung der Schrodingergleichung im erweiterten
Formalismus nicht mehr normierbar ist und daher keinen Zustand definiert. Der
entscheidende Schritt besteht nun darin, die Losung als Gewicht auf der Algebra
der Observablen aufzufassen.! Wihrend zwar eine direkte Wahrscheinlichkeits-
interpretation des Gewichts nicht mdoglich ist, gelingt jedoch eine Interpretation
mittels bedingter Wahrscheinlichkeiten. Es stellt sich schliellich sogar heraus, dass
man unter bestimmten Voraussetzungen genau die bedingten Wahrscheinlichkei-
ten erhélt, die einer Beschreibung durch , Uhr“-Variablen entsprechen. Die Defi-

LAuf dem Gebiet der Physik findet sich eine Behandlung nichtnormierbarer Losungen der
Schrodingergleichung als Gewichte (nach bestem Wissen des Autors) einzig in der Arbeit [9]
von D. Buchholz, M. Porrmann und U. Stein, in der uneigentliche Impulseigenfunktionen als
Gewichte aufgefasst werden, sowie in einigen darauf aufbauenden Arbeiten.

49
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nition und Interpretation des neuen Formalismus’ sowie die Einordnung der Er-
gebnisse des letzten Kapitels in diesen Formalismus ist Inhalt der Abschnitte 4.1
und 4.2.

In der Schrédingergleichung besitzt die nun definierte Zeitobservable jedoch
keinen , kinetischen Term*®, d.h. keinen Term mit einer zweiten Ableitung nach ¢,
und stellt in diesem Sinne keine dynamische Quantenvariable dar. Im Abschnitt 4.3
wird ein Modell betrachtet, in dem der Zeitparameter durch einen Freiheitsgrad
a mit kinetischem Term in der Schrodingergleichung ersetzt wird, und Effekte der
so gewonnenen dynamischen Zeit werden untersucht.

Zum Abschluss erfolgt in Abschnitt 4.4 die Anwendung des in 4.1 entwickelten
Formalismus’ auf die in [3] auftretende Feldgleichung. Es wird einerseits gezeigt,
dass sich die von Ashtekar et al. auf andere Weise hergeleiteten Resultate im neu-
en Formalismus reproduzieren, und andererseits, dass zusétzlich zur ,,emergenten
Zeit“ ¢ auch andere Variablen als ,,Uhren“ verwendet werden konnen. Als ein
Beispiel wird explizit ein POVM konstruiert, mit dem innerhalb des betrachteten
Modells der Zeitpunkt des Urknalls bestimmt werden kann.

Zu Beginn des Kapitels werden einige operatoralgebraische Grundlagen zu
Zusténden, Gewichten und durch diese induzierte GNS-Darstellungen benétigt,
die in Anhang B zusammengestellt sind.

Die wichtigsten Ergebnisse dieses Kapitels finden sich auflerdem in einer ge-
meinsamen Publikation mit R. Brunetti und K. Fredenhagen [8], die sich zum
Zeitpunkt der Fertigstellung dieser Arbeit jedoch noch in Vorbereitung befindet.

4.1 Quantenmechanik in ¢

Sei $)o ein Hilbertraum, dessen Skalarprodukt im Folgenden mit (e e) notiert
ist. Ferner sei auf ) ein selbstadjungierter Hamiltonoperator Hy mit dichtem
Definitionsbereich D(Hy) C $g erklért. Im Schrodingerbild der Quantenmechanik
wird ein physikalisches System beschrieben durch eine differenzierbare Funktion
1 : R — D(H,), die der Schrodingergleichung

d
i () = Ho() (4.1

geniigt. Eine Losung ¢ (t) definiert dann auf der Observablenalgebra B($,) das
Erwartungswertfunktional

w(t) (Y(t), A(t))

wy (A) = (4.2)
' (w0, (1))

das einem Element A € B($)y) seinen Erwartungswert zur Zeit ¢ zuordnet. w(’f ®

ist ein positives Funktional auf B($)) mit w) (t)(]l) = 1. Ein solches Funktional
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heiBt auch Zustand auf der Algebra der Observablen.?
Zur Behandlung der Zeit als intrinsische quantenmechanische Variable wird

nun die Schrédingergleichung (4.1) auf einem um einen zusétzlichen Freiheitsgrad
erweiterten Hilbertraum

5= 90 = {0 R =90 [wpmeiy <o) 0

betrachtet. Das Skalarprodukt auf §) ist gegeben durch

(p.0) = [@le®00)  Veves (4.4)
und die Schrédingergleichung nimmt auf § die Form einer Zwangsbedingung
Hy =0 mit H = —z’% + H (4.5)

an. H ist als Operator auf L?(RR, §),) selbstadjungiert und besitzt ein kontinuier-
liches Spektrum. Daraus folgt jedoch, dass Losungen von (4.5), also uneigentliche
Eigenfunktionen von H zum Spektralwert Null, nicht im Hilbertraum L2(R, $),)
liegen. Dies sieht man ebenfalls an der Tatsache, dass die Norm in $), einer Losung
¥ (t) der Schrédingergleichung (4.1) nicht von ¢ abhéngt, sodass Integrale der Form

/awmwmz/awwwm> (4.6)

divergieren. Daher existiert zu ¢ auf dem erweiterten Hilbertraum $) kein Zu-
standsfunktional gemaf (4.2).

Es ist allerdings moglich, die Losung v nicht als Zustand, sondern als Gewicht
auf der Algebra der Observablen aufzufassen. Dazu sei bemerkt, dass die uneigent-
liche Eigenfunktion ¢ von H als ein lineares Funktional (¢, ) auf einem dichten
Unterraum Dy, C $) realisiert ist. Sei nun ((;);en ein Orthonormalsystem in Dy,
und fiir N € N setze man

YN = Z W, G) G - (4.7)

Proposition 4.1. Bezeichnet B, ($) die Menge der positiven Operatoren auf $),
so hdngt die Abbildung

wy i By(9) S RoUfoo},  wy(B):= lim (b, Buy),  (48)

lim
N—oo

nicht von der Wahl der Basis in Dy ab und definiert ein Gewicht auf B($).

2Dieser Zustandsbegriff ist durch eine GNS-Konstruktion eng verbunden mit (wenn auch
nicht vollstéindig gleichwertig zu) der bisherigen Verwendungsweise des Begriffs in dieser Ar-
beit. Fiir Details zur GNS-Konstruktion sei auf Anhang B verwiesen. In diesem Kapitel ist mit
Zustand stets ein positives, normiertes Fuktional gemeint.
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Beweis. Sei ((});en eine zweite Orthonormalbasis von D,,. Dann gilt

o0 oo

> (@ BW.OG) = Y W) W) (666 BA) (G:6))

3,j=1 i,9,k,l=1

[e.e]

= Z_w (¢ G) ¢ (@, (¢, G) ) (G B Q) 49)

[e.9]

=Y (@616 B1.0)4)

=1
= Wy (B) )

wobei fiir das dritte Gleichheitszeichen die Stetigkeit von (¢, ®) auf D,, verwendet
wurde. Die Eigenschaften (i) und (ii) aus Definition B.11 folgen direkt aus der
Linearitét des Skalarprodukts auf §), und somit ist wy, ein Gewicht auf B($). O

Wie in Anhang B dargestellt, gibt es fiir Gewichte eine GNS-Konstruktion und
nach Satz B.12 existiert zum Gewicht wy, ein Hilbertraum $),, und eine Darstellung
my der Algebra B($)) auf 9. Zusitzlich gibt es eine Abbildung 7, : 2, — 9y,
wobei ., das Linksideal

Ly ={AeB(H); wy(A"A) < oo} (4.10)

in B(9) ist, sodass das Bild 7, (%) dicht in $,, liegt.
Man betrachte nun die Menge L,, C %}, der Operatoren, deren Gewicht endlich
und von Null verschieden ist,

Ly:={AcB(H); 0<wy(A"A) < oo} . (4.11)

Jedem Operator A € L, kann man einen Vektor 7y(A) # 0 im GNS-Hilbertraum
9., zuordnen. Damit ist es moglich, ein Erwartungswertfunktional w% zu definie-
ren, das einer Observablen B € B($)) den Erwartungswert des Repriasentanten
my(B) beziiglich 1, (A) in $, zuordnet:

Av gy . (A), my(B)ny(A)) 5 wy(A"BA)
B) = (), m(A) wy (A A) (4.12)

Das Funktional w”¥ definiert nun einen Zustand auf B(§). Vergleicht man (4.12)
etwa mit der Formel (1.30) fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten bei mehrfacher Mes-
sung, wird folgende Interpretation nahegelegt: Der Erwartungswert w?¥(B) ist
der bedingte Erwartungswert der Observablen B unter der Voraussetzung, dass
das durch den Operator A*A beschriebene Ereignis stattgefunden hat. Der iiber
den GNS-Hilbertraum $),, definierte Zustand w?¥ liefert also manifest bedingte
Erwartungen, die den Zeitparameter nicht mehr enthalten. Das Gewicht wy,(A*A)
lasst sich interpretieren als die Zeitdauer des Ereignisses A*A, und die Bedingung
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A € Ly, also 0 < wy(A*A) < oo, stellt sicher, dass das Stattfinden dieses Er-
eignisses den Zeitparameter geniigend stark einschrénkt, sodass eine relationale
Beschreibung der Erwartungswerte geméf} (4.12) moglich wird.?

Wie im Fall der bedingten Wahrscheinlichkeiten (1.30) bei mehrfacher Mes-
sung héngt auch die bedingte Erwartung (4.12) direkt von A ab, wéhrend das
bedingende Ereignis durch A*A schon vollstdndig beschrieben ist.

Da die Dynamik nach wie vor durch die Schrédingergleichung (4.1) bestimmt
ist, beinhaltet die so erlangte Erweiterung der Quantenmechanik die Standardfor-
mulierung noch als einen Spezialfall. Um dies einzusehen, betrachte man zunéchst
die Klasse von Operatoren der Multiplikation mit einer Testfunktion in ¢. Seien
g € D(R) eine Testfunktion, supp g # 0, und A, € B(H) mit

(Agp)(t) == g(t)p(t) Ve, (4.13)

dann folgt A, € Ly fiir alle ¢ mit Hy = 0. A7 A, beschreibt das Ereignis, dass
eine Zeitmessung ein Ergebnis im kompakten Intervall supp g C R mit (noch zu
normierender) Gewichtung |g(¢)|?, ¢ € supp g, liefert. Eine Observable B € B($))
auf dem urspriinglichen Hilbertraum $)¢ kann durch

(Bp)(t) == B(p(t)) VYoeH (4.14)

auch als Operator auf § definiert werden. Der bedingte Erwartungswert von B
im Zustand w?s? ist dann gegeben durch

ooy _ DDA [ atlg0R (). Bu(n)
wo A, JAtlg@PR (60, v(0)

Im Limes, in dem das Betragsquadrat der Testfunktion gegen §(t — ty) strebt,

(4.15)

erhédlt man den gewohnlichen Erwartungswert von B im Zustand wg) (o) Juriick:
2,5(t— to), B(t
A () J2OP=t) (¥(to), B(to)) _ W3y (4.16)

(¥(to), ¥ (to))

An dieser Stelle sind einige Worte zur Interpretation des neu gewonnenen For-
malismus’ angebracht. In den vorangegangenen Kapiteln wurde die Idee verfolgt,
die Dynamik eines Systems durch bedingte Wahrscheinlichkeiten beziiglich einer
Wahl von ,,Uhr“-Variablen zu beschreiben. Der hier neu vorgeschlagene Ansatz
ist zunéchst ein ganz anderer: Der vorhandene Formalismus der Quantenmecha-
nik wird so erweitert, dass eine Beschreibung der Zeit als zusétzlicher interner
Freiheitsgrad moglich wird, ohne die Schrodingergleichung zu dndern. Im erwei-
terten Formalismus liefert eine Losung der Schrodingergleichung nun jedoch keinen

3Zum besseren Verstindnis, was eine ,,geniigend starke Einschriankung® bedeutet, denke man
vergleichend an die Behandlung der Brownschen Bewegung in Kapitel 2. Dort stellt das Ereignis
,Brownsches Teilchen ist in beschrinktem Gebiet A C R?“ fiir d > 3 eine fiir diese Zwecke
hinreichende Einschréinkung des Zeitparameters dar, fiir d < 3 hingegen nicht.
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Zustand mehr, sondern nur noch ein Gewicht auf der Algebra der Observablen,
das keine Wahrscheinlichkeitsinterpretation mehr zulésst. Als Folge der GNS-
Konstruktion fiir dieses Gewicht ist aber die Interpretation im Sinne von beding-
ten Wahrscheinlichkeiten moglich, wie sie durch (4.12) auf dem GNS-Hilbertraum
gegeben sind.

Beide Ansitze fithren also auf eine Beschreibung der Dynamik durch beding-
te Wahrscheinlichkeiten und es ergeben sich im Nachhinein deutliche Parallelen
zwischen den Ansétzen. Tatsédchlich stellt sich heraus, dass der neue Formalis-
mus die bedingten Wahrscheinlichkeiten beziiglich ,, Uhr*“-Variablen enthélt, wenn
man Zustdnde im GNS-Hilbertraum betrachtet, die von einem Operator A € Ly,
induziert werden, der gleichzeitig in B()g) liegt. Ein solches A ist also eine phy-
sikalische Observable bereits im Sinne der Standardformulierung der Quantenme-
chanik, und A € L, bedeutet nach der obigen Diskussion, dass das Eintreten
des Ereignisses A*A den Zeitparameter geniigend stark einschrinkt, sodass A als
, Uhr“-Variable verwendet werden kann. Im néchsten Abschnitt wird an Beispie-
len gezeigt, dass sich dann im neuen Formalismus die von der Behandlung der
Dynamik durch ,,Uhr“-Variablen bekannten Resultate reproduzieren.

Da im neuen Formalismus jedoch die Zeit als zusétzliche Observable integriert
ist, enthalt dieser mehr mogliche ,,Uhren“: Es lassen sich auch bedingte Wahr-
scheinlichkeiten beziiglich Operatoren A € L,\B($o) bilden. Ein Beispiel ist der
Operator A, mit einer Testfunktion g. Die Einschrénkung der Zeitvariablen durch
das ,Ereignis® A7 A, geschieht nicht mit Hilfe von Eigenschaften eines weiteren
physikalischen Systems, sondern iiber die Zeitobservable selbst. (Wollte man die
Analogie aufrecht erhalten, miisste man sagen, die Zeit spiele in diesem Fall selbst
die Rolle der ,,Uhr“-Variablen.)

4.2 ,,Uhr“-Variablen im neuen Formalismus

Im vorigen Kapitel wurde das POVM definiert, das der Observablen ,,Zeitpunkt
eines Ereignisses” entspricht, und der Operator Wy, 4, konstruiert, der die be-
dingte Aufenthaltswahrscheinlichkeit in einem Zweiteilchensystem beschreibt. Im
ersten Fall wird ein (physikalisches) Ereignis als ,,Uhr* zur Zeitmessung, im zwei-
ten Fall die Position eines Teilchens als ,Uhr“ zur Beschreibung der Bewegung
eines anderen Teilchens verwendet.

Anhand dieser beiden Beispiele wird nun gezeigt, dass sich die relationale Be-
schreibung durch ,,Uhr“-Variablen aus dem neuen Formalismus auf dem erwei-
terten Hilbertraum $ = L?(R, §)y) ergibt, wenn man auf dem GNS-Hilbertraum
Zustande betrachtet, die von Operatoren A € L, NB($) induziert werden. Dazu
wird zunéchst gezeigt, dass man mit Hilfe eines solchen Operators A eine positive
Abbildung A4 konstruieren kann, die Operatoren auf § abbildet auf Operatoren
auf $Hy. Das in Abschnitt 3.2 konstruierte POVM zur Messung des Zeitpunktes,
zu dem das Ereignis A*A eintritt, ist dann gerade das Bild des Spektralmafles des
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selbstadjungierten Zeitoperators® ¢ auf §) unter der Abbildung A 4. Auf analoge
Weise erhélt man im neuen Formalismus auch den Operator Wy, |4, .

Benotigt wird fiir das Folgende ein Operator A € 9B(5)g), dessen iiber die Zeit
integrierter Erwartungswert endlich bleibt und nicht verschwindet, also

0< / dt (1), A" AY(L)) = wy(A*A) < oo (4.17)

fur ein ¢ mit Hy = 0. In diesem Sinne gilt dann A € L, N B($y). Garantiert
ist die Existenz solcher Operatoren A, wenn das Spektrum von H, absolut stetig
ist. Dann lédsst sich ¥(¢) in einer Basis aus uneigentlichen Energieeigenfunktionen
Y(t, E') schreiben und es gilt

((8), A*A(t) / dE / AE' 0L B) (A*A)(t, E, B o(t B') . (4.18)

Die Existenz eines Operators A € Ly N B(H) ist nun gleichbedeutend mit der
Existenz eines geeigneten Integralkerns (A*A)(t, E, E'), sodass das Integral iiber
t von (4.18) endlich bleibt und nicht verschwindet.

Im Folgenden sei also angenommen, dass es einen Operator A € Ly N B($o)
fiir ein fest gewahltes v mit Hy = 0 gibt. Man definiert dann auf £, den im
Allgemeinen unbeschriankten, positiven Operator

TA = /dt etHot A* A emtHot (4.19)

der die Gesamtdauer des Ereignisses A*A beschreibt. Wie in der Konstruktion
des POVMs sei angenommen, dass 74 einen trivialen Kern besitzt. (Ist dies nicht
der Fall, schrénke man 74 auf das orthogonale Komplement des Kerns in $, ein
und fahre auf diesem Komplement fort.) Dann ist 74 invertierbar. Der Operator A
induziert auf B($) das Erwartungswertfunktional w¥, und mit einem C' € B($)
gilt

[ dt (@ A*CAz/z( )
MO = fdt 0. A A00)

[ dt(@(0) ,TjTAQ ettt A*(C' A e~ ot T;%Tj (0))
a ((0), 74 $(0)) (4.20)
(0(0), 73 ([ dt7y* et AC A =Mt 72 72 (0)
(1(0), 74 ¢(0))
= (W™ 5 A)(0) .

4Der Multiplikationsoperator ¢ ist auf ) selbstadjungiert. Paulis Argument gegen die Existenz
eines selbstadjungierten Zeitoperators (vgl. Fuinote auf Seite 33) kommt hier nicht zum Tragen.
In der Tat hat H = fi% + Hj zwar ein translationsinvariantes, unbeschrinktes Spektrum, wegen
der Zwangsbedingung H1 = 0 ist jedoch nur der Spektralwert Null relevant.
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Dabei ist X )
Aa(C) = /dtT;2 etHot A*C A emtHot 7 2 (4.21)

ein von ¢ unabhéngiger Operator auf £)y. Betrachtet man ferner die Abbildung
: _1
Va:9 — 9, Varp = Ae ot T4 21, so ist V4 wegen

VapVao) = [dt(rit e arde ooy —(ow) (@2
eine Isometrie und A4 lasst sich darstellen als
AA(C)=ViCVy . (4.23)

A, ist also eine positive Abbildung, d.h. die Bilder positiver Operatoren auf §)
sind wieder positive Operatoren auf $4. Mit dieser Abbildung ist es nun méglich,
die Spektralprojektoren E*(I) € B($)), I C R messbar, des Zeitoperators t auf
positive Operatoren E4(I) := A4(E*(I)) auf $y abzubilden. Man erhélt

_1 . _1
Ea(l) = / di 7y ® et A7 (1) A oot 7

1 . ‘ 1
=7,° (/dtelHOt A*AeZH°t> T.2.
I

Dies ist genau das von Brunetti und Fredenhagen in [7] eingefiihrte und in Ab-
schnitt 3.2 dieser Arbeit konstruierte POVM, das den Zeitpunkt des Eintretens
des Ereignisses A* A beschreibt. Bemerkt sei auch hier, dass man wie in der Kon-
struktion in Kapitel 3 statt T:/ 2 gleichwertig einen anderen Operator 7 verwenden
kann, der die Eigenschaft 7*747 = 1 erfiillt.

(4.24)

Es ist ferner moglich, den in Unterabschnitt 3.3.1 konstruierten Operator
W 4,14, auf eine dhnliche Weise aus dem neuen Formalismus zu gewinnen. Sei
$Ho dazu ein Zweiteilchenhilbertraum, auf dem die Projektoren

A:=1Q Py, (4.25a)
B = PA1 & PA2 (425]2))

gegeben sind, wobei P4, im Ortsraum auf das beschrinkte Gebiet A;, ¢ = 1,2,
projiziert. Es sei angenommen, dass A € Ly N B($y) fiir ein ¢ mit Hy = 0 und

/ dt (¢, e A* A e~ ot o) > (4.26)

fir alle ¢ € $Ho\{0} gilt. (Anderenfalls verkleinere man ), entsprechend.) Der
Operator B € B(9) lasst sich als Operator auf §) auffassen und es gilt dann

1 1

Au(B) =V BV, = T;% /dt et A*BA e~ ot T;% =TA2TBT,%, (4.27)
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wobei die Identitdten A*BA = B und B*B = B verwendet wurden. Der Operator
(4.27) ist gerade der in 3.3.1 definierte Operator Wy, |4,, der im Erwartungswert
die bedingte Wahrscheinlichkeit liefert, Teilchen 1 im Gebiet A; zu finden, falls
Teilchen 2 im Gebiet A; nachgewiesen wurde.

4.3 Dynamische Quantenvariable der Zeit

4.3.1 Motivation und Modell

Im Rahmen des neu entwickelten Formalismus’ wird nun der Frage nachgegangen,
inwiefern sich der Zeitparameter ¢t der Quantenmechanik als , klassischer Limes*
einer dynamischen Quantenobservablen a verstehen ldsst. Gemeint ist damit das
Folgende: Gegeben sei ein System, dessen klassischer Phasenraum von den Koor-
dinaten (p,x) = (pi, Ti)i=1..n aufgespannt wird und dessen klassische Hamilton-

funktion durch N

p?

— 2m,
=1

H(p, x;t) = + V(z;t) (4.28)
mit einem eventuell zeitabhéngigen Potential V' und Parametern m; > 0 gegeben
ist. Quantenmechanisch wird das System dann beschrieben durch eine Wellen-
funktion ¥ auf dem Hilbertraum $y = L*(R"), die der zeitabhingigen Schrodin-
gergleichung
N
(—i% - ; 2_77%88_9022 + V(z; t)) U(t,z) =0 (4.29)

geniigt. Betrachtet man den Zeitparameter ¢ als intrinsische Quantenvariable, fallt
auf, dass in der Schrodingergleichung ein Term mit einer zweiten Ableitung nach
t fehlt, wiahrend alle anderen Koordinaten z; einen solchen ,kinetischen Term*
besitzen. In diesem Abschnitt wird daher der Zeitparameter ¢ durch eine Quan-
tenobservable a ersetzt, die zusétzlich mit einem Term zweiter Ableitung in der
Schrodingergleichung auftritt. Die Observable a wird hier als dynamische Zeit be-
zeichnet und stellt einen Freiheitsgrad dar, der in diesem Sinne als gleichberechtigt
zu den iibrigen anzusehen ist.

Sei Hy(t) ein moglicherweise zeitabhingiger Hamiltonoperator auf einem Hil-
bertraum $,. Das hier untersuchte Modell einer dynamischen Zeitvariablen defi-
niert sich durch die Zwangsbedingung

(_La_Q — z% + Ho(a)) UM(a,2) = HVM (a,7) = 0 (4.30)

auf dem erweiterten Hilbertraum $ = L*(R, $o) mit M > 0. Um die Abhiingigkeit
der Losung vom neu eigefiigten Parameter M deutlich zu machen, wurde ¥ mit
dem hochgestellten Index M versehen. Abschnitt 4.1 folgend, werden Loésungen
UM dieser Zwangsbedingung als Gewichte auf der Observablenalgebra aufgefasst,
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die die Berechnung bedingter Erwartungswerte erlauben.’ Im Limes M — oo geht
(4.30) in die Schrodingergleichung (4.29) iiber und im hier betrachteten Modell
reprasentiert dies den ,klassischen Limes“, in dem a die Rolle des gewohnlichen
Zeitparameters t iibernimmt.

An Beispielen werden im Folgenden einige Effekte der dynamischen Zeit unter-
sucht, wobei besonders die Systeme des freien und des getriebenen harmonischen
Oszillators betrachtet werden, fiir die (4.30) gelost werden kann. Speziell wird in
den néchsten Unterabschnitten gezeigt:

1. Falls der Hamiltonoperator Hy auf $g zeitunabhéngig ist, dndert sich fiir
Eigenzustinde von Hj nichts.

2. Fiir Uberlagerungen aus zwei Eigenzustinden #ndern sich beim freien har-
monischen Oszillator bereits bestimmte Schwingungsfrequenzen.

3. Fiir den mit einer linear anwachsenden Kraft getriebenen harmonischen Os-
zillator verlangsamt sich die Bewegung der Null-Lage.

4.3.2 Zeitunabhingige Probleme

Der Hamiltonoperator Hy auf )y sei zeitunabhéngig. Dann lautet die Zwangsbe-
dingung
1 02 0
-~ = 4+ H.,lOM =0 4.31
( oM da2 ' da * 0) (@) (4:31)
fiir eine zweimal differenzierbare Funktion U™ : R — §,. Wie bei der Behand-
lung zeitunabhéngiger Probleme mit der Schrodingergleichung, ldsst sich (4.31)
ebenfalls durch den Separationsansatz ¥ (a) = ¥ (a)- ¢ 16sen, wobei ¢ € $, die
zeitunabhéangige Schrédingergleichung

Hyp=F¢ (4.32)
erfiillt und ¥ eine Funktion ist, die der Differentialgleichung
1 02 0
= = i a2 EVuvM(a) = 4.
( 2M 0a?  Oa * > vila) =0 (4:33)

geniigt. Gleichung (4.32) lasst sich nur l6sen, wenn E ein Element des Spektrums
von Hj ist, und im Folgenden sei der Einfachheit halber angenommen, dass H
ein rein diskretes Spektrum von Eigenwerten (E,)nen, besitzt. Zu einem festen
Eigenwert E, ist die allgemeine Losung von (4.33) gegeben durch

Ui (a) = e (Cy VITRNE S | Gy o mVATEINE) 0y Gy e R (4.34)

SHingt der Potentialterm in H, auf geeignete Weise von a ab, ist es sogar moglich, dass
vollsténdig normierbare Losungen von (4.30) existieren, die direkt als Zusténde realisiert sind.
In dieser Arbeit werden jedoch nur Fille auftreten, in denen die Losungen in a nicht normierbar
sind.
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Im Gegensatz zur Schrodingergleichung ist die Differentialgleichung (4.33) von
zweiter Ordnung in a, sodass zwei linear unabhéngige Losungen existieren, in de-
nen , die Zeit in verschiedene Richtungen lauft“. Durch die Forderung, dass sich
im Limes M — oo das Ergebnis der gewohnlichen Schrodingergleichung reprodu-
zieren soll, lasst sich jedoch eine Losung eindeutig fixieren. Fiir z < 1 gilt die
Entwicklung

Vidtz=1+1z— 12" +o(z%), (4.35)

mit der sich zeigen lasst, dass

lim \/M?—2ME, — M = —E, (4.36)

M—oo

gilt, wéhrend (vM? —2ME, + M) divergiert. Setzt man in der allgemeinen
Losung (4.34) also Cy = 0 und absorbiert C in die Normierung von ¢, lautet
die Losung fiir UM zum Eigenwert E, insgesamt

UM (q) = o~ i(M—VMZ2MEy )a b (4.37)

n

wenn H¢, = E,¢, mit ¢, # 0 ist. Ferner gilt

lim UM (a) = e g, | (4.38)

M—oo

was dem Standardresultat entspricht.

Sei nun das System beschrieben durch die Losung U2 aus (4.37). Um zu
untersuchen, welche Auswirkungen eine dynamische Zeitvariable a fiir endliches
M auf das System hat, wird UM als Gewicht auf dem erweiterten Hilbertraum
9 = L*(R, H,) aufgefasst und anschliefend derselbe Limes durchgefiihrt, der in
Abschnitt 4.1 die quantenmechanische Standardbeschreibung lieferte. Sei dazu
g € D(R) eine nicht iiberall verschwindende Testfunktion und A, der Multiplika-
tionsoperator mit g aus (4.13). Fiir einen Operator B auf §, gilt nun

_ Jdalg(@)[(¥,(a), B, (a))

wAsVn' (B) = 4.39
B) = T G (@) P a), 02 (a) (4:39)
Da e #(M=VM*=2MEn)a mit B kommutiert, gilt weiter
d 2 n»y B n n»y B n
wAg\I/ﬁI(B) _ f a|g<a>| <¢ ¢ > o <¢ Qb > :wg’”(B) (44())

~ [dalg(@)]? (Gny bn)  {(Pns )

fiir alle Testfunktionen g und unabhéngig von M. Erwartungswerte in Eigen-
zustdanden von Hj sind also weder von M noch, wie aus der gewtchnlichen Quan-
tenmechanik bekannt, von der Zeit abhéngig.
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4.3.3 Ungetriebener harmonischer Oszillator

In diesem Abschnitt wird der ungetriebene harmonische Oszillator als ein konkre-
tes Beispielsystem untersucht. Dazu sei der Hamiltonoperator auf $y durch

1
Hy =5 (5 + ) (4.41)

gegeben, sodass die Zwangsbedingung die Form der Differentialgleichung
1 0? o 1 0? 1
—— —z* | oM =0 4.42
( 210 '9a 202 2 > (a.2) (442)

annimmt. Sei (¢,)nen, das System der reellen Energieeigenfunktionen des harmo-
nischen Oszillators mit Hyp,, = E,on, B, =n + %, dann lautet nach (4.37) die
Losung von (4.42) zum Eigenwert £, mit korrektem Limes M — oo

UM (g, z) = e (M-VMT2MEn)a ) () (4.43)
Im letzten Unterabschnitt wurde gezeigt, dass sich in Eigenzustinden W zu

H, keine Anderungen ergeben. Daher wird im Folgenden fiir ein fest gewéhltes
n € Ny das Gewicht betrachtet, das durch die Losung

U (a,2) = 03! (a,2) + Wiy (a,2) = 7™ g (2) + 7™ g (@) (4.44)

induziert wird, wobei die Abkiirzung m,, := M — /M? — 2M E,, verwendet wur-
de. Fiir eine Testfunktion ¢ soll nun der bedingte Erwartungswert w?s?" () des
Ortsoperators = im Limes |g(a)|* — 6(a — t) bestimmt werden. Es gilt

wAg\I/A{(x) _ [da [ dz|g(a)|? (\IIM(CL z)+ UM (a,x )) (\I/M(a z) + UM (a, x))
[ da [ dz|g(a)? |¥M(a,z) + ¥ | (a, z)|?

Wegen der Orthogonalitéit der (p,,)nen, ist

[asivi@n) + w0 =2 (4.45)

unabhéngig von a. Der Ortsoperator lésst sich ferner schreiben als z = \%(b* +b),
wobei b* und b die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren des harmonischen
Oszillators sind, fiir die

b on=vVn+ 1,  und b%:{ \/ﬁgnl ) Zig (4.46)

gilt. Damit berechnet man

dx (UM (a,z) + UM (a,2)) z (V) (a,z) + U) (a, 7))

n—l—l
2

V2(n+1) cos((my41 —my,)a) ,

(4.47)

(ez My 1 —Mp)a +€—z(mn+1 mn)a)

[\'.)
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sodass sich insgesamt fiir den bedingten Ortserwartungswert

Aoy = [T LAl (s —ma)a)

[ dalg(a)P?

ergibt. Im Limes |g(a)|> — d(a — t) geht dies gegen

lg(a)|>—é(a—t) n+1
2

wia ™ (z) cos( (M1 —m,)t) (4.49)

d.h. der Ortserwartungswert oszilliert mit einer Frequenz

M1 — My 1 2 _ 1y 2 _ 3
o _27T<\/M 2M(n+§) — /M2 —2M(n + 3)

1 n+1 9
_2W<1+ M)+0(M ),

wobei o( M ~?) fiir Terme steht, die mit M — oo wie M2 oder schneller gegen Null
gehen. Berechnet man diesen Erwartungswert mit der gewohnlichen Schrédinger-
gleichung, bekommt man eine Oszillation gleicher Amplitude mit einer Frequenz
von exakt % unabhéngig von n. Die Einfithrung der dynamischen Zeit fiihrt also
zu einer (fiir grofiles M schwachen) n-Abhéngigkeit dieser Schwingungsfrequenz.

(4.50)

4.3.4 Getriebener harmonischer Oszillator

Besonders interessant ist die Situation, wenn die dynamische Zeit a an einen wei-
teren Freiheitsgrad koppelt, also Hy zeitabhéngig wird. Als Beispiel wird der durch
eine mit der Zeit linear anwachsende Kraft getriebene harmonische Oszillator

1
Hy(t) = 5 (p? + %) + Aot (4.51)
mit einer Kopplungskonstanten A € R betrachtet. Die zu losende Zwangsbedin-
gung lautet dann
1 0? g 19 1,
—_— — = — =+ = A M =0. 4.52
( oM 92 'da 20z T xa) (a.2) (452)
Fiir dieses System soll der Erwartungswert des Ortes im Grundzustand berech-
net werden. Die dazu notwendigen Rechnungen sind allerdings vergleichsweise
aufwindig und werden daher getrennt vom Haupttext in Anhang C dargestellt.
In diesem Unterabschnitt werden die Ergebnisse dieses Anhangs zusammengestellt
und diskutiert.
Zunéchst wird in Abschnitt C.1 gezeigt, dass die Standard-Schrodingerglei-
chung mit einem Hamiltonoperator geméf (4.51) (und der Identifikation von a
mit t) durch die normierten Wellenfunktionen

U, (¢, 2) = (2"nly/m) "2 e Bt HigA e omiMat g =3 @M [1 (2 4 ) (4.53)
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mit F, = n+%, n € Ny, gelost wird. Dabei ist H(n, z) das n-te Hermite-Polynom5
in z. Der Erwartungswert des Ortes im Grundzustand (n = 0), der im Folgenden
als Null-Lage der Oszillation bezeichnet wird, ist dann gegeben durch

()(t) == wy D (z) = =\t . (4.54)

Die Null-Lage wird also mit konstanter Geschwindigkeit —\ entlang der reellen
Achse verschoben.

Zur Berechnung der Null-Lage im System mit dynamischer Zeit miissen zu-
nichst die Differentialgleichung (4.52) gelost und — wie im zeitunabhéngigen Fall —
diejenigen Losungen ausgewéihlt werden, die fiir M — oo gegen die Schrodinger-
Losungen (4.53) streben. In Abschnitt C.2 werden diese Losungen storungstheo-
retisch bestimmt. Fiir jedes n € Ny existiert eine Losung der Form

U (a,2) = M e W B (1, pia) me] . (45D)

Die Funktionen 1/1% sind Elemente einer Stérungsreihe in ps und als spezielle
Losungen bestimmter inhomogener Differentialgleichungen gegeben. Ferner wur-
den die Abkiirzungen

1 1 1 1
v =]+ ————=x+sign(\), /= — ———=VMa (4.56)
\/2 2v/1+ 42 2 2y/1+42

1

"= —sign(\), [~ — —VM
! s )\/2 2\/1+4>\2 \/ \/1+4)\2\/_a

(4.57)

sowie
— L (VIF 1) wmd = (VIG e 1) (4.58)

mit A := \/v/M verwendet. Fiir diese Funktionen WM gilt

lim UM(a,z) = U, (t,2) mit t=a. (4.59)

M—o0
Nun kann fiir n = 0 der Erwartungswert des Ortes bestimmt werden durch

A \I,M(x) _ [da [ dz|g(a)|* ¥ (a,z) z V) (a,z) '

AT (4.60)
[da [ dz|g(a)]? ¥ (a,z)V) (a,x)

SFiir n € Ny ist
2 d" o2
H =(=1)"e7 7
(n,2) = (-1)"eT e

eine Darstellung des n-ten Hermite-Polynoms.
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(@)n(t) (@)aa(t)
> S [
> < 6| ~ < 6+
X ~
N ~
S 4 S o 4
x ~
~
2 . 2
A
t t
-6 -4 -2 2 4 6 -6 -4 -2 RN N 2 4 6
-2 -2 \\
[ ~
X t ~
-4 = -4 ~ N
AN ~
\ ~
-6 \\ -6 ~ N

Abbildung 4.1: (z)p(¢) fir A = 1 und  Abbildung 4.2: wie 4.1, nur mit A = 1 und
M = 15. Die gestrichelte Linie ent- M = 3.

spricht dem Verlauf der Null-Lage fiir die

Schrodingergleichung.

In Abschnitt C.3 wird diese Grofle schliellich unter Beriicksichtigung der nullten
und ersten Ordnung der Storungsreihe bis zur Ordnung 1/M in M berechnet. Im
Limes |g(a)|? — &(a — t) ergibt sich

Agw)! l9(a)*—6(a—t) A2 A% _2
whao (z) = —(\t)- {“M 1——1+%W6 +o(M™?).

(4.61)
Man erkennt, dass die Geschwindigkeit, mit der sich die Null-Lage bewegt, fiir
Zeiten t — oo gegen —\ - (1 — ’\—A;) strebt. Gegeniiber der Losung der gewohn-
lichen Schrodingergleichung verlangsamt sich also die Bewegung der Null-Lage
unabhéingig vom Vorzeichen der Kopplung .
In Abbildung 4.1 ist

t): At) - |1 a8 1 At 4.62
) = =00 [1= 57 (1= 2255 ) (4.62)
fiir die Parameterwerte A = 1 und M = 15 dargestellt. Die gestrichelte Linie
entspricht dem Verlauf der Null-Lage (z)(¢) im durch die Schrodingergleichung
beschriebenen Oszillator. Die Null-Lage folgt im Modell mit dynamischer Zeit —
bis auf die bereits diskutierte Verlangsamung — eng diesem Verlauf und die Kurven
néhern sich fiir groflere Werte von M immer weiter aneinander an. Deutlichere
Abweichungen sieht man in Abbildung 4.2, in der (x),(¢) fir A =1 und M =3
dargestellt ist. Fiir dieses Verhéltnis von A und M miissen jedoch noch hohere
Ordnungen als nur 1/M beriicksichtigt werden, die den Verlauf der Kurve aus
Abbildung 4.2 noch weiter korrigieren kénnen.

4.4 Skalares Feld als emergente Zeit

Die in diesem Kapitel entwickelten Methoden werden nun auf die in [3] disku-
tierte Problemstellung aus der Kosmologie angewandt. Ashtekar, Pawlowski und
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Singh betrachten in dieser Arbeit ein masseloses skalares Feld auf einer Robertson-
Walker-Raumzeit. Motiviert durch die Tatsache, dass das Skalarfeld ¢ entlang der
klassischen Losungen dieses Modells eine monotone Funktion ist und zur Parame-
trisierung der Trajektorie verwendet werden kann, wird versucht, ¢ auch in der
Quantentheorie als ,,Uhr“ einzusetzen. Losungen der in diesem Zusammenhang
betrachteten Wheeler-DeWitt-Gleichung sind jedoch nicht normierbar. Um den-
noch zu einer physikalischen Interpretation der Losungen zu kommen, zeigen die
Autoren, dass man durch ein Verfahren, bei dem Losungen iiber eine einparamet-
rige Gruppe ,,gemittelt“ werden (group averaging method), zu einem Hilbertraum
gelangt, auf dem die Losungen eine endliche Norm besitzen und Erwartungswerte
berechnet werden konnen.

In diesem Abschnitt werden alternativ zu dieser Vorgehensweise die nicht nor-
mierbaren Losungen als Gewichte im Sinne von Abschnitt 4.1 betrachtet. Im durch
das Gewicht induzierten GNS-Hilbertraum kann man nun bedingte Erwartungen
beziiglich der ,, Uhr“-Variablen ¢ berechnen, und es wird gezeigt, dass man auf
diese Weise dieselben Ergebnisse erhilt, die Ashtekar et al. mit Hilfe des Gruppen-
Mittels fanden. Dariiber hinaus lassen sich durch die Behandlung der Losungen im
neuen Formalismus auch andere Observablen zur Messung der ,,Zeit“ ¢ verwen-
den. Abschnitt 4.2 folgend wird im betrachteten Modell das POVM konstruiert,
das den Zeitpunkt beschreibt, zu dem der Skalenfaktor der Robertson-Walker-
Raumzeit einen vorgegebenen Wert erreicht.

4.4.1 Das klassische Modell

Als kosmologisches Modell werde im Folgenden eine flache Robertson-Walker-
Raumzeit betrachtet, in der die Metrik durch

ds* = dt* — a(t) (dz? + dy® + dz=?) (4.63)

gegeben ist.” Der (positive) Skalenfaktor a ist ein Ma8 fiir die GréBe des Univer-
sums und stellt in diesem Modell den einzigen Freiheitsgrad der Gravitation dar.
Auf dieser Raumzeit sei ein masseloses skalares Feld ¢ als ein weiterer Freiheits-
grad gegeben. In [3] wird gezeigt, dass dieses Modell auf einen vierdimensionalen
klassischen Phasenraum mit den Koordinaten (c,p; ¢, p,) fiithrt, wobei das Paar
(c,p) den Gravitationsfreiheitsgrad reprisentiert. Die Koordinate p ist propor-
tional zum Skalenfaktor und wird daher auf Werte p > 0 eingeschrinkt.® Zur
Beschreibung des Skalarfeldes dienen als Koordinaten das Feld ¢ selbst sowie der

"Es werden Einheiten verwendet, in denen neben A auch die Lichtgeschwindigkeit ¢ gleich
Eins ist.

8Diese Einschrinkung ist nicht notwendig und negative Werte von p kénnen als Skalenfakto-
ren in einem linkshdndigen Koordinatensystem aufgefasst werden. Fiir das Folgende stellt diese
Fallunterscheidung jedoch eine zusétzliche Komplikation dar, die durch die Forderung p > 0
vermieden wird.
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zu ¢ konjugierte Impuls ps. Die nichtverschwindenden fundamentalen Poisson-
klammern sind durch

StvG
{e,p} = =

3

und {p,ps} =1 (4.64)

gegeben, wobei G die Newtonsche Gravitationskonstante und ~ der Barbero-
Immirzi-Parameter? ist. Die klassische Hamiltonfunktion des Modells lautet

6 5
H(C7p ; ¢7p¢) - _¥C2\/}_7 + 87TGW (465)

und stellt (wie in jeder Theorie, die unter Reparametrisierung der Koordinaten
invariant ist) gleichzeitig eine Zwangsbedingung dar, sodass entlang physikalischer
Trajektorien

H(c,p;d,ps) =0 (4.66)

gilt. Da die Hamiltonfunktion nicht von ¢ abhéngt, ist p, eine Konstante der
Bewegung. Ferner lisst sich die Zwangsbedingung (4.66) verwenden, um c als
Funktion von p und p, zu erhalten. Eine Trajektorie ist folglich durch den Verlauf
der Variablen (p, ¢) eindeutig bestimmt und entlang einer Losung gilt

%gb — {6, H} = 167TG]% . (4.67)
Abhéngig vom Vorzeichen der Konstanten p, ist ¢ entlang klassischer Trajek-
torien folglich entweder monoton wachsend oder fallend, also invertierbar. Dies
ermoglicht es, das Feld ¢ als ,, Zeitparameter” zu verwenden und den Wert p| j von
p anzugeben, wenn ¢ gerade den Wert ¢ annimmt. Im Rahmen der klassischen
Theorie findet man

ply = po etV EE 00 (4.68)

mit den Integrationskonstanten py und ¢y. Die Losungen mit einem Pluszeichen
im Exponenten beschreiben ein Universum, das zu sehr frithen ,,Zeiten“ ¢ beliebig
klein ist und dann exponentiell anwichst. Dieses Szenario wird als Urknall oder Big
Bang bezeichnet. Losungen mit Minuszeichen im Exponenten hingegen bedeuten
ein exponentiell schrumpfendes Universum, das schliefSlich in einem Big Crunch
endet. Alle klassischen Trajektorien fithren auf die Singularitiat p — 0.

4.4.2 Wheeler-DeWitt-Theorie des Modells

Das Ziel der Arbeit von Ashtekar et al. ist eine Beantwortung der Frage, ob es in ei-
ner Quantentheorie Losungen gibt, die die Singularitéit vermeiden. In einem ersten
Schritt studieren die Autoren dazu die Wheeler-DeWitt-Theorie [12] des Modells

9Der Barbero-Immirzi-Parameter vy ist eine dimensionslose Konstante, die in der Loop-
Quantengravitation auftritt. Der numerische Wert spielt fiir die hier dargestellten Uberlegungen
keine Rolle, da = in den dynamischen Gleichungen des Modells nicht auftaucht.
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und berechnen Erwartungswerte von p zu dem ,Zeitpunkt®, in dem das Feld ¢
gerade einen vorgegebenen Wert annimmt. Das Skalarfeld wird in diesem Zusam-
menhang auch als ,,emergente Zeit* bezeichnet. Die Autoren betrachten Losungen
der Wheeler-DeWitt-Gleichung, die zu einem festen ,,Zeitpunkt® ¢y um ein weit
ausgedehntes klassisches Universum konzentriert sind. Diese Losungen werden im
Folgenden als semiklassische Ldsungen bezeichnet. Nach der Konstruktion eines
Hilbertraums, auf dem Losungen der Wheeler-DeWitt-Gleichung normierbar sind,
zeigen die Autoren dann, dass die Erwartungswerte von p und ¢ fiir semiklassische
Losungen genau den klassischen Trajektorien (4.68) folgen. Da diese stets in einer
Singularitit enden bzw. aus einer solchen entspringen, wird die Frage nach einer
Vermeidung der Singularitdt durch eine Quantentheorie in diesem Fall negativ
beantwortet. '

Die Wheeler-DeWitt-Theorie des Modells erhélt man, indem die klassischen
Phasenraumkoordinaten als Differentialoperatoren auf einem geeigneten Hilbert-
raum von Funktionen aufgefasst werden. Man sucht dann nach ,, Wellenfunktio-
nen“ ¥(¢,p), die der Gleichung

6 Jiy
(-ECQ\@ + 87er3—‘§2) U(¢,p) =0 (4.69)

geniigen. In [3] wird die Darstellung betrachtet, in der p und ¢ Multiplikations-
operatoren sind. Gemé$ der Poissonklammern (4.64) ergibt sich fiir die zu p und
¢ konjugierten Variablen

8TyG O v
\I’ = —_— —_—

Um auf eindeutige Weise zu einer Differentialgleichung zu gelangen, die (4.69) ent-
spricht, muss eine Reihenfolge der im klassischen Fall kommutierenden Faktoren
in (4.65) festgelegt werden. Ashtekar et al. wihlen die Reihenfolge so, dass sich
die Gleichung

(6,p)  sowie  psV¥(g,p) =—i-—(o,p). (4.70)

9% 167G 3 0 0
(5~ 0t £ gy ) o) =0 )

ergibt. Dies ist die Wheeler-DeWitt-Gleichung des Modells, dessen Losungen im
Folgenden diskutiert werden.

Durch den Produktansatz W(¢,p) = (o) - e(p) ergeben sich aus (4.71) die
gewohnlichen Differentialgleichungen

(dde? + E> x(#) =0 (4.72)

19Die Arbeit [3] geht jedoch iiber die Wheeler-DeWitt-Theorie hinaus und es wird (mit
hauptséchlich numerischen Methoden) gezeigt, dass semiklassische Losungen in der Behandlung
des Modells im Rahmen der Loop-Quantenkosmologie, einer auf kosmologische Zwecke reduzier-
ten Version der Loop-Quantengravitation, die Singularitét nicht erreichen. Fiir die vorliegende
Arbeit ist jedoch die Wheeler-DeWitt-Theorie von grofierem Interesse, da hierauf die Methode
der Gewichte angewandt werden kann.
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und

(©—E)Y(p)=0 (4.73)

mit der Separationskonstanten £ und der Abkiirzung

2 %2 2 L 167TG
O :=—kp ap\/ﬁap’ K=/ 3 (4.74)

Proposition 4.2. Auf dem Hilbertraum $q := L2(]R+,p_gdp) ist der Operator ©
mat Definitionsbereich

D(©) ={¢ € Ho; ', " € HoA Jim /py(p) = 0} (4.75)

selbstadjungiert und positiv.

Beweis. Seien ¢ € D(©) und ¢ € $)g. Ferner sei ¢ zweimal differenzierbar mit
¢, " € $Ho. Dann erhilt man durch zweimalige partielle Integration

el § A APy

o O N (4.76)
v [Tatat | 2] v
Mit der Randbedingung an ¢ folgt insgesamt
(0. OU) = (O0.0) =12 V()W) (4.77)

Der Randterm verschwindet, wenn lim, .. \/p¢(p) = 0, also ¢ € D(©) gilt. Das
zeigt die Selbstadjungiertheit von ©. Die Positivitét ist trivial. O

Der Operator © besitzt die Eigenfunktionen (ej)rer mit

1
1 1
er(p) == % PP Oep =wier, wy = kK2 + T (4.78)

Proposition 4.3. Fir die Funktionen (ex)rer gelten auf Ho = L2(R+,p’%dp) die
Orthogonalitdtsrelationen

|t atien) - k- w) (4.79)
0
sowie die Vollstindigkeit
/ dpp ZTen(p)(p) =0 VEkER < =0 (4.80)
0

fﬁr 1/1 - 5’:)0.
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Beweis. Es gilt

0 - e’} 1 ] ,
/ dppfg ek(p) ek/(p> = / dp 2_ ez(kfk )Inp
0 0 f P (4.81)
= / dz o ek — 5k — k)
oo m

mit der Substitution z := In p. Fiir die Vollstédndigkeitsrelation ist nur die Richtung
“=" interessant. Gelte also die linke Seite von (4.80) fiir ein ¢ € $)y. Dann ist
mit derselben Substitution

0= / T dpp e v(p)

1 o0 L .
- = dZ efzz ez ezkz
= [ @z
fir alle k € R. Dies bedeutet da,s~ Verschwinden der Fouriertransformierten der
Funktion 1(z) := e~ 1% 1h(e?), also 1(z) = 0 fiir fast alle z € R. Damit gilt ebenfalls

(4.82)

Y(lnp) = pi ¥(p) =0 fiir fast alle p € R, (4.83)
also 1) = 0 im Sinne von L2(]R+,p_%dp). ]

Da die Gleichung (4.72) in ¢ Losungen der Form e=VF® besitzt, schreibt, sich
die allgemeine Losung von (4.71) als

U(¢,p) = / dk [‘h(k) ex(p) €% + U _(k) ex(p) e ™+ | | (4.84)

wobei die Funktionen W, so beschaffen sind, dass das Integral (4.84) existiert und
Differentiation nach p bzw. ¢ mit dem Integral iiber k£ vertauscht werden koénnen.
Dies ist etwa der Fall, wenn ¥, € .#(R) mit dem Schwarzraum .#(R) ist. In
Analogie zur Losungstheorie der Klein-Gordon-Gleichung sagt man, W sei eine
Losung positiver (bzw. negativer) Frequenz, wenn U (bzw. \ihr) verschwindet.
Dariiber hinaus erhalten die Operatoren (c,p; ¢, py) jeweils die Unterrdume der
Losungen positiver bzw. negativer Frequenz. Fiir das Folgende geniigt es daher,
sich auf einen dieser Unterrdume zu beschrdnken. Sei dazu der Unterraum von
Losungen positiver Frequenz ausgewahlt.
Auf diesem Unterraum gilt

i (0.0) = VB U(6.p). (485)
wobei v/© die Wurzel des positiven Operators © auf $) ist. Diese Gleichung ist
von erster Ordnung in ¢ und wird von Ashtekar et al. als Schrodingergleichung
interpretiert, in der das Feld ¢ die Rolle des Zeitparameters iibernimmt. Durch die
Einschrankung auf positive Frequenzen ist (4.85) dquivalent zur vollen Wheeler-
DeWitt-Gleichung (4.71).



4.4 Skalares Feld als emergente Zeit 69

4.4.3 Semiklassische Losungen als Gewichte

Gesucht ist nun ein Hilbertraum $), auf dem die Differentialoperatoren (¢, p; ¢, py)
sowie © selbstadjungiert sind. Die vorangegangenen Ausfiihrungen legen es na-
he, $ = L*(R,$y) = L2(R x R,,p 2d¢dp) zu wihlen. Die Wheeler-DeWitt-
Gleichung ist dann die Zwangsbedingung

. 0?

HVU(p,p) =0  mit H = 9 +© (4.86)
auf $. Das Spektrum von H auf $) ist rein kontinuierlich, sodass Losungen der
Zwangsbedingung nicht normierbar sind. Es werden im Folgenden semiklassische
Losungen der Zwangsbedingung konstruiert und als Gewichte auf der Observa-
blenalgebra aufgefasst. Schliellich wird die bedingte Erwartung von p berechnet
unter der Voraussetzung, dass ¢ einen vorgegebenen Wert ¢ annimmt.

Es muss zunéchst eine Losung von (4.86) gefunden werden, die zum festen
»Zeitpunkt® ¢y um die Werte p = p € R} und py, = pg € R konzentriert ist. Um
zu gewdhrleisten, dass (P, ps) ein ausgedehntes klassisches Universum darstellt,
wird zusétzlich p, [py| > 1 gefordert. Im Folgenden wird p, positiv gewihlt. Man
betrachte die Funktion

00 R . . o o
U (o, p) :/ dk W (k) er(p) e ? mit W(k):=e G e~ wk? (4.87)
wobei o € Ry\{0}, k := —(1/k) Py und ¢ := (1/k)(Inp — ) + ¢o bedeuten.
U(¢g,p) sei als Anfangsbedingung fiir eine Losung der Zwangsbedingung (4.86)
verstanden. Die volle Losung ist dann nach (4.85) gegeben durch

o0

T(p,p) = e™VOU=9) (g, p) = / dk U (k) ey (p) ¢
o e o (4.88)
= / dke 207 ex(p) wk(9=0)

o0

Wegen pg > 1 ist k < —1, sodass man in (4.88) wy ~ —kk ndhern kann. In dieser
Néherung lasst sich das Integral iiber k ausfithren und man erhélt

1 —(k=k)? i 4 1
\I’(Qb,p) = E /dk‘e %oQk) %em(ln §+m*“(¢*¢o))

_opt (i (In 2+ L5 —r(9—00)) e*% (In 2+ Ly —r(é—0))’ .

(4.89)

Zum Nachweis, dass ¥ eine semiklassische Losung der Wheeler-DeWitt-Gleichung
ist, berechnet man fiir Wo(e) := W(¢y, ®) auf H

(Wo, Wg) =0 /7 (4.90)
(Vo,pWo) =por (4.91)
(Wo, P2 Tp) = p2ezo? o /7 . (4.92)
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Der Erwartungswert von p im Zustand ¥, auf $)g ist also

\I/ p\IIQ> ~
=wlo(p) = Soply) 4.93
o =il (p) = gt = (4.93)
mit 1
(Ap) = ()0 — () =" (e 1) - (4.94)
Ebenso erhilt man
2
~ . RO
(Po)o = Do mit (Api)o =5 (4.95)

Die Funktion W(¢,p) ist also zum ,Zeitpunkt“ ¢, um das klassische Universum
(p = P, pyp = Dy) konzentriert. Im durch ¥ induzierten Gewicht wy ist nun der be-
dingte Erwartungswert p|; von p unter der Bedingung, dass ¢ einen vorgegebenen
Wert ¢ annimmt, zu bestimmen. Sei erneut g € D(R) eine nicht iiberall verschwin-
dende Testfunktion und A, der Multiplikationsoperator mit der Testfunktion g in
¢. Dann gilt A, € Ly und

wy(AgpAg) [ de [ dpp2 |g(e) > T (e, p) pT(, p)
we(A54g)  [% do [ dpp2 g(e)]> V(b p) Ue,p)

Zur Auswertung von (4.96) berechnet man zunéchst die Integrale

W (p) =

(4.96)

/0 T dpp U6, p)P = Vi o (4.97)

und -
_3 o (o
/ dpp3 p|U(, p)P = Ao per@) (4.98)
0

sodass sich insgesamt

_ 22 dog(e)]? perto—o)
I dolg(e))?

ergibt. Die gesuchte bedingte Erwartung pls ist gegeben durch (4.99) im Limes
l9(0)|? — 6(¢ — ¢). Man erhiilt

ws¥ (p) (4.99)

plg =pe@ %), (4.100)

Dieser bedingte Erwartungswert folgt genau der klassischen Trajektorie (4.68),
und (4.100) beschreibt ein Universum, das zu frithen ,,Zeiten* ¢ aus einem Big
Bang entspringt. Wéhlt man in der Anfangsbedingung (4.87) die Konstante pg
negativ, so bekommt man fiir (4.100) die entsprechende Big-Crunch-Losung mit
einem Minuszeichen im Exponenten. Das Ergebnis (4.100) wird auch von Ashtekar
et al. in [3] gefunden und damit geschlossen, dass die Beschreibung des Modells
durch die Wheeler-DeWitt-Gleichung nicht das Auftreten von Singularitédten in
semiklassischen Losungen verhindert.
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4.4.4 Zeitpunkt des Urknalls

Die Betrachtung der Wheeler-DeWitt-Gleichung im neu entwickelten Formalis-
mus lédsst jedoch nicht nur die Reproduktion der Resultate aus [3] zu. Der Kon-
struktion aus Abschnitt 4.2 folgend, kénnen auch in diesem kosmologischen Mo-
dell Observablen in p zur ,,Zeitmessung“ verwendet werden. Dazu wird ein Ope-
rator A € B(9y) mit endlichem, nicht verschwindenem Gewicht benétigt, d.h.
0 < wy(A*A) < oo zu einer Losung ¥ der Wheeler-DeWitt-Gleichung. Die fol-
genden Ausfithrungen beschrinken sich auf den Fall, dass ¥ eine semiklassische
Losung des Typs (4.88) mit positivem p ist.

Es wird zunéchst gezeigt, dass die Spektralprojektoren EP(I) von p zu einem
kompakten Intervall [ := [a, b] C R endliches Gewicht haben. Sei dazu

TEr(D) i= /dqb e VOI (1) EP(I) VOO (4.101)
Der Integralkern beziiglich k von 7g»(y) ist gegeben durch
o) (K, &) / d¢ / dpp2 en(p) e Liayy(p) € e (p)

b [
— [ @y i@ ew(p) - 2m o - o)

- (4.102)
= /1 e e k)= \/T Ok —K) +6(k +k))
_ ,]z2|1j|16 (1 b5k — k) + 2'k (e-2kinb _ ~2ikIna) 5(k+k’)) '
Damit gilt
wel B0 E(D) = [ ak [ T oK) D(8)
- [ar “T ( LGP + ik( ) (). e

Fiir die semiklassische Losung ¥ aus (4.88) kann man wegen k < —1 die Nihe-
rungen

1

k2 4+%2

k2 + 5~ ~k  und  UE)U(-k)=e 2 =0 (4.104)
verwenden und erhélt somit
0 < wy(EP(I)*E"(I)) = *In® . /dk R < o0, (4.105)

also EP(I) € Ly NB($o). Das Ereignis ,, Messwert von p liegt im Intervall 7* stellt
damit eine hinreichende Einschrinkung der , Zeit“ ¢ dar, sodass dieses Ereignis
selbst zur Zeitmessung verwendet werden kann.
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Nach Abschnitt 4.2 existiert zu E?(I) die positive Abbildung Agr(y), die einen
positiven Operator B € 9B($)) auf den positiven Operator

_1 .
AEp([)<B) = /d¢ TEP2([) e—z\/§¢ Ep(])* BEP(]) Zf¢TEP(I) (4.106)

in B(Ho) abbildet. Das POVM zur Messung des ,, Zeitpunktes®, zu dem fiir p ein
Wert im Intervall I gemessen wird, erhilt man als das Bild des Spektralmafles
E?(e) des Operators ¢ auf § unter Agr(r). Im Folgenden wird dieses POVM ex-
plizit konstruiert und mit dessen Hilfe gezeigt, dass die Urknallsingularitat p =0
in der semiklassischen Losung (4.88) zur ,,Zeit“ ¢ — —oo erreicht wird.

Durch die Néherungen (4.104) ergibt sich fiir den Integralkern von 7g»(s) ein-
geschrankt auf die Anwendung auf ¥

ooy (k, K') = 5 In 2 6(k — &) (4.107)

und daher ) )
Ty (B K = Ve (In2) 2 6(k — k') . (4.108)

Sei J C R ein messbares Intervall, dann gilt

Ape(n (E?()) (K, k')
=r(In?)" /J d¢ / dpp™? ex(p) eps(p) e 9 (4.109)

— e (In o) i (—i(k—k’)lnb_ —i(k—k’)lna)/d —i(wp—wy)p
K(na) —ZW(k—k’) e e . pe

Zu untersuchen ist der Limes I = [a,b] — {0}. Hierzu wird zunéchst in (4.109)
der Limes b — a fiir a > 0 bestimmt und spéter der Fall a — 0 betrachtet. Es gilt

llm (ln )_1 (6—Z(k—k’)lnb o e_i(k_k/) 1na>

b—a
et k—k')Ina —i(k—k')Inb
:hm i ) —e ( ) _ ie_i(k_k,/)x (4'110)
b—a Ina—1Inbd dz oelng
(l{f k‘) —i(k— k’)lna'
Aus (4.109) ergibt sich damit
Apr(gap (B () (k, ) := T A o) (B () (K, &)
(4.111)

— ie i(k—Ek") 1na/d¢ —i(wk— wk/)qb'
2w J

Dies ist die explizite Form des POVMs, das der Observablen ,,Zeitpunkt, zu dem
p den Wert @ annimmt*“ entspricht. Die Wahrscheinlichkeit W (a|.J), wéhrend des
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,Zeitintervalls® J fiir p den Wert a zu messen, ist als Erwartungswert von (4.111)
in 9 gegeben:

W(alJ) := (2, AEP({a} (E¢(J)) 0)

T2 3/2 /dk/dk,/dgb\lj ik Ina =il —en)d (1)
agTm
_(k=R)2 (K B2 k>2+(k’ B2 / 7
— d¢ dk dk/ e l(k*k: )(lnaffi(qﬁfd)))
e o0 [

= d¢€—f(h’la K/¢ d)))

\/_

Fiir das zweite Gleichheitszeichen wurde erneut die Ndherung wy ~ —kk verwen-
det. Mit Hilfe dieses Ergebnisses lésst sich nun die Frage nach dem Zeitpunkt des
Urknalls, d.h. des Erreichens der Singularitét p = 0, stellen. Fiir ein beschrianktes
Intervall J = [¢1, ¢2] berechnet man nach (4.112)

(4.112)

W (alloy, éa]) = 5 (sign(ina + (6, — @) exf(olina + (02 — 3))
) (4113
—sign(Ilna + k(¢ — @)) erf(o|lna + k(P — ¢)’))

mit der Gaufischen Fehlerfunktion erf. Da fiir die Fehlerfunktion lim, ., erf(z) = 1
gilt, verschwindet die Wahrscheinlichkeit, die Singularitdt innerhalb eines endli-
chen Zeitintervalls zu erreichen:

lim W{(al[g1, ¢2]) = 0. (4.114)

Aus (4.112) folgt dariiber hinaus

W (a][0, 50)) = % (1 + sign(ina — xd) erf(olina — xd))) (4.115)
W (al (=0, 0]) = % (1 sign(ina — xd) erf(olina — ) (4.116)

und daer
lim IV (af[0.0¢) =0 und L W(al(~00,0)) = 1 (4.117)

In Ubereinstimmung mit Gleichung (4.100) wird die Singularitt also fiir ¢ — —oo
erreicht.

Bemerkung. W&hlt man in der semiklassischen Losung (4.88) die Konstante pg
negativ, ergibt sich das Erreichen der Singularitét fiir ¢ — 4o00.
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Zusammenfassung und Ausblick

Eines der grofiten konzeptionellen Probleme in der Konstruktion einer Quanten-
theorie der Gravitation ist die Tatsache, dass die Raumzeit in einer solchen Theorie
eine dynamische Observable darstellt, wéhrend sie gleichzeitig (in Quantenfeld-
theorien mit fixierter Raumzeit) zur Parametrisierung der Quantenfelder dient.
Eine mogliche Losung dieses Problems besteht darin, die Raumzeit aus der Be-
schreibung zu eliminieren, indem man Felder als Funktionen anderer Felder aus-
driickt. Die beobachtbaren Gréflen sind dann relationale Observablen des Typs
» Wert des Feldes ¢, wenn die weiteren Felder (g1, ..., ¢,) die Werte (@1, ..., @)
annehmen ‘.

In dieser Arbeit wurde die Anwendung des Programms der relationalen Ob-
servablen auf die nichtrelativistische Quantenmechanik studiert. Das Ziel bestand
darin, eine relationale Beschreibung des externen klassischen Zeitparameters zu
geben, der in der Quantenmechanik beobachtbare Groflen wie Erwartungswerte
bzw. Wahrscheinlichkeiten parametrisiert.

In einem ersten Schritt wurde dazu die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines
Teilchens in einem vorgegebenen Gebiet betrachtet. Deren explizite Zeitabhéngig-
keit konnte durch die Tatsache eliminiert werden, dass ein geeignetes physikali-
sches Ereignis (beispielsweise das Eintreffen eines freien Teilchens in einem endli-
chen Gebiet) zur Messung der Zeit verwendet werden kann [7]. Ein solches Ereig-
nis kann dann als ,,Uhr* fiir die Beschreibung der Dynamik des iibrigen Systems
herangezogen werden. Im klassischen Modell der Brownschen Bewegung wurde
zunéchst gezeigt, dass der Zeitparameter in d > 3 Raumdimensionen durch die
Position eines Referenzteilchens ersetzt werden kann. Anschliefend wurden in der
Quantenmechanik die bedingten Wahrscheinlichkeiten konstruiert, ein Teilchen in
einem gegebenen Gebiet anzutreffen, falls sich ein zweites Teilchen gerade in ei-
nem anderen, ebenfalls vorgegebenen Gebiet befindet. Fiir die Félle von zwei freien
Teilchen sowie von zwei ungekoppelten harmonischen Oszillatoren wurden diese
bedingten Wahrscheinlichkeiten explizit berechnet.

Daran anschliefend wurde untersucht, inwieweit diese Konstruktion einer re-
lationalen Zeit aufrecht erhalten werden kann, wenn die Zeit nicht mehr als klassi-
scher Parameter, sondern als intrinsische Quantenvariable angesehen wird. Zu die-
sem Zweck wurde eine Erweiterung der Quantenmechanik entwickelt, die den Zeit-
parameter als quantenmechanischen Freiheitsgrad enthélt. Losungen der Schrodin-
gergleichung kénnen dann als Gewichte auf der erweiterten Observablenalgebra
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aufgefasst werden, und die Zusténde auf den zu den Gewichten assoziierten GNS-
Hilbertraumen besitzen eine Interpretation als bedingte Erwartungswerte. Es wur-
de ferner gezeigt, dass sich Ereignisse genau dann im obigen Sinn als , Uhren*
einsetzen lassen, wenn der das Ereignis beschreibende Operator im Definitions-
bereich des betrachteten Gewichtes liegt. Man erhélt in diesem Fall genau die
zuvor betrachteten bedingten Wahrscheinlichkeiten beziiglich dieses Ereignisses
als ,,Uhr®.

Der neu entwickelte Formalismus wurde weiter dazu verwendet, am Beispiel
des harmonischen Osrzillators Effekte eines zusétzlichen kinetischen Terms fiir die
Zeitvariable in der Schrédingergleichung zu studieren. Als deutlichste Anderung
gegeniiber der Standardtheorie ergab sich eine Verlangsamung der Bewegung der
Null-Lage im durch eine zeitlich linear anwachsende Kraft getriebenen Oszillator.

Schliellich wurde mit Hilfe des erweiterten Formalismus’ ein Problem aus der
Quantenkosmologie betrachtet. Im Modell eines masselosen Skalarfeldes auf ei-
ner flachen Robertson-Walker-Raumzeit wurde mit den entwickelten Methoden
gezeigt, dass Losungen der Wheeler-DeWitt-Gleichung des Modells, die ein Se-
miklassizitatskriterium erfiillen, immer auf eine Singularitét treffen, in der das
Universum auf die GroBle Null schrumpft (,,Urknall*). Dieses Resultat wurde in
[3] auf andere Weise gefunden. Dariiber hinaus konnte im neuen Formalismus ge-
zeigt werden, dass das Ereignis ,,Skalenfaktor a nimmt vorgegebenen Wert a an*
zur Messung der Zeit innerhalb des Modells geeignet ist. Dies erlaubte eine Be-
rechnung des Zeitpunktes des Urknalls.

Mit den Resultaten dieser Arbeit stellt sich natiirlich die Frage nach einer
moglichen Ausweitung des Programms der relationalen Observablen iiber die
nichtrelativistische Quantenmechanik hinaus. Das Konzept der Beschreibung eines
Zeitpunktes durch ein Ereignis kann auf die Beschreibung eines Raumzeitpunktes
im Minkowskiraum verallgemeinert werden [8] — eine weitergehende Verallgemei-
nerung etwa auf den Fall einer gekriimmten Raumzeit ist jedoch ein noch offenes,
interessantes Problem.

Der Ansatz, nicht normierbare Losungen der Schrodingergleichung als Gewich-
te zu behandeln und auf diese Weise Zustéande auf der durch das Gewicht induzier-
ten GNS-Darstellung zu erhalten, ercffnet ebenfalls weitere Fragestellungen. Auf
der einen Seite kann der Formalismus verwendet werden, um weitere Modelle einer
Quantengravitationstheorie (im Rahmen der Wheeler-DeWitt-Gleichung) zu un-
tersuchen. Beispielsweise kénnte ein massebehaftetes Feld auf einer (gekriimmten)
Robertson-Walker-Raumzeit analysiert werden.

Auf der anderen Seite konnte der Ansatz dariiber hinaus bei der Behandlung
von Problemen innerhalb der Quantenmechanik von Nutzen sein. Interessant wére
es beispielsweise zu untersuchen, ob man Resonanzen — dies sind mathematisch
bisher nicht gut verstandene, zeitlich exponentiell zerfallende Anregungszustéinde
in der Quantenmechanik — als Gewichte auffassen und so zu einer verbesserten
Beschreibung dieses Phdnomens gelangen kann.



Anhang A

Positive Operatoren

An einigen Stellen dieser Arbeit benotigt man grundlegende Definitionen und Aus-
sagen iiber positive Operatoren, die hier kurz zusammengestellt werden. Hauptre-
ferenz fir diesen Teil ist Kapitel VI.4 in [33].

Definition A.1. Sei § ein Hilbertraum und 9B($)) die Menge der beschriankten
Operatoren auf §. Ein Operator A € B($) heifit positiv, falls (x, Ax) > 0 fur alle
x € $ gilt. In diesem Fall schreibt man auch A > 0. Gilt A — B > 0 fiir einen
weiteren Operator B € B($)), schreibt man A > B.

Um zu zeigen, dass aus der Positivitéit eines Operators die Selbstadjungiertheit
folgt, wird zunéchst das folgende vorbereitende Lemma bewiesen:

Lemma A.2. Sei A € B(9) und $ komplex. Dann ist A durch die Erwartungs-
werte (x, Az) fir alle x € $) bereits eindeutig bestimmd.

Beweis. Durch Ausmultiplizieren der rechten Seite zeigt man die Formel

(z,Ay) = = [((x +y), Alz +y)) — (z, Az) — (y, Ay)]

[((z +1y), A(x + iy)) — (z, Az) — (y, Ay))]

N | —

(A1)

(NSRS

fir alle z,y € $. Sei nun (y;);e; eine Orthonormalbasis von $) mit einer endlichen
oder abzahlbaren Indexmenge /. Dann gilt

Az = (yi, A) y; (A.2)

i€l

mit den durch (A.1) gegebenen Matrixelementen. Also ist A eindeutig bestimmt.
O

Lemma A.3. Sei $ ein komplexer Hilbertraum. Dann ist jeder positive Operator
selbstadjungiert.
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Beweis. Sei A € B(9) positiv. Insbesondere gilt dann (z, Az) € R fiir alle z € 9,
und daher

(x,Ax) = (x, Ax) = (Az, x) . (A.3)

Wendet man nun (A.3) auf alle Skalarprodukte auf der rechten Seite von (A.1)
an, erhélt man

(z, Ay) = (Az,y) Ve,y e 9. (A.4)
[

Wie aus positiven Zahlen lésst sich aus einem positiven Operator ,,die Wurzel
ziehen“. Es gilt der

Satz A.4. Sei A € B(9) positiv. Dann existiert ein eindeutig bestimmter positiver
Operator A2 € B(H) mit (A2)% = A.

Zum Beweis dieses Satzes sei auf die Literatur [33] verwiesen.



Anhang B

GNS-Konstruktion fiir Zustiande
und Gewichte

Der Begriff Zustand wird in dieser Arbeit auf zwei unterschiedliche Weisen ver-
wendet. Zum einen bezeichnet ein normierter Vektor 2 aus einem Hilbertraum $)
einen (quantenmechanischen) Zustand, in dem Erwartungswerte der Form

berechnet werden konnen, wobei A ein selbstadjungierter Operator auf §) ist. Zum
anderen wird jedoch auch ein lineares, positives, normiertes Funktional auf einer
Algebra 2 als Zustand bezeichnet. Tatséchlich sind beide Verwendungsweisen des
Begriffes durch eine Konstruktion, die auf I. Gelfand, M. Naimark [20] und L
Segal [39] zuriickgeht, eng miteinander verbunden. Eine solche GNS-Konstruktion
existiert dariiber hinaus sogar fiir Gewichte auf einer Algebra 2A, wobei ein Gewicht
ein verallgemeinertes Funktional darstellt, das zunéchst nur auf den positiven
Elementen von 2 definiert ist und auch den Wert oo annehmen kann. Die GNS-
Konstruktion fiir Gewichte wird in Kapitel 4 verwendet.

In diesem Anhang wird daher die GNS-Konstruktion fiir Zustédnde (im Sinne
von normierten, positiven Funktionalen) vorgestellt und anschlieend die GNS-
Konstruktion fiir Gewichte explizit durchgefiihrt. Zunéchst werden dafiir in Ab-
schnitt B.1 die notwendigen Begriffe sowie die wichtigsten Zusammenhénge ohne
Beweise und nur knapp kommentiert zusammengestellt. Die Abschnitte B.2 und
B.3 behandeln dann die GNS-Konstruktion fiir lineare Funktionale bzw. Gewich-
te. Hauptreferenz fiir diesen Anhang ist das Buch [6], in dem man insbesondere
die im Abschnitt B.1 weggelassenen Beweise findet.

B.1 Grundlegende Begriffe

Ein Vektorraum 2 iiber C heifit eine Algebra, falls es auf 2 eine zusétzliche Ver-
kniipfung gibt, die jedem Paar A, B € 2 das Produkt AB € 2 zuweist. Die
Verkniipfung ist assoziativ und distributiv, es gilt also
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o A(BC) = (AB)C,
o A(B+C)=AB+ AC,
o (aA)(BB) = aB(AB)

fiir alle A, B,C € 2l und «, § € C. Gibt es in 2 ein Element 1, fiir das A = 1A =
AT fir alle A € A gilt, so sagt man, 2 ist eine Algebra mit Fins. Die in dieser
Arbeit betrachteten Algebren besitzen alle ein Einselement, sodass im Folgenden
die Existenz einer Eins stets implizit vorausgesetzt wird.!

Definition B.1. Sei 2 eine Algebra. Die Abbildung A > A — A* € 2 heifit eine
Involution, falls fiir alle A, B € 2 und «, 8 € C gilt

(i) A = A,
(ii) (AB)* = B*A*,
(iii) (@A + BB)* = @aA* + 3B*.

Eine Algebra 2, die eine Involution besitzt, heiffit eine *-Algebra und ein Ele-
ment A € A heifit selbstadjungiert, falls A = A* gilt.

Gibt es auf 2 eine Normabbildung || || : 2 — R, die die Eigenschaften
e ||A]| > 0 und ||A]| = 0 genau dann, wenn A = 0,

o [laA] = |efllAll

o [|[A+ Bl <Al +BI

o [|AB| < [A[llIB]

fiir alle A, B € 2 und « € C besitzt, und ist 2 vollstandig beziiglich dieser Norm,
so heif3t /A eine Banach-Algebra. Mit diesen Begriffen lasst sich nun der Begriff der
C*-Algebra definieren.

Definition B.2. Eine C*-Algebra ist eine Banach *-Algebra 2, in der
|A* Al = [|A|]? VAe (B.2)

gilt.

!Dies dient nur der Vereinfachung und ist nicht notwendig. Besitzt eine Algebra kein Eins-
element, so kann man die Algebra immer in eine Algebra mit Eins einbetten (Adjunktion einer
FEins). Fiir die erweiterte Algebra behalten alle Aussagen in diesem Anhang ihre Giiltigkeit.
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Das Standardbeispiel fiir eine C*-Algebra ist die Algebra B($)) der beschrénk-
ten Operatoren auf einem Hilbertraum $. 2B($)) ist eine Banachalgebra und die
Involution ist durch Bildung der Hilbertraum-Adjungierten gegeben. Daraus folgt
direkt die Eigenschaft (B.2).2

Definition B.3. Eine Darstellung einer C*-Algebra 2 ist ein Paar ($), ), wobei
$ ein Hilbertraum und 7 : 2 — B(H) ein *~Morphismus ist, d.h. 7 erfiillt die
Eigenschaften

(i) 7(aA+ B) = an(A) + pr(B),
(ii) m(AB) = n(A)m(B),
(ili) 7(A*) =7w(A)*

fiir alle A, B € 2 und «, § € C. Zwei Darstellungen ($;,7;) und (92, m2) heiflen
dquivalent, falls es eine unitiare Abbildung U : $; — $9 gibt, sodass

gilt.

In Anlehnung an den Hilbertraumfall sind auch die folgenden Definitionen
naheliegend:

Definition B.4. Sei 2 eine Algebra und A € . Die Resolventenmenge r(A) von
A ist die Menge der A € C, fir die (A — A1) ein Inverses besitzt. Das Spektrum
o(A) ist das Komplement von r(A) in C.

Definition B.5. Ein selbstadjungiertes Element A einer *-Algebra 2 heif3t positiv,
falls das Spektrum von A nur aus positiven reellen Zahlen besteht, o(A) C Ry.
Die Menge der positiven Elemente von 2 wird mit 2, bezeichnet.

Wie im Fall positiver Operatoren auf einem Hilbertraum kann man auf den
selbstadjungierten Elementen einer *-Algebra eine Ordnungsrelation > definie-
ren, wobei A > B bedeutet, dass A — B € 2, ist. Neben den offensichtlichen
Eigenschaften

e A>0und A0 = A=0,
e A>Bund B>C — A>C,

gilt ebenfalls

2Tatsichlich stellt sich heraus, dass dieses Standardbeispiel sogar in dem Sinne eine
vollstdndige Charakterisierung darstellt, dass jede C*-Algebra isomorph zu einer selbstadjun-
gierten, normabgeschlossenen Algebra von beschriankten Operatoren auf einem Hilbertraum ist.
Fiir einen Beweis dieses Zusammenhangs siehe [6].
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Lemma B.6. Sei A eine C*-Algebra und A € A. Dann gilt
A>0 = A|A| > A%, (B.4)
In Analogie zu Satz A.4 aus Anhang A gilt im C*-Algebrafall ebenfalls

Satz B.7. Sei 2 eine C*-Algebra. Dann ist A € 2 genau dann positiv, wenn es
ein Element B € 2 gibt mit

A=B'B. (B.5)

B.2 GNS-Konstruktion fiir Zustiande

Als néchstes werden Funktionale auf einer Algebra 2 betrachtet. Ein Funktional
auf 2 ist eine lineare Abbildung von 2 in den Koérper der komplexen Zahlen C.
Das Hauptaugenmerk liegt dabei auf den folgenden Funktionalen:

Definition B.8. Sei 2 eine *-Algebra und w : % — C ein lineares Funktional auf
2. w heilit positiv, falls

WATA) >0 VAe (B.6)

gilt. Gilt zusétzlich w(1) = 1, heifit w ein Zustand auf A.

Mit Satz B.7 sieht man, dass w genau dann positiv ist, wenn w positiv auf den
positiven Elementen ist. Fiir positive Funktionale gilt eine Version der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung.

Satz B.9 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Sei 2 eine *-Algebra und w
ein positives lineares Funktional auf A. Dann gilt fir alle A, B € 2

(i) W(A*B) = (B A),
(i) |w(A*B)|* < w(A*A)w(B*B),
(iii) |w(A*BA)| < w(A*A)|B].

Auf der C*-Algebra B () der beschrénkten Operatoren auf einem Hilbertraum
$ ist es leicht, ein Beispiel fiir einen Zustand anzugeben. Sei dazu §2 € $) ein Vektor
mit ||| = 1. Dann definiert

w:B(H) —C, w(4) = (Q,AQ), (B.7)
ein positives lineares Funktional auf B($)). Wegen w(1) = [|Q|* = 1 ist w ein

Zustand auf B($). Mit einer GNS-Konstruktion kann man iiberraschenderweise
die Umkehrung dieses Sachverhalts zeigen:
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Satz B.10 (GNS-Konstruktion fiir Zusténde). Sei 2 eine C*-Algebra und
w ein Zustand auf A. Dann gibt es eine zyklische Darstellung® (9., 7., Q) von
2A, sodass ||| =1 und

w(A) = (Qu, m,(A) Q) VA e (B.8)
gilt. Die zyklische Darstellung ist bis auf unitire Aquivalenz eindeutig bestimmd.

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich (bis auf wenige Details) aus dem Beweis
der GNS-Konstruktion fiir Gewichte, der im néchsten Abschnitt gegeben wird.

B.3 GNS-Konstruktion fiir Gewichte

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass sich eine GNS-Konstruktion auch noch
beziiglich einer Abbildung w durchfiihren ldsst, wenn w kein lineares Funktional
mehr ist, aber noch gewisse Positivitdtseigenschaften besitzt.

Definition B.11. Sei 2l eine C*-Algebra und w : 2, — R, U{oo} eine Abbildung.
w heiBlt ein Gewicht auf 2, falls w den Eigenschaften

(i) w(A+ B) =w(A) + w(B),
(i) w(aA) = aw(A)

fiir alle A, B € A, und o € R, geniigt, wobei die Konvention 0-oco = 0 verabredet
ist.

Wie fiir einen Zustand lasst sich auch aus einem Gewicht w noch eine Darstel-
lung von 2 auf einem Hilbertraum gewinnen. Dazu erweitert man das Gewicht
zunéchst zu einem linearen Funktional auf der Unteralgebra M., von 2, die von
den Elementen A € 2 erzeugt wird, auf denen w endlich ist, und fithrt dann die
gewoOhnliche GNS-Konstruktion auf dieser Unteralgebra durch. Zusammenfassend
gilt

Satz B.12 (GNS-Konstruktion fiir Gewichte). Sei 2 eine C*-Algebra, w ein
Gewicht auf A und
Ly ={AeU; w(A"A) < 0} . (B.9)

Dann gibt es einen Hilbertraum $ und zwei Abbildungen n : £, — $ und 7 :
A — B(9), sodass n linear mit n(L,) dicht in $H und (9, 7) eine Darstellung von
A ist. Es qilt

(n(A),m(C)n(B)) = w(A"CB) (B.10)

fiir alle A, B € £, und C € .

3Das Tripel ($), 7, Q) ist eine zyklische Darstellung von 2, wenn ($), ) eine Darstellung von
A und Q ein Vektor in § ist, sodass die Menge {m(A)Q; A € A} dicht in $ liegt.
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Die weiteren Ausfithrungen dieses Anhangs dienen dem Beweis von Satz B.12.
Dazu wird zunéchst das folgende vorbereitende Lemma bewiesen:

Lemma B.13. Sei w ein Gewicht auf A und
Myt ={A e ; w(A) < oo} . (B.11)

My ist ein Kegel in A, mit der Eigenschaft
B>A>0und BeM,;, = AeM,,. (B.12)

Der von M.,y erzeugte lineare Unterraum M., ist eine *-Unteralgebra von 2. Die
in Satz B.12 definierte Menge £, ist ein Linksideal in A und es gilt

Beweis. Die Kegeleigenschaft von M, folgt direkt aus B.11(ii). Sei B > A >0
und B € M,,,. Wegen B — A € 2, folgt mit B.11(i)

w(B) =w(A+ (B—A))=w(A)+w(B—-A). (B.14)

Da die linke Seite endlich ist, gilt auch w(A) < oo und daher A € M, . Dies
beweist (B.12).

Nun wird gezeigt, dass M,, eine *-Unteralgebra ist. Dafiir geniigt es zu zeigen,
dass sich das Produkt zweier Elemente von M, als komplexe Linearkombination
von Elementen aus M, schreiben lésst. Sei dazu zunéchst A € M, . Mit Lemma
B.6 folgt, dass 0 < A% < A||A|| gilt, und wegen w(A|A|) = ||A]|lw(A) < oo ist
A||A|| € My Unter Verwendung von Eigenschaft (B.12) ergibt sich schlieflich
die Implikation

AeE My, = A*=A"AecM,, . (B.15)

Durch Ausmultiplizieren erhélt man fiir A, B € M,,, die Polarisationsidentitét

A'B = ﬂ”” B)'(A+ B) — (A— B)"(A— B)
(B.16)
+i(A—iB)*(A—iB) —i(A+iB)*(A+iB)| .
Es gilt ferner
w((A + B)"(A+B)+(A— B)'(A— B)) — 2w(A*A) + 2w(B*B) < 0o, (B.17)

also auch
(A+B)"(A+B)+ (A—B)"(A—B) € My . (B.18)

Erneut mit Eigenschaft (B.12) folgt dann

(A+ B)"(A+ B) € My sowie (A-B)"(A-B) e M+ . (B.19)
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Analog bekommt man ebenfalls
(A—iB)"(A—1B) € My und (A+iB)"(A+iB) € My, (B.20)

sodass durch (B.16) das Produkt A*B = AB als Linearkombination von Elemen-
ten aus M., gegeben ist. M,, ist also eine *-Unteralgebra, fiir die M,, = £;.Z,
gilt.

Durch @ : M,, — C, w(A) := Zivzl cpnw(Ay,), wenn A = Zi\;l cp A, mit
¢n € Cund A, € My, n=1,... N, ist, lasst sich das Gewicht w zu einem
linearen Funktional w auf M, erweitern. Fiir w gilt dann auf M, die Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung. Es wird nun gezeigt, dass .Z,, = £} ein Linksideal in

2 ist. Sei dazu L € Z; und A € 2, dann gilt
B.9(ii)
W((AL)*(AL)) = w(L*A*AL) < @(L*L)||A|* < oo (B.21)
und damit AL € %;. Dies schliefit den Beweis. O

Im Folgenden wird w mit dem im vorangegangenen Beweis konstruierten li-
nearen Funktional w auf M,, identifiziert und die Tilde fortgelassen. Es folgt nun

der

Beweis von Satz B.12. Zunichst wird der Hilbertraum $) konstruiert. Auf %,
ist durch

(A,B) :=w(A*B) VA, B € %, (B.22)
eine positiv semidefinite hermitesche Form gegeben. Sei
N ={Ae %, ; wAA) =0} (B.23)

der Nullraum dieser hermiteschen Form. A ist ein Linksideal in 2, denn es gilt
fir Ne N und A e A

B.9(iii)
[w((AN)*(AN))| = [w(N*A"AN)| < w(N*N)|A|* =0, (B.24)
also auch AN € N. Fiir A € %, definiere man die Aquivalenzklassen
xa={A+N;NeN}, (B.25)

und mit den Operationen x4 + xp := Xa+p und ax 4 := Xaqa fir a € C wird der
Raum h,, dieser Aquivalenzklassen ein komplexer Vektorraum. Auf h,, ist durch

(xa,xB) = (A, B) (B.26)

eine positiv definite hermitesche Form definiert. Zu iiberpriifen ist noch die Wohl-
definiertheit. Seien dazu A := A+ N, und B := B + N, mit N;, N, € N, so
gilt

(x4, X3) = (4, B) = w((A+ N1)*(B+ Ny))
— w(A"B) + w(N7 B) + w(A*Na) + w(N; Ny) (B.27)
=w(A"B) = (xa, x5) -
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Das Verschwinden von w(N;B) und w(A*Nj) ergibt sich aus der Tatsache, dass

N ein Linksideal in 2 ist und dass nach B.9(i) w(N;yB) = w(B*N;) gilt. h,, ist
mit (e, e) also ein Prihilbertraum, und man definiert § als die Vervollsténdigung
von h,, beziiglich der durch das Skalarprodukt auf h, induzierten Norm. Die
Einbettung n von %, in § ist gegeben durch die Restklassenbildung

n(A) == xa VA e £, (B.28)

und das Bild von 7 liegt per Konstruktion dicht in $).
Nun zur Definition von 7. Auf dem Unterraum h,, C $ definiere man fiir

XB S hw
7(A) XB := XaB VAed. (B.29)

Dies ist ebenfalls wohldefiniert, denn mit B := B+ N, N € N, ergibt sich
T(A)X5 = XaB+aN = Xa = T(A)xB , (B.30)

wieder weil A Linksideal in 2 ist. 7 ist trivialerweise linear auf h,, und beschrinkt

durch
|7 (A) XBH2 = (m(A) xB,m(A) xB) = (X4B, XaB)
B.9(iii)
—w(B*A*AB) < w(B*B)|A|? (B.31)
= [|AIP[Ixz]* -

Damit ldsst sich 7 zu einem beschrinkten Operator auf ganz § fortsetzen. Seien
A, B e %, und C, D € 2. Dann gilt

T(C)m(D)xa = xcpa = 1(CD)xa (B.32)
und
(xa, 7(C)xp) = w(A*CB) = w((C"A)*B) = (7(C")xa, X8) , (B.33)
also 7(C)* = 7(C*). Damit ist m eine Darstellung von 2 auf $ und es gilt
(n(A), 7(C)n(B)) = w(A*CB) VA, Be £, Cecd. (B.34)

]



Anhang C

Getriebener harmonischer
Oszillator

In Unterabschnitt 4.3.4 von Kapitel 4 wird der durch eine zeitlich linear anwach-
sende Kraft getriebene harmonische Oszillator im Rahmen einer Quantenmecha-
nik mit dynamischer Zeitvariable diskutiert. Die dort weggelassenen Rechnungen
werden in diesem Anhang ausgefiihrt.

C.1 Behandlung im Rahmen der Schroédinger-
gleichung

Zunachst wird das Problem in der Standardformulierung betrachtet und der Er-
wartungswert des Ortes im Grundzustand, die Null-Lage der Oszillation, berech-
net. Der Hamiltonoperator ist gegeben durch

1

mit einem A € R. Der erste Schritt besteht darin, die normierbaren Losungen der
zeitabhéngigen Schrédingergleichung

0 10 1,
(—la — 5@ + §ZL' + )\It) \I/(t,l‘) = 0 (CQ)

zu finden. Durch die Variablentransformation
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In dieser Form fiihrt die partielle Differentialgleichung durch einen Separations-
ansatz W(t,Z) = ¢(t) - ¢(Z) auf die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen

1 d? d 1.
(“3i5 — s + 32— B) o) =0 (C5)
und
(z% + Ly _ E) Y(t) =0 (C.6)

mit der Separationskonstanten E.

Zunéchst wird die Gleichung (C.5) fiir ¢ betrachtet. Der Ableitungsterm erster
Ordnung kann durch den Ansatz ¢(Z) = e ¥y (%) beseitigt werden und man
erhélt als Differentialgleichung fiir y

(%dd—;Jr%x — <E+A2>)X(i)=0- (C.7)

Dies ist die zeitunabhéngige Schrodingergleichung fiir den ungetriebenen harmo-
. . . . . 2 .
nischen Oszillator. Normierbare Losungen existieren nur fiir £ + )‘7 =n+ % mit

n € Ny und lauten dann

Xo(#) = (2"nIVA) 2 e 3 H(n, &), B,=n+1-2 (C.8)

wobei H(n,Z) das n-te Hermite-Polynom in 7 ist.
Die Gleichung (C.6) besitzt fiir £ = E,, die Losung

Un(t) = e Ent N _ il i e 2N (C.9)

wobei die multiplikative Integrationskonstante gleich Eins gesetzt wurde.
Insgesamt lauten also die normierten Losungen der Differentialgleichung (C.2)
in den urspriinglichen Koordinaten

U ( ) (2nn'\/_) z(n—l— JttigA%t3 e—i)\(:v—i-%t) 6—%(3:—&-)\15)2 H(n,x + )\t) . (CIO)

Im Grundzustand (n = 0) soll nun der Erwartungswert des Ortes berechnet
werden. Da H(0,z) = 1 ist, erhélt man

(x)(t) = /dx Wo(t, z)x Vy(t, )

/dxxe—(x+)\t)2

(C.11)
= é/dy (y—At)e”
—At.

™

N

Die Null-Lage wird also durch die &ulere Kraft mit konstanter Geschwindigkeit
—\ entlang der reellen Achse verschoben.
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C.2 Lo6sung der Zwangsbedingung

In diesem Abschnitt werden die partielle Differentialgleichung

1 07 .0 1 02 1
(~2iro ~ 150~ g + 37 e W) =0 (12

untersucht und diejenigen Losungen konstruiert, die im Grenzfall M — oo gegen
die Losungen (C.10) der Standard-Schrodingergleichung des getriebenen harmo-
nischen Oszillators streben.

Um die Gleichung auf eine Form zu bringen, in der sie separiert, wird zunéchst
die erste Ableitung nach a durch Adjunktion mit e~**% beseitigt, d.h. man schreibt
UM (q,z) = e ™M ®M(q, z) und erhilt anstelle von (C.12)

( 1 02 10 1

M
2 M
_2_@_5@—1—51 —|—/\xa—7) o (a,x) =0. (C.13)

Reskaliert man noch y := v/ Ma, ergibt sich

1 0% 1 0? 1 - M
<_§@_§8_y2+§x2+)\xy_7) (I)M(may) =0 (014)

mit der Abkiirzung A := A/v/M. Der Differentialoperator in dieser Gleichung ist
der Laplace-Operator in zwei Dimensionen, der unter Drehungen

()= (p)-(me ey (0) e

2:1:2 + Azy lisst sich durch eine

mit a € R invariant ist. Die quadratische Form
solche Drehung mit

1 1
a = —sign(\) arccos , [ = + ———— (C.16)
\/2 2V/1+4X?
diagonalisieren. Dies fiihrt schliefllich auf die Differentialgleichung
1 /[ 02 o? 1 5, 1 . M\ . y
<—§ (@ + w) + éplxl - §P2y, - ?) o (ZL‘,, y,) =0 (C.17)

mit den Abkiirzungen

pr = % (\/1 FAN 4 1) > 1 (C.18a)
pg = % (\/1 AN 1) >0. (C.18b)
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Die neuen Koordinaten (z2',y) als Funktionen der urspriinglichen Variablen (a, x)
schreiben sich als

1 1 1 1
=+ —F——=2x+sign(\), /- — —F——=VMa (C.19a)
\/2 2/1 + 4X2 2 2y/1+4)

S 1 1 1 1
y' = —sign(\), |z — —F——=20+ /2 + —F—=VMa. (C.19Db)
\/2 21/1+ 4 20 2y/1 44

In der Form (C.17) lésst sich die partielle Differentialgleichung nun durch einen
Produktansatz auf zwei gewohnliche Differentialgleichungen zuriickfiihren. Mit
dem Produktansatz ®M (z/,y') = ¢ (2') - M (y') erhilt man die Gleichungen

1 d2 1 2 Myt
T2 + 5,011} —FE oM (2")=0 (C.20)
und )
1 d 1 12 JM M/ 1\
(§_dy/2 + Epzy + 7 E) ¢ (y ) =0. (021)

Zuniichst wird die Gleichung (C.20) fiir $* niher betrachtet. Ihre allgemeine
Losung ist gegeben durch

oM (2") = D, e~ 3vPe? I <2€f,p1 w)

_L 2 Vp1—2FE
p1x P1 1 2
+D2€ 2 1F1(4\/PT 717\/}01:6 )

wobei 1 F(a, b, x) die konfluente hypergeometrische Funktion! ist. D; und D, sind
Integrationskonstanten.

Fiir jedes feste a muss die Gesamtlosung UM = ¢M . pM . ¢=iMa ip 2 normier-
bar sein. Schreibt man die Losung fiir ¢ mittels (C.19a) in den urspriinglichen
Koordinaten (a,z), so folgt aus der Normierbarkeitsforderung, dass der zweite
Summand in (C.22) nicht auftreten darf, da die hypergeometrische Funktion fiir
grofle Argumente exponentiell anwéchst und die Dampfung durch den Vorfaktor
iiberkompensiert. Bei der Konstruktion der Losung 1 wird im Folgenden er-
sichtlich, dass auch die Multiplikation mit ¢ diese Divergenz nicht aufhebt. Fiir
beliebiges X ist UM also nur normierbar, wenn Dy = 0 ist. Auch die moglichen
Werte von E miissen eingeschrinkt werden, denn der verbleibende Summand ist
nur dann normierbar, wenn

(C.22)

2F —
e/ IS Ny (C.23)

e () 2*
1F1 a b ‘T = Z ka
k=0
wobei (a); und (b)r Pochhammersymbole mit (a)y := F%‘I(:)’C) =a-(a+1) (a+k—1) sind
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gilt.

Zusammenfassend sind die in z normierbaren Losungen von (C.20) gegeben
durch ) )
oM(2)) = e 2V | (n, Pt x') mit n € Ny (C.24)

n

zur Separationskonstanten E, = /pi(n + 1).
Der Grenzfall M — oo ist fiir ¢ leicht zu analysieren. Es gilt trivialerweise
limy/ o p1 = 1 und aus der Riicktransformationsformel (C.19a) folgt

lim 2’ =z +sign(A\)[Ma=x+ Xa . (C.25)

M —oco

Damit ergibt sich insgesamt
o> (a,x) = ]Vl[im oM (2') = e 2 H(n z + Aa) . (C.26)

Nun wird die zweite gewohnliche Differentialgleichung (C.21) studiert. Es han-
delt sich hier um die Gleichung fiir einen antiharmonischen Oszillator? in a. Da
die Losungen nicht geschlossen angebbar sind, wird die Gleichung mit stérungs-
theoretischen Mitteln untersucht.

Man betrachte als Losungsansatz zu (C.21) mit F = E,, eine formale Potenz-
reihe in po

V() = Z(m)jw%(y’) , (C.27)

setze diese in (C.21) ein und verlange das Verschwinden jeder einzelnen Ordnung
in py. Die nullte Ordnung liefert die homogene Gleichung

1
5( 1]1\,40)// - (En - %)1@% =0, (C~28)
wihrend sich fiir die j-te Ordnung, 5 > 1, die inhomogene Differentialgleichung

2 n,j 2) n,j 2 n,j—1
ergibt.® Aus einer Losung der homogenen Gleichung konnen alle weiteren Ord-
nungen rekursiv konstruiert werden. Die allgemeine Losung von (C.28) lautet
wo(y) = Oy VB 4 Gy VAT (C.30)
mit Integrationskonstanten C; und Cs. Erneut ergeben sich zwei linear unabhéngi-
ge Losungen, von denen nur eine einen wohldefinierten Limes M — oo zulésst. Es

wird im Folgenden gezeigt, dass die Forderung nach einem wohldefinierten Limes
in jeder Ordnung der Stérungsreihe eine Losung eindeutig fixiert.

2Damit ist ein harmonischer Oszillator mit ,,falschem Vorzeichen“ im Potential gemeint.
3Im verbleibenden Teil dieses Anhangs wird der Strich an y weggelassen und mit y ist von
nun an stets y’ gemeint.
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Fiir die nullte Ordnung ist dabei das Verhalten der Grofle
e—iMa CZ57];/[(1,/) %%(y) _ e—z‘Ma ¢7J\L/l($/) . <Cl ei\/m:y + 02 6—2\/@3/) (031)

fir M — oo zu untersuchen. Aus der Riicktransformationsformel (C.19b) ergibt

sich \ \2
= —— gj + \/ M N —
Y vM ( 2v M
wobei o( M 1) fiir Terme steht, die wie M ! oder schneller mit M — oo gegen Null
gehen. Da der Summand e~ *VM=2EnY keinen Limes M — oo erlaubt, bekommt
man in der nullten Ordnung nur dann einen wohldefinierten Grenzwert, wenn man
Cy = 0 fordert und lediglich den Term e*VM~2EnY beriicksichtigt. Dann gilt mit
Cl =1

> a+o(M™Y), (C.32)

]vl[iinoo e Me 711\,40 (y)
1 ; ; A A2 -1
_]\}Enooexp <—zMa+ iy M —2E, < Aot (\/M — W) a+o(M )))
— efiEna efi)\(er%a) )

(C.33)

Mit der so fixierten Losung ¢, (y) = €’V ~2Pn¥ kann nun die erste Ordnung als
spezielle Lésung von (C.29) mit der Inhomogenitat —%y%&,% konstruiert werden,
wobei dleJenlge spezielle Losung ist, sodass

e Mol (a") - pa iy (C.34)

einen wohldefinierten Limes M — oo besitzt. Dass dieses Verfahren in jeder Ord-
nung moglich ist und dass dann der Limes der gesamten Storungsreihe, aufgefasst
als die Summe der Limiten aller Ordnungen, existiert, ist Inhalt des folgenden
Satzes:

Satz C.1. Sei ¢ (y) = VM 2En¥ die Losung nullter Ordnung der Differential-
gleichung (C.21) im Potenzreihenansatz (C.27). Dann gibt es in jeder Ordnung j

genau eine spezielle Lisung @Z)n], sodass

lim e~ "Ma pl ol Mo(y) (C.35)

M—o0

existiert. Mit diesen speziellen Lésungen gilt ferner

lim e zMal/) ( ) . Z ( lim e —iMa pj2 (y)> — e—iEna e—iA(x-‘r%a) eié)ﬁas

M—o0 M—o0
(C.36)
fiir alle A € R.
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Dieser Satz sagt insbesondere aus, das die gesuchten Losungen der Zwangsbe-
dingung (C.12) fiir endliches M durch

UM(g,z) = e ™Mo avme” [ <n pi x ) Zp% V4 (C.37)

mit n € Ny gegeben sind. Nach Satz C.1 gilt

lim \I/M(a x) — ¢ z(n+%)a+ié)\2 3 7z>\(ac+ a)f—(:r+)\a) H(n x+/\a> (C38)

M —o0

und mit der Identifikation von a mit ¢ ist dies bis auf die Normierung gerade die
Losung ¥, aus (C.10), die man mit der Standard-Schrodingergleichung erhélt.

Die weiteren Ausfithrungen dieses Abschnittes dienen nun dem Beweis von Satz
C.1. Dafiir ist es giinstig, zunéchst die folgende Hilfsbehauptung zu beweisen:

Proposition C.2. Sei a > 0 und p ein Polynom vom Grad k > 0, dessen
Koeffizienten im Limes o — oo wverschwinden oder endlich bleiben. Dann st
I3 ds p(s) e*** von der Form

/Oy dsp(s) e*** = é (c+qly) e¥) (C.39)

mit einer Konstanten ¢ € C und einem Polynom q vom Grad k. Die Koeffizienten
von q bletben fiir o — oo ebenfalls endlich oder verschwinden.

Beweis. Es reicht aus, die Aussage fiir Monome p(y) = y* zu zeigen. Der Beweis
erfolgt durch Induktion nach k. Fiir £ = 0 gilt

Y 1 A
d 2w¢s _ 2iay 1 040
/0 ¢ T % (6 ) ( )

und mit ¢ = —7- und ¢(z) = 5; unabhéingig von « ist dies von der Form (C.39).
Sei nun die Aussage fiir (k — 1) richtig, d.h. es gelte

Y ) 1 )
/ dss" e = = (¢4 q(y) e ) (CA41)
0 o

mit einem ¢ € C und einem Polynom ¢ mit wohldefiniertem Limes a — oo,
degq = k — 1. Fiir p(y) = y* gilt dann mit partieller Integration

Y k2 yk 2 k Y k=1 2
ds s e = Z— 2" — — ds s"7" e'*?
0 2t 2t Jy

C.42
IRV T S
a 2icv % 20 IV '
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Mit ¢ = —£& und q(y) = % — 5= G(y) ist auch dies von der Form (C.39), und es
gilt degq = k: Wegen
k
lim — 4
M 3ig W) =0 (©49)

besitzt auch ¢(y) einen wohldefinierten Limes o« — oo. Das beweist die Behaup-
tung. O

Mit dieser Vorbereitung folgt nun der

Beweis von Satz C.1. Zunichst wird allgemein eine spezielle Losung der inho-
mogenen Differentialgleichung

S¥ — (B =)y = (C.44)

mit der Inhomogenitét b gesucht. Ein Losungsfundamentalsystem der zugehorigen
homogenen Gleichung ist gegeben durch

YW (y) = etVmy und P (y) = emVmY (C.45)

mit der Abkiirzung m := M — 2F. Die inhomogene Gleichung lidsst sich dann
mittels Variation der Konstanten 16sen. Dazu berechnet man

detO(y) = det( w(l)@) ;,(y) > —2iyv/m (C.46)

P (y) ()
det ©(y) := det( 0 ,((yy ) o~ iVmy (C.47)
L 77Z)(1) y 0 1\/>y
det Oy(y) = det( W) 2b(y) (C.48)
sowie
Y det ©;(s) ,
(y) == ds ———— =1,2. A4
o= [asSas s, (C.49)
Eine spezielle Losung ist dann gegeben durch
Yopery) = 1) (y) + e2(y) @ (y) (C.50)

und man erhalt die allgemeine spezielle Losung durch Addition beliebiger Vielfa-
cher der homogenen Losungen ¢ und 1 zu Yspez-

Sei jetzt ein n € Ny fixiert und m = M — 2F,,. Zu zeigen ist, dass es fiir jedes
7 € Ny eine eindeutige spezielle Losung w gibt, die einen Wohldeﬁnlerten Limes

lim e~ "Ma pl gl »i(y) (C.51)

M—o0
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zuldsst. Dazu betrachte man den Fall, dass die Inhomogenitit durch b(y) =
p(y) V™ mit einem Polynom p vom Grad k gegeben ist, dessen Koeffizienten
fiir M — oo verschwinden oder endlich bleiben. Dann ist

det ©1(y) = —2p(y) (C.52)
det ©y(y) = 2p(y) e*vVm¥ (C.53)

und daher

aly) = —\/L.ﬁ Oydsp(s) (C.54)

Co = L ’ sp(s) e2Vms )
W = o= [ @l (C.55)

Aus (C.50) und Proposition C.2 mit a = y/m folgt dann

. y ' . | |
¢spez(y) = _\/Lm (/O d8p<5)) elx/ﬁy + % <C—|— q(y> 621\/ﬁy> e_zﬁy

(o ([Tasne)) + Lat ) ey 2 v

mit einer Konstanten ¢ € C und einem Polynom ¢ mit degqg = k, sodass die
Koeffizienten von ¢ im Limes m — oo endlich bleiben oder verschwinden.

(C.56)

Die Inhomogenitit zur Bestimmung von w% ist gegeben durch

b(y) = — ;gf VMY (C.57)
entspricht also dem obigen Fall mit p(y) = —%yQ und k£ = 2. Nach (C.56) enthélt
die spezielle Losung tgpe, als einen Summanden den Term exp(—iy/my) multi-
pliziert mit einem konstanten Koeffizienten. Dieser Term besitzt keinen wohlde-
finierten Limes, allerdings handelt es sich dabei um eine homogene Losung (ein
Vielfaches von 1®). Yspe, bleibt folglich auch ohne diesen Summanden eine spe-
zielle Losung zur Inhomogenitdat b. Weiterhin kann t)g,e, einen Summanden der
Form (const - exp(+iy/my)) enthalten, der ebenfalls eine homogene Losung dar-
stellt. Diese homogene Losung wird jedoch bereits in ¢, beriicksichtigt.

Sei daher )} die durch Streichung der Terme (const- exp(i@\/_ y)) aus (C.56)

entstehende spe21elle Losung. Dann hat wM die Form V™ multipliziert mit
einem Polynom, das einen wohldefinierten Limes M — oo besitzt. Fiir die Kon-
struktion von ¥ sind die vorangegangenen Uberlegungen also erneut anwendbar.
Allgemein erhilt man Pl aus 1/JM fur j > 1 durch Variation der Konstanten
mit der Inhomogenitat b( ) = —5y*); 1. In jeder Ordnung definiere man 1,
nach (C.56), streiche jedoch vorher die auftretenden Terme (const - exp(Zi/my)).
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Es folgt dann induktiv, dass die auf diese Weise eindeutig bestimmte Storungsrei-
he ¢ = 3" phM., den Term exp(—iy/my) nicht mehr enthélt.

Sei p; das Polynom, sodass @b%(y) = p;(y) eV™ gilt. Dann folgt ebenfalls
induktiv

degp,; = 3j VjeNg. (C.58)

Sei weiter r; der Koeffizient des fithrenden Terms (Leitkoeffizient) im Polynom p;.

Dann gilt nach (C.56)
v

iy = —\/Z—m i ds (—38%) 1183070 (C.59)

fiir alle y € R und 7 > 1. Durch Ausintegrieren erhélt man die Rekursionsformel
i

6v/mj !

Mit rog = 1 bekommt man induktiv schlieflich die Formel

f () L co

y=vMa+o(M?) (C.62)

gilt, so ist der fiir M — oo am stéirksten divergente Term von p; gerade r; y¥.

(C.60)

r; =

Bedenkt man, dass

Mit py = ’\—2 + o(M~?) gilt aber insgesamt
lim <e iMa p] (rj y™) iﬁy)

M—oo
2 3\ J 37 A ‘
i (Z/\ a ) VM o iMatiVIT=IE, (— At (V- 25)a)
J! 6 Mi /M —2E,}

_ l (i)‘za3)J o~ iEna—iX(z+3a)
J! 6 '
(C.63)

Fiir alle anderen Terme aus p; verschwindet der Limes (C.63), da sie gegeniiber
r; y* mindestens mit einem Faktor 1/y/m unterdriickt sind. Man bekommt daher
auch insgesamt fiir @Z)T%

. . . 1 7;)\2G3 J i —iXz+2a
lim (6 ’M“péij(y)) —— ( > e~ 1Ena—iA( +3%a) . (064)

= lim
M—o0

Die formale Storungsreihe

lim e~ MayM(y)

M—oo

I
Nk

(im eyt 1)

l (MQ@S ) ’ o~ tEna—iX(z+3a)
J! 6

0

J

(C.65)

gMg
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ist damit konvergent fiir alle A € R und es gilt

]\}im e—iMa,eDgJ(y) — e iBnatigha® —iX(z+5a) (C.66)
Das beweist die Behauptung. O]

C.3 Null-Lage der Oszillation

Mit der im vorigen Abschnitt erhaltenen Losung (C.37) soll nun der Erwartungs-
wert des Ortes im Zustand mit n = 0, d.h. die Grofle

_ Jda [dz|g(a)]® z|T§! (a, )|
[ da [ dx|g(a)|* 9§ (a, )|

im Limes |g(a)|*> — d(t — a), berechnet werden. Die Rechnung wird nur bis zur
ersten Ordnung der Stérungsreihe und bis zur Ordnung 1/M in M durchgefiihrt.

u}AQ M ( )

(C.67)

Der Separationsparameter hat den Wert Ey = % p1, sodass die nullte Ordnung
der Storungsreihe durch 1§ (y) = exp(iy/my) gegeben ist mit

m=M —2E, =M — \/pi . (C.68)

Die erste Ordnung bekommt man als spezielle Losung der Differentialgleichung
(C.29) mit der Inhomogenitit —3y? exp(iy/my). Nach (C.50) ist eine spezielle
Losung gegeben durch

i 3 1 2 i 1 i/ my 1 —iy/my C
spez - - - 3 Pa— - — . .69
YopealV) (6\/#/ m? Tt 8m2> ¢ Sm2* (C69)

Durch Streichen der Terme (const - exp(+iy/my)) erhilt man

M — ’ 3 _ i 2 _ J iv/my
Vo1(y) <6my Y 4mgy> e : (C.70)

Damit berechnet man

2.6 2,4 2,2 2
M M2 _ Y P2Y P2y P2y

_ _ — 1. C.71
|¢0’0 + p2¢0,1| 36m 48m2 + 16m3 2m T ( )

Da der Erwartungswert nur bis zur Ordnung 1/M berechnet werden soll, kénnen
Terme, die fir M — oo schneller gegen Null gehen als 1/M in (C.71) ver-
nachléassigt werden. Mit den Entwicklungen

Ax+<¢ﬂ—2§%)a+dM4) (C.72a)

pr = — < +o(M™?) (C.72b)
m=M—1+o(M™1) (C.72¢)
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folgt sofort

M M P%?ﬁ P2y2
Y00 + ,021/10,1|2 =1+ S6m.  2m +o(M™?) (C.73)
und weiter
290 1 1 1 5 1
gé_?in = %/\4a6 + i (%Xla(j - £/\6a6 — 6)\5a5x> +o(M™?) (C.74a)
2
1
—p;i = g N Fo(M), (C.74b)

also insgesamt

U S %Xlaﬁ + % <%)\4a6 - %)\6a6 - %/\5(151: - )\2(12) . (C.75)
In der letzten Gleichung, wie auch in den folgenden, wurde das Symbol o( M ~2)
weggelassen. Gleichheitszeichen verstehen sich ab hier immer als , gleich bis auf
Terme der Ordnung o( M ~2)*.

Fiir die weiteren Rechnungen ist es vorteilhaft, (C.75) in einen nur von a
abhéngigen Teil und in einen Teil, der sowohl von a als auch von z abhéngt,
aufzuteilen. Man erhélt

1
g+ patn”[* = F(a) = o\’ (C.76)
mit
Fla) =14+ A a + — [ Xta® — X80 — \2a? (C.77)
' 36 M \ 36 36 ' '

Fiir ein festes a € R gilt dann

[astwtia@nr= [ ar s @Phe + pio)P
= /dx e~ VPIE® (F(a) — 6LM)\5a5:B> .

Im Integral wird nun die Variablensubstitution ' = cos a x —sin a v/ M a mit dem
Drehwinkel « aus (C.16) durchgefiihrt. Mit der Entwicklung

(C.78)

! : M 1 1
po TAsmavMa o U e ) (e
COS v M \2

ergibt sich mit ¢ := cosa

1 /2 1
M 2 _ — —/P1T _ 5 57,/
/dx|\110 (a, )] . /dx e (F(a) _GM)\ a’(x —I—Aa))

= C\é//_% (F(a) + 6LMA6a6)

(C.80)




C.3 Null-Lage der Oszillation 99

und schlieBlich fiir das volle Normierungsintegral

[ da [ dslgtaPw! (o,

C.81)
VT / 2 Lue, L1 6e, 1ias 1ioo (
- d 14 —Nab 4+ — [ =20 + —21a® — =A .
copr ) dalgt@l |1 ggha”+ g7 (ggh e+ gghar — e
Auf analoge Weise erhélt man
[zl @RI + i)
C.82)
VT Logg N Lo Tioa 1o (
- “aa) [T+ Mt — 2 (14 a2 — =%t — S
cop T gt T e Tt )|
sodass sich (C.67) insgesamt wie folgt darstellen lésst:
gy _ ol 1 At — 37 (1+ Ja? — HNa! — N%) | s
[dalg(a)|? [1+ £ Mab — 22 (3a2 — A28 — LX4af)]
Im Limes |g(a)|? — §(t — a) ergibt sich schlieBlich
B 2 13244
aguit oy @P=t=a) AT AT C84
A (@) P o) 1 (1 )| o8
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