Theoretische Physik A LOSUNGSVORSCHLAGE Aufgabe 6

Aufgabe 6

Zu zeigen ist, dass alle unitéren (2 x 2)-Matrizen U (d.h. U*U = 1) sich in der Form
U =a(bol +ibd), ac C, bp e R, b e R?

mit |a| = 1 und b2 + |b| = 1 darstellen lassen.
D. h. also, dass wir eine Aquivalenz der Aussagen beweisen miissen.

Wir zeigen zunéchst
. - =2
U=a(bpl +ibé), ac C, bp €R, b€ R> mit |a| =1 und b3+ [b] =1 = U Unitar:

Gegeben war

_ S (bgtiby by — by
U = a(boll +ibd) = a (—bz +ibi by —ib ) v
woraus ja
. bo —ibs  —by +iby
Ur=a <—b2 —iby  bo +ib3 ) ?
folgt, sodass:
5 =2
UU = aa %0 1o 20 i’ ¥
0 bo” + |b]

-2
Nach Voraussetzung ist bp>+|b| = 1 und |a| = 1 , sodass aus Gleichung 3leicht die Behauptung

folgt:
2 0 10
vo = (5 1) =0 1)

Weiter zeigen wir, dass
- - =2
U Unitdr = U =a(byl +ib3), a € C, by € R, b€ R3 mit |a| =1 und bZ + |b] =

Wir wissen, dass sich jede (2 x 2)-Matrix als Linearkombination von 1 und den Pauli-Matrizen
schreiben lésst:

U=al+a-a, (4)
wobei ag € C, @ € C3.
Mit Gleichung 4 folgt auch -

U=ayl+d-a. (5)
Aus Gleichung 4 und Gleichung 5 folgt sofort:

U*U = agapl + God - & + aod -

+(@ o) (@ 7) (6)

a
= |ao|*1 + (agd@ + apd@)G + @ - al +i(@ x @)a (7)

Von Gleichung 6 zu Gleichung 7 kommen wir mit der Formel 1.14'. Da wir nun wissen, dass
U*U =1, konnen wir dies mit Gleichung 7 gleichsetzen:

1 = a1 +(aod + apd)d + @ - al +i(d x @)d (8)

Wir kénnen nun mit den Eintrédgen ° leicht folgern, dass

jaol* +d@-d=1, (9)

siehe auf http://unith.desy.de/sites/site_unith/content/e20/e72/e180/e111754/e112955/ TheorieA.pdf
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auBerdem miissen die anderen Eintrége null sein, sodass

(@od@ + apd) +i(d@ x @)da =0 . (10)

Da nun (@ x @) senkrecht auf @ und @ steht, muss es notwendig null sein, daraus folgt, dass @
parallel a, also

a=upd, pecd.

Das heifit nun aber, dass aus Gleichung 10 dann folgt, dass R(apa) = 0. 2

Wenn wir nun setzen, dass

l.d=a-ib, beR*undaeC und |a| =1 ()

ST

2. und ag = abg, by € R (**)
wiirde genau der erste Teil von Gleichung 1 gelten, da Gleichung 4 dann zu
U = a(boll + ib&) (11)

umgeformt werden kann, was wir jetzt zeigen:

Da nun B o =
d=1a-(—%) b= paib,
folgt
—a
n=—
und da |a| =1 folgt @ = 1.
Damit ist dann aber
nw= —a’.

Dann ist also @ = \/—pu, also a = /—pu
und wir konnen — bei gefundenem a, und gegebenen @ und ag — mit (*) und (**) leicht b und
by bestimmen.

Wenn wir nun also aus Gleichung 4 die Form der Gleichung 1 erhalten, dann muss jede Matrix
U, die unitér ist, auch in der Form der Gleichung I mit

b2+ b =1
darstellbar sein, da sie in der Form der Gleichung 4 (siche Vorlesung) und der Bedingung aus
Gleichung 9 geschrieben werden kann.
q.e.d.
Anmerkung: .
a@- @ ist wegen @ = paib und |a|? = 1 sowie |u|? = 1 leicht umformbar:
@-a=|pf*-lal’b]* = b
Damit folgt aber aus der Gleichung 9 sofort die geforderte Bedingung zu

b4 b=1.

2wobei i der Realteil ist; und der Imaginarteil bei der Addition wegfillt.
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