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Kapitel 1

Magnetische Momente

elektronische Struktur von Festkorpern [J magnetische Momente
Wechselwirkungen [1 Kopplung magnetischer Momente

Kopplung vs. Fluktuationen [ kollektive Ordnung

1.1 Orbitale Momente

kollektiver Magnetismus findet statt in Festkorpern:
Atome i = 1, ..., N auf einem Gitter
betrachte i-tes Atom bei R;:

Gitter

Atom |

R;

Bewegung von Elektronen auf stationaren Bahnen [
(klassische) stationare Stromdichte (Magnetisierungsstromdichte)

divj(r) =0 (s. Kontinuitatsgleichung)
VB=0 0 B=Vx(A+Vv)
VxB=puyj O0V(VA)—-AA = uyj
Coulomb-Eichung: VA =0 0O AA = —pp3 0O
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A(r) = @/dg’r’ i)

C 4r lr — /|
Entwicklung fiir r > r':
1 o [ 3.
Ay =L [antio) + 12 50 5 [aiat + -

Amr AT

erster Term = 0 wegen V3 =0
A(’r) . @mz X 7r

A7 73

mit (klassische Definition des magnetischen Moments bzgl. Ursprung bei R;):

nu:;/&mr—Rgxﬂm

1 i di’f‘
;-

dmeg \ 1 r3

Elektrostatik: ¢(r) + - ) mit d; = [ d®r(r — R;)p(r)

B-Feld eines magnetischen Moments:

o My X T g 3n(nm;) —m;
dr 3 Arx r3

B(r) =V x (n=r/r)

Elektron j

R;
Atom |

fiir Magnetisierungsstromdichte punktférmiger Elektronen

Elektronen
jr)=—e > wi(r—r;— Ry
J

ist also:
1
m; = §/d3r(r —R;) x j(r) = —ngj X v,
J
orbitales magnetisches Moment eines Atoms bei R;:

(&

(1;: Bahndrehimpuls des j-ten Elektrons bzgl. R;)

quantenmechnische Definition vom m;: analog



magnetisches Gesamtmoment:

N
Sm,
=1

Magnetisierung M :

1 N
M = v > (my) (quantenstatistischer Erwartungswert)
i=1
bei Translationsinvarianz (m;) = m:
N
M=
" m)

1.2 Kopplung an duBeres Magnetfeld

(elektronischer Anteil der) Hamilton-Funktion (klassisch) des Atoms bei R;:
H; = Z(pj —I—V Ri—l—'l“j)) +‘/;nt(...,'r’j,...>

Hamilton-Funktion eines Systems in duBerem (zeitlich konstanten) Magnetfeld
B(r) = rotA(r)

ergibt sich durch “minimale Substitution”:
p; = P; = GA(r;) = p; + cA(r;)

q = —e: Ladung

also:

P+ eA(Tg))

H, - ;(

mechanischer Impuls: m7r;

V<Rl + ’I”j)) + V}nt(...,’l"j, )

p;: kanonischer Impuls p; = mr; + qA(r;) = mr; — eA(r;)
p; konjugiert zu r; [

[rja is] = ihdag (a=w,y,2)
klassisch: Poisson-Klammer, quantenmechanisch: Kommutator
weitere Rechnung quantenmechanisch

in Ortsdarstellung: p; = —ihV;



+eA(r;))? 1
o ;m('rj)) = o <_h2Aj — ihV;eA(r;) — eA(r;)ihV; + 62‘4("7)2)

L (—1*A; — iehdivA(r;) — 2iehA(r))V; + e*A(r;)?)

2m
Vereinfachungen:

divA=0 (Coulomb-Eichung)
1
A(r) = §B X r (B raumlich konstant)
also:
(p; +eA(r)))? 1 2 2 2
5 =5 (—h Aj+2eA(r;)p; + e A(r)) )
wobei:
1 1 1
A(rj)pjzﬁerj-pj :§B-'rj xpjziB-lj
1 1 1
2 2 2,2 2 2,2 2,2 2
A(rj)” = Z(B X ;) = 1 (B r; — (Brj) ) =1 (B i — Brj cos Qj)
Lo oo
= ZB 7} sin” 0;
zusammen:

1
o= [2m (—h2A; + 26 A(r))p, + A(1))?) + V(R + 1)+ Vil )
J

o2
—BZTJZ sin? 0;

€
J

definiere magnetisches Moment:
0H;
0B

es Ist: m; = My; perm + M ind

m; = (Operator, Observable)

permanentes magnetisches Moment

€ . . .
Miperm = —5 > 1 (konsistent mit Herleitung oben)
J

M perm 7 0 flir B =0

[l Paramagnetismus: permanente magnetische Momente stellen sich parallel
zu duBerem Feld ein
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beachte: thermische Flukuationen wirken der Ausrichtung entgegen

induziertes magnetisches Moment
o2
__€¢ 229
M ind = i er sin® 0; B
J

m;ind — 0 firB—0

[0 Diamagnetismus: duBeres Feld beeinflusst die Elektronenbahnen, was ein
zusatzliches magnetisches Momente hervorruft

Diamagnetismus schwach (wegen quadratischer Ankopplung)

kollektiver Magnetismus:
— magnetische Ordnung bei B =0

— Ordnung permanenter magnetischer Momente

Momente werden in Vielfachen des Bohrschen Magnetons angegeben:
Bohrsches Magneton

eh J eV
— " _997.107%Z —058-10742
B o 9.27 - 10 a 0.58 - 10 a

z.B.
mMy; perm = —HUB Z lj/h
J

1.3 Spinmomente

Bahndrehimpuls L =) "1; O permanentes orbitales Moment m,
J

Spin S = Zsj [J permanentes Spinmoment mg
J

Gesamtmoment (bei Vernachlassigung der Spin-Bahn-Kopplung):
1
m=mp+mg= —ﬁ,uB(L +gS)

Dirac-Theorie:

11



_ @ 2\
g—2(1+2ﬂ+0(04 )) 9

mit Feinstrukturkonstante o ~ 1/137

1.4 Bohr-van Leuuwen-Theorem

Magnetismus makroskopischer Systeme (Dia-, Para-, kollektiver Magnetismus)
ist ein rein quantenmechanisches Phanomen!

Makrosystem: statistische Bescheibung, thermodynamisches Gleichgewicht
klassischer (reiner) Systemzustand: Punkt im 6/N-dimensionalen Phasenraum:

(,p) = (@1, -, @3N, P15 -+, P3N)
gemischter Zustand gegeben durch Wahrscheinlichkeitsdichte:

p=p(qp)
Normierung:

/dql...dqudpl...dpng(q,p) =1
Observable:

A= A(C],p) = A(Qh s 43N, P1, -~-,p3N)
Erwartungswert:

(A) = / dgdpp(q,p)A(q, p)
kanonische Dichte bei Temperatur 7' (8 = 1/kT):

1
= —BH(g,p)
7 e

Zustandsintegral:

p(q,p) =

7 — /dqdp e~ PH(a:p)

Hamilton-Funktion eines Atoms bei R;:

Hi(qi, pi) mit ¢; = (Gi1, Giz, -+ Gijs ---)
magnetisches Moment des i-ten Atoms:
. — 0H;
‘" 0B

Gesamtsystem: H =Y, H; + WW. = H(q, p)

12



Gesamtmoment:

m(q,p) = 8}2% 7)

m ist eine Observable

Erwartungswert:

_ /dqdp p(q.p) m(q,p)

8B
H(q,p)
6Z/dqdp
_ 1oz
- BZOB

allgemeine Hamilton-Funktion eines Systems wechselwirkender Elektronen im

JuBeren Feld:

1 N -
p; +eA(r)? + Y V(r;) + Vin(re, .., rn)

H(q

" 2m

Zustandssumme:

Z = /d3r1...cl?’rNci?’pl...d3pNe*ﬂﬁ 2 PirteAry)), =0 Vrs)Vin (m

Substitution:
p; — p; — ¢A(r))

Jacobi-Determinante = 1, Integrationsgrenzen unverandert [J

also:

Z(B) = Z(0)
und somit:

o =0
d.h.

(m) =0

13
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1.5 Atomarer Magnetismus

einzelnes Atom (bei R;):
Bestimmung des atomaren Moments?

atomarer Hamilton-Operator: (zunachst fiir ein Atomelektron)

Hi = HO + Hpara + Hdia + Hspin + HSB + Hrel + HKern

mit

2
Hy = 2% +V(r)

O Bewegung des Elekrons im (spharisch symmetrischen) Kernpotenzial

Hyora = %BlB

[l paramagnetischer Anteil: Bahnbewegung des Elektrons resultiert
in magnetischem Moment, dass sich parallel zum Feld einstellt

2 P2

Hdia = 7’2 Sin2 0

m

[l diamagnetischer Anteil: duBeres Magnetfeld fiirht zu einer Beeinflussung der
Elektronenbahn und damit zu einem veranderten magnetischen Moment (~ B?)

Hypin = g%sB

O parallele Einstellung des Spinmoments im duBeren Feld,
Dirac-Theorie: g = 2

2 14V

2m2c2 r dr

Hgp = ls = MNs

O (relativistische) Spin-Bahn-Kopplung
beachte: [I,1s] # 0, [s,ls] #0

aber: 1%, s%, 52, j. ErhaltungsgréBen

p4 e h2
—~ 1
8m3c2  4m?2c?

H. = VVV

U weitere relativistische Korrekturen
(Korrektur der kinetischen Energie und Darwin-Term)

HKern - VQ + ‘/hyperfein

14



1) Korrekturen zu punktférmiger Kernladungsdichte
— Multipolentwicklung des elektostatischen Kern-Potenzials V()
— Monopolmoment O V(r)

— Dipolmoment = 0 i.allg.

TQTB
rd

— Quadrupolmoment Vg < Y Qugp
af

mit Quadrupoltensor ()3

2) Hyperfein-Wechselwirkung
— Bewegung der Kernladungen [ Kernstromdichte

also: Kernmoment my = gx <1

(mit Kernmagneton g, nuklearem g-Faktor und Kernspin I')

J(R)
— R

| bewirkt Korrektur
r

Vektorpotenzial Akem () /d3R

p—D + eAKern<r)

3(sr)(Ir) sl N 81(3[)5(7")

1
Vhyperfein X ﬁIl + 5 3 3

Viel-Elektronen-System:

e Elektron-Elektron-(Coulomb-)Wechselwirkung: Approximationen nétig

O Hartree-Fock-Theorie

e konsistente Behandlung relativistischer Effekte nur im Rahmen der QED

O Vernachlassigung/storunstheoretische Beschreibung der Spin-Bahn-WW

Hartree-Fock-Theorie:

Ansatz fiir p-Elektronen-Wellenfunktion

¢i(r1) 0 di(rp)

Ui pet. (T1, -0, Tp) =

Op(r1) oo Dp(ry)
(Slater-Determinante) im Ritzschen Prizip 0(V|H;|¥) =0

0 effektives Ein-Teilchen-Potenzial: Zentralfeldnaherung

15



V(r) — Veg(r) = —e/d3 '72 9;(') + Vx(r)

lr — 7|
beachte:
— Pauli-Prinzip (Fermi-Statistik): W(...,7;,...,7j,...) = =W(...,7;, ..., 7, ...)
p
- H, Vg _pet. = EVgq _pet. nur falls H; = Z Hz-(rj,pj), d.h. keine Korrelationen

Jj=1

Hamilton-Operator:

p
Hz Z <+‘/eﬂ T])) +Hpara+Hcorr+HSB

Jj=1

mit:
KB
Hpora = ?(L +2S)B = —(m;+mgs)B

(Feld-Term ohne schwachen diamagnetischen Anteil)

Hcorr = Z ‘T‘
J

471'60

— 7‘1\ Z Ve (r5) (Korrelationseffekte)

1
dV (Spin-Bahn-WW)

Hsp = 2m202 Z

(Kopplungen von Bahndrehimpulsen und Spins verschiedener Elektronen sind
vernachlissigt, teilweise korrigierbar durch V- — V)

1.6 Hundsche Regeln

magnetisches Moment eines einzelnen Atoms (bei R;):
— Losung des durch H; gegebenen Viel-Elektronen-Problems

—empirisch: L und S fiir Grundzustand (und damit atomares Moment) bestimmt
durch Hundsche Regeln

e Russel-Saunders-(LS-)Kopplung:
schwache (vernachldssigbare) Spin-Bahn-Kopplung

e sphérisch symmetrisches Potenzial Vg (r)

O Bahndrehimpuls I; und Spins s; ErhaltungsgréBen

16



Gesamtbahndrehimpuls: L =) "1, (j: Elektonen einer Schale)

J

Gesamtspin: S = Z 8;
J

J=L+S

Eigenzustande des Hamiltonians in Zentralfeldndherung: H; = H,
v, LMy, SMsg)

Eigenenergien:
E =E,(LS) (Entartung bzgl. My, M)
Zustande fiir festes L, S: (LS)-Multiplett, 2571 L,

Coulomb-Wechselwirkung H.,. hebt die Entartung bzgl. L, S auf und
liefert das energetisch tiefste Multiplett gemaB den

Hundschen Regeln:

L

(fiir eine gegebene Elektronenkonfiguration hat das Multiplett mit maxi-
malem S die niedrigste Energie)

2

(fiir gegebenes S hat das Multiplett mit maximalem L die niedrigste Ener-
gie)

Bsp: Kohlenstoff, C

's
(1s2252)2p 2 - 'D
-

P

17



Konfiguration my S L Term
3 -2 -1 0 1 2 3
40 0 0 IS
4! 1 1/2 3 °F
4f2 T 7 1 5 3H
4f3 T 1T 1 3/2 6 4
4f T 7T T 2 6 Il
T I T N N 5/2 5 °H
T N N S O B 303 F
11 T T T 1 T 1|72 0 5
4f° T 1 1t 1 1 13 3 TF
4f° et T 1t 1 1 1/525 °H
4f10 (S A S S 2
4f!! 11t 132 6 4
4f12 (U P A M A N L
4f13 ot 1111112 30 %F
4f14 S s A A A M A

Bsp:

La: 4f°5d'6s?
Ce: 4f25d"6s?
Eu: 4f75d%6s?
Gd: 4f"5d'6s>
Yb: 4f145d°6s>

Diskussion:

andere Multipletts >*™'L; liegen (~ 1 eV und mehr) hdher und sind fiir
normale Temperaturen belanglos

(kTRaum =~ 1/40 eV)

abgeschlossene Schalen: L =5 =0

[ kein magnetisches Moment, z.B.:

(myp) = (L, Mpmyp|L, M) o< (L, Mp|L,|L, Mp)e, =0 fir L, M;, =0
H; = Hy + H.o, rotationsinvariant (im Bahn- und Spinraum)

Ausrichtung des Moments einer offenen Schale: duBeres Feld vs. T'

im Raum eines LS-Multipletts: Hsg = A(v, L, S)LS
(mit Wigner-Eckart-Theorem)
Kopplung J = L + S, d.h. Basiswechsel

18



L27LZ7 Sz’ SZ - L27 527 J27 JZ
Eigenzustande von H; = Hy + Hop:
|’77 L7 S7 ‘]7 MJ>
Storungstheorie 1. Ordnung:
A-E"yLSJ - <’Y7 L7 S7 J7 MJ|A(77 L7 S)LSh/,L,S, J? MJ>
1
= A<77L7 S><77L757 J> MJ’i <J2 - L2 - 52) h/aLaSa Ja MJ>
h2
=A(v, L, S>? (J(J+1)—L(L+1)—S(S+1))
o A= AE’yLSJ — AE,YLSJ,l = hQA(")/,L,S) x J

Landé Intervallregel
¢ Richtungsentartung bzgl. M

e mit duBerem Feld: Zeeman-Effekt
anomal: schwaches Feld (gegen Spin-Bahn-WW)

normal: starkes Feld

19
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Kapitel 2

Paramagnetismus ungekoppelter
Momente

bislang: einzelnes Atom, atomares Moment

Ubergang zum Festkorper: atomare Energieniveaus [ Binder

Atom Festkorper

21



¢ Momente bleiben lokalisiert
Bsp. EuO: halbgefiillte 4f-Zustande (praktisch dispersionslos)
(Eu: 4f75d%s?, O: 2s?2p*)

e itinerante Momente

Bsp. Ni: offene 3d-Schale, Hybridisierung mit 4s-Zustanden,
dispergierende Valenzbander

(Ni: 3d%4s?)

kollektiver Magnetismus: Kopplung lokalisierter oder itineranter Momente

zunachst: Paramagnetismus ungekoppelter Momente

2.1 Paramagnetismus lokalisierter Momente

ungekoppelte Momente:
H=> H,
Paramagnetismus: Ausrichtung in duBerem Feld <= thermische Fluktuationen
a) schwache Spin-Bahn-WW:
R?A(v, L, S) < kT, upB (normaler Zeeman-Effekt)
O L,Mp, S, Ms sind gute Quantenzahlen
O |i,~, L, My, S, Ms) Eigenzustande von H;
Eigenenergien:
Einrvysms = Eyrs + (M, +2Mg)ppB
beachte:

e Translationsinvarianz

e fiir normale 7T": Beschrankung auf GZ-Multiplett [0 L, S fest
(Hundsche Regeln)

e (2L +1)(2S + 1) Zustdnde im Multiplett:
My =—L,...,.L und Mg =-S5,...,5

22



Thermodynamische Eigenschaften bestimmt durch freie Energie

F=—-kT'IlnZz
Zustandssumme:
z=112 =2z} (N Atome)
7
atomare Zustandssumme:
Zop = Z e BEiq~ LMy sMg
~,L,S, M, Mg

nur GZ-Multiplett:

Loy = Z 6_6Ei*7’LMLSMS = @_BE’YLS Z e—ﬂ(ML—l-QMs).U«BB
MLvMS MLvMS
es ist:
L L M ;2L .
Z e BMLpsB _ Z (6—5MBB) L (eﬁMBB) Z (e—ﬁ#BB)
Mp=-L Mp=—L n=0
2L+1
_ (p—BusB _
— ePuBBL 1 (e e ) _ ePreBL _ o=BupB(L+1)
1 — e BrsB 1 — e PusB
 ePrBBUAL2) =B B2 ginh(BupB(L + 1/2))
= ePusB/2 _ o—BppB/2 - Slnh(ﬁ,uBB/Q)
analog:
ES: o—BeMsyups _ Sh(BusB - 2(S +1/2))
Ma——s sinh(GupB)
also:
7 0,5 SN (B B(L + 1/2)) sinh(FpupB - 2(5 +1/2))
o sinh(BupB/2) sinh(GBupB)
und:

F = —NkTln (e—ﬁEstSinh(ﬁﬂBB (L +1/2)) sinh(BupB - 2(S + 1/2))>

sinh(BupB/2) sinh(BugB)
B sinh(BugB(L + 1/2)) sinh(BugB - 2(S + 1/2))
F==Nkrh ( sinh(BupB/2) sinh(BupB) ) + N

mittleres Gesamtmoment:

OF(T,B) 10z 10
—o5 "Mz~ MZB

—B(EyLs+(Mp+2Ms)upB)

23



- ; Z(ML + 2M5>MBQ_6(E“/LS+(ML+2Ms)HBB)

1.1 1
NZSpat (L. + 2S.)pge PH = ﬁN<LZ + 252V arpin

" h
also: (m = —up(L+gS)/h)
OF(T,B
N<mz>at - éB )
Magnetisierung: (M = (N/V){m,;))
__1oF(1,B)
V. 0B
hier:
M= _19F(T,B) NkT 0 sinh(BugB(L + 1/2)) sinh(BugB - 2(S 4+ 1/2))
V. 9B  V 0B sinh(BupB/2) sinh(BupB)
mit
d _ coshz
%(ln sinh(z)) = b cothz
folgt:
N
mit der Brillouin-Funktion: D =Loder D=5
2D +1 2D +1 1 1
Bp(z) = 5D coth ( 5D x) - Ecoth (2Dx>
Diskussion:

D =1/2 0O Byj(zr) =tanhz
1 . .

e D— oo U By(x)=cothe — — Langevin-Funktion
x

_ D1 D412D°12D 11
~ 3D """ 3D 3002

® BD(I)

° BD({K) = —BD(—iU)
e Bp(x) — £1 fir x — o0

24



Verhalten fiir hohes 7" oder schwaches B, d.h. © = SupBD < 1:

M = i (LBu(BusBL) + 25B5(20us BS))

N L+1 S+1
= — L——— BL +25——2 B
VMB( Y7 PupBL + 285 g Bus 5)
N1,
= 3HB (L(L+1)+4S(S+1))5B
magnetische Suszeptibilitit
_ OM(T,B)
X = MO*{?B
C . .
X= Curie-Gesetz fiir T' — oo oder B — 0
mit Curie-Konstante:
C = N1 o (L(L+1)+4S5(S+1))
Y 3kM0MB

charakteristische Eigenschaft eines Systems lokalisierter Momente

b) starke Spin-Bahn-WW:
R?A(7y, L, S) > kT, upB (anomaler Zeeman-Effekt)
0 L,S,J, My sind gute Quantenzahlen
O |i,v, L, S, J, M;) Eigenzustande von H;
Feld-Term:

Fn(L. +25.)B

Eigenenergien:

25



Eiyrsam; = Eyrsy +9(L, S)MpupB
mit Lande g-Faktor (Wigner-Eckart-Theorem)
JJ+1)—LL+1)+S(S+1)

L.S)=1
9.(L, §) =1+ 2J(J + 1)
atomare Zustandssumme:
Ty = —BEyLsy XJ: e B9sMupB _ —BEyLss Sinh(ﬁgJ,UBB(J"i_ 1/2))
My=—J sinh(BgsupB/2)

Magnetisierung:

N
M = —Jg;upBs(6gs1usBoJ)

V
Suszeptibilitat fiir hohe T" oder schwaches B:
C
X= Curie-Gesetz

mit Curie-Konstante

N1

¢ = V@MOMQBQ?JJ(JJF 1)

2.2 Paramagnetismus itineranter Momente

Spin-Paramagnetismus im Sommerfeld-Modell:

e partiell besetztes Valenzband [ endliches magnetisches Moment

e orbitale Bewegung [] orbitales Moment
Elektronenspin [0 Spinmoment

e i.allg. orbitales Moment < Spinmoment
(I; im Gegensatz zu s; keine ErhaltungsgroBe)

o Festkorper [ itinerante Elektronen [ itinerante Spinmomente

e nicht-wechselwirkendes Elektronengas [1 Paramagnetismus

Hamilton-Operator N, wechselwirkungsfreier Elektronen:

S /) P’

Ein-Elektronen-Zustande:
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o(1) Xo mith=<é>,X¢=<?>

Ein-Teilchen-Problem:

I nolr) = <ol

Elektronen im Volumen V = L3, zyklische Randbedingungen:
¢(r+ Le,) = ¢(r)

e,: Einheitsvektor in ;1 = x, 7, 2-Richtung

Losung:

|k7 0> - ¢k(r) Xo mit Qbk(’r) -

9~

Randbedingungen:

6zk:(r—‘,—Le,L) _ ezk'r = GZLke“ _ GZLk“ -1

A [ [

also:
21
k, = 7 M n, ganze Zahl erlaubte k-Vektoren
Rastervolumen im k-Raum:
27)3
Agk — (
Vv

Hamilton-Operator in Diagonaldarstellung:

H=3% > ck)k,o)k,ol

k o=T1,l

betrachte Ein-Elektronen-Zustand zu Wellenvektor k1 und Spin oy:
|k17 Jl)
Charakterisierung durch Besetzungszahlen:

Nky = 1 firk =k, c =0
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Nky =0 sonst

Zwei-Elektronen-Zustand:

1
7 (|k1701>(1)|k2702>(2) - |k1,01>(2)|k2702>(1)>

beachte: Teilchenvertauschung liefert keinen neuen physikalischen Zustand
Ununterscheidbarkeit identischer Fermionen

Charakterisierung durch Besetzungszahlen:

Nk = 1 firk=ky, 0 =0y
Nke = 1 fir k = ko, 0 =09
Nk =0 sonst
beachte: ng, = 2 nicht moglich Pauli-Prinzip

(antisymmetrisierter) N.-Elektronen-Zustand:
|{nk,0'}> mit Zznk,o - Ne
k o

Orthonormalbasis des NN -Elektronen-Hilbert-Raums!
Def: Besetzungszahloperator

Mo {0 }) = Mo {0 })

Def: Teilchenzahloperator
]/\76 - Z Z ﬁk,a’
k o

Hamilton-Operator des Sommerfeld-Modells:

Ne pg
H=7} ( ~+ V(ﬁ')) “erste Quantisierung”
= \2m
H=>> e(k)ike “zweite Quantisierung”
k o
h2k?

beachte: V(r) =0 0O (k) =

2m

z-Komponente des Elektronenspins:

28



h, N
Sk,» = §(nm — Ngy)

Spinmoment:

1 _ .
Mk, = _ﬁ:uBgSk:z = MB(”kT - nki)
Gesamtmoment:
1

hNBgZSkz = —pp(Ney — Neyy)

Magnetisierung:

1 = -~ 1 092

M = —pus((Ney) = (New)) = —37 55

Q= Q(T,V, u, B): groBkanonisches Potenzial

System im duBeren Feld:

H = ZZE(k)ﬁk,U -+ %QBZ Sky,;
k o k

— ;;g(k)ﬁk,g + ppB Xk:(ﬁm — Tigey) 1y = ;Z
also:

H= ;Zga(k)ﬁka
mit

go(k) = e(k) + zopupB und z; =1, 2 = —1

groBkanonische Zustandssumme:

== Sp ¢~ BUH—Ne) > <{nk,a}’€7ﬂ(H7“ﬁe) {rest)
{nk,o}
_ Z <{nk7a}|e_ﬁ(zkZG(SU(k)_M)ak,0)|{nk7a}>
{ne,0}
Z e B2 ) =)k, o)
{nk,o}
= et
{nk,o} ko
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[ S e P tpme

k,0 ng -=0,1

=11 (1 + efﬁ(fo(k)*u))

k,o

groBkanonisches Potenzial:

Q= —kTlhh=E= —k:TZln(l + e Plealk)—m)y

k,o
mittlere Besetzungszahl:
o0
ko) = A) = 9Q/0X, H = Hy+ \A
Pe) = 52, ) ((4) = 00/ )+ M)
- =B ~Blea(k)—p) _ 1 _
= M e = gemagy = Gk -

Fermi-Verteilungsfunktion:

1
E)=——
J(E) ePb 41
k quasi-kontinuierlich (Ak = (273 /V — 0 fiir V — o)
n(k)
[

> Kk

fir ' = 0 ist:
Fe(k) — ) = O — =(k)) = O(zp — e(k))
ep = (T = 0): Fermi-Energie
k mit £,(k) = ep: Fermi-Wellenvektor

{k|e,(k) = ep}: Fermi-Flache (im Feld spinaufgespalten)

Magnetisierung:
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100 1 09 de,(k) 1
S VoB T VZam op vtk —mm
HB > %a
M= ——"(N, N,
2 (W) = (W)

Zustandsdichte

(0)

ps”’ (E) = Anzahl Zusténde k,0 mit E < ¢e,(k) < E+ Apro A

_ i (Z OE+A—¢c,(k) - > O~ %(M))

A — 0, also:
P(E) =308 — &, (k)
k
2k,2
fir e, (k) = 5 ist:
m
O(p) = Y _4r / * ak ke —
Po @2n)3 T Jo 2m
v o [ nk?
(2m)3 7T8E/o dk k76 2m )
_ YV 01
(2m)3 " OE 3 lk=vamE/n
_ V10 (VamE
T 2np 30E\ h
3
\%4 1 2m\ 3
= 4 — | -F
s () 5
3/2V
Oy — GV
po (E) 47T2h3 E
fir T'= 0 ist:

— EF
(Neoh = [ aB p0(B)
0

also:

—

<Ne,a> =

(2m)3/2V 2 3/2
Tarp 3
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damit ist:

1 00
M = —VZU:/_OO dE p\(E) f(E — p)zopin

und
_OM  pops o 0 _
=g =~ [ A e (B)H(E ~ k)=
wegen
9 9 9 0z, (k)
= 0 - _ - _ a
SEE) = o (B, (b)) = — o 35— 0) 5
0
= _Zo,uBaiEpgD)(E)
ist also (22 =1):
x=x(T.u,B _ Lolth Z/ dE p"(E) f(E = 1)

Temperaturabhangigkeit? [
Sommerfeld-Entwicklung: (F(w): T-unabhangig, reguldr in Fermi-Schicht)

/ T AEf(E - ) F( / AEF(E) + Y an T FD ()
—o© n=1
_ 1 > 1
mit a,, = 2 <1 — 2) ¢(2n) und ¢(n Z E (Riemannsche (-Fkt.)
p=1

[ amsE - prE) = " aprE) TG - 0T/

mit pO(E) = Y2 0 (E

2
fiopt

U magnetischer Response bestimmt durch totale Zustandsdichte

T >0:
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beachte: y ist (fiir festes NV,) temperaturabhingig

o (N.) = [dE J(E ~ w)p® (E) = N(T = 0) = N,

e Sommerfeld-Entwicklung: N, = N (T, V, p)
m? P(O)/(ﬁF)
Aufissen O = u(T,V,N,) = ep — — 122 04 .
o Auflésen O p= pu(T,V,N.) =¢ep 61 J0(zp) +
e Einsetzen in Sommerfeld-Entwicklung von x = x (T, V, u)
i P(U)”(5F) P(O)/@?F)2
=x(T=0) 1+ —(kT)? -
* x=x( )( + 6( ) (p(0)<5F) PO (e)2
h2k?
fir e, (k) = , PO (E) = const. V'E ist:
2m
72 (kT)?
— (T = 1— — .

beachte: e ~eV, kTRraum ~ 1/40

O nahezu T-unabhingige Pauli-Spinsuszeptibilitat (Pauli-Prinzip!)

Paramagnetismus:

lokalisierte Momente \ itinerante Momente
X x 1/T nahezu T-unabhangiges x
Curie-Verhalten Pauli-Verhalten

2.3 Lokaler Spin

N, itinerante Elektronen, j =1, ..., N.: Teilchenindex

s\ ist keine Observable (Ununterscheidbarkeitsprinzip)
h
statt dessen: S, = §(ﬁkT — Nky)
Sk.z “Spin (z-Komponente) eines Elektrons im Zustand |k)”
analog:
S, “lokaler Spin bei R;"

oder
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m; = —qgupS;/h “lokales Spinmoment bei R;"

Definition:
h .
Sie = 5 (i — 7y
mit 7;, Besetzungszahloperator des Zustands |ic) und

lio) = kB o)

%

x,y-Komponenten:

1
Siz = E(SH + Si-)
1
Szy Z(SH— Sz—)
es gilt:
S, =8I Sit = Si 1Sy,

Si+: Leiteroperatoren, d.h.

Darstellung mit Erzeugern und Vernichtern CZU, Cio:

Si+ = hC}TCu Si, = hCllCiT = S;;
kompakt:

chd UU’ClU H=1Y,z

mit den Pauli-Matrizen:

0 1 0 —i
(@) W — () —
(Vo) e (ET) e

Drehimpulsalgebra:
[Siz, Siy|l— = 1hS;, (und zyklisch)
[Sizs Sjyl— = 1h0;; S, (und zyklisch)
gilt dann und nur dann wenn
[Cioy Clor]4 = 01000 (A, Bl = AB + BA)

fermionische Antivertauschungsrelationen
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wegen (c!)? = 0 (Pauli-Prinzip) gilt:
ﬁ?a = ( }LaCiU)Q = Cjo'ciac;'racilf = C;'ra

T _ T _
(1 - Cio'cio')cio' = CixCic = Nio

[l Eigenwerte von n;,: Besetzungszahlen n;, = 0,1

h
[0 Eigenwerte von S;, = §(ﬁm —n;y): 0,£1/2

0 S=0und S = 1/2, Eigenwerte von S?: 0, (3/4)h?

O S, ist kein Spin-1/2!
beachte auch: S7 = 352

es gilt:

e sU): Spin des j-ten Elektrons, j = 1,

e S;: Spin am i-ten Gitterplatz, 7 = 1,

aber:
Gesamtspin
Ne N
S=Y V=35,
j=1 i=1
denn:

S=> <i0(1)\8(1)!i’o’(1)>czTaci/g/ _

it'oo’

35

..., N, (keine Obs.), ()2 = (3/4)h?
..., N (Observable), S? # const.

h
<050/ Cig!
2

. h,.
Z(wlialw’)cjacw/ = Z cja

ioo’! ioo’
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Kapitel 3

Kopplung magnetischer Momente

3.1 Dipol- vs. Coulomb-Wechselwirkung

Paramagnet: Ordnung der Momente durch duBeres Magnetfeld
Ferromagnet: Ordnung der Momente durch inneres Magnetfeld

Austauschfeld B4

thermodynamisches Argument zur Abschatzung von By:
Kopplung der Momente durch Austauschfeld < thermische Fluktuationen
Ordnung < Unordnung
U minimal < S maximal
Zustand wird bestimmt durch minimale freie Energie:
F=U-TS = min.
fur T =T¢:
upBa ~ KT

mit:
i Ba: Energie eines Moments im Austauschfeld

kT thermische Energie

typische Curie-Temperaturen ferromagnetischer Materialien:
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Material | To in K | kT.ineV | B4 in T

Ni 630 0.055 940
Gd 290 0.025 430
EuO 70 0.006 100

vergleiche: Laborfeldstarken ~ 10 T

Austauschfeld B4 phanomenologisches Konzept, reale Wechselwirkung?
Dipol-Dipol-Wechselwirkung ?

magnetischer Dipol bei R; =0 [J Vektorpotenzial:

Mo m; X7

C4r 3

B-Feld des magnetischen Moments:

A(r)

fo My X T o 3n(nm;) —m;
B(r):VxE = 5 (n=r/r)

Feld eines Moments bei R; # 0:

o 3(r — Ri)((r — Ri)m) — (r — Ry)*m,
a 47’(’ |’f' — RZ|5
Feld aller Momente bei 7 = R;:

B(r)

i#j @ 3R13(Rmml) — _RZ2]’I’)’LZ
4T R3;

(Ri; = R; — R;)
Energie eines magnetischen Moments m; bei R; im Feld aller anderen:

Ej = -B(R;)m; = i

i

o REmymy; — 3(Ryymy) (Riym,)
AT Rfj

Abschatzung: z = Anzahl n.N., |m;| ~ g, Rij = dyx. ~ A

2
Ho M -
E; ~ —4ﬂz—d§li ~ 107" eV <« kT ~ 10 meV

U Dipol-Kopplung zu schwach!

magnetostatische (relativistische) WW <« elektrostat. (klassische) Coulomb-WW

p(ri)p(r;)

e Problem: klassische Coulomb-Wechselwirkung | |
T — ’I"j

spinunabhangig!

e Konsequenz: Quantenmechanik (Pauli-Prinzip) notwendig
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3.2 WeilB’scher Ferromagnet

phdanomenologischer Ansatz:

e Austauschfeld proportional zur Magnetisierung: B 4 = Ao M

e permanente Momente verhalten sich wie ein Paramagnet
mit durch J charakterisierter Brillouin-Funktion

also:

N
M = VJQJMBBJ(ﬁgJuBBAJ)

By = AoM O nichtlineare Bestimmungsgleichung fiir M

Diskussion:

e M =0 ist Losung, paramagnetische Losung
e M # 0 Lésung O —M Losung

e Losungen M # 0, falls:
d N

—_—— B B 1
dMVJQJMB 7(BgsppBal) o >

1 S

o M
e firl’'>To, T —Tpist M — 0, B4 —0 O
N N J+1
M = —JgupB;(BcginsBal) — —Jgins—(BcgripBalt)
V V 3J
By = AuoM:
N 1
M = ngggJ(J +1)BegrpupApoM
also:
N 1
Tc 1ok g7 (J +1)A

TV 3k
mit der Curie-Konstanten
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N 1
= V@MOM%Q(ZJJ(J +1)
ist:

Curie-Temperatur

fir ' — 0 ist:
B — o0 By(x)— %1

also:

mit Sattigungsmagnetisierung M, = —Jg up

Mp-

fir T'> T ist M =0 bzw. M # 0 nur fiir By # 0O:

N
M = —JgusB;(Bg1s(Bo + MM )J)

v
T — oo:
N J+1
M= % JgJ,UB (ﬂgJﬂB(BO + Ao M)J)
m=C (Bg " )\M)
T\ po
auflosen:
1 C
M =—B
o OT - \C
damit gilt:
M
X = Mo (gBo>T =7 —OTC Curie-WeiB-Gesetz
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3.3 Magnetische Kopplung

m; = —8S,;/h: lokales Spinmoment bei R;
magnetische Kopplung: m; hat Vorzugsrichtung bei gegebenem festen m;
O kollektive Ordnung setzt magnetische Kopplung voraus

0 magnetische Kopplung aber nicht hinreichend fiir kollektive Ordnung

Bsp: Frustration
H = —JS152 - JSQSg - JSgSl
S;: lokaler Spin mit s = 1/2, J < 0: antiferromagnetische Kopplung

kollektive Ordnung auf Dreiecksgitter mit antiferromagnetischer Kopplung 7

J J
H = —5(51 + 8>+ 8;3)° + 5(55 + S5+ 53)

H= —‘;(Sl + 85+ S3)° + gSS(S +1)
klassisch: H = min fir

S1+ 82+ 8535=0
nichtkollineare 120° Ordnung auf 3 Untergittern

A

auch fiir Quantenspins! (7" = 0)

Frage:
Wie kann die spinunabhangige Coulomb-Wechselwirkung zu einer
magnetischen Kopplung fiihren ?

Antwort:
Pauli-Prinzip, Fermi-Statistik
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Beispiel:

N, = 2 ununterscheidbare Fermionen (s = 1/2), spinunabhingiger Hamiltonian:

2 2
D1 D5
H="—4+"=
5y ot V(ri,re)
Hilbert-Raum:

H = Hpann ® Hspin

H spinunabhangig [ Eigenzustand faktorisiert in Bahn- und Spinanteil:
|¥) = |Bahn)|Spin)

ONB von Hgpin:

Singulett, antisymmetrisch unter Teilchenaustausch:

2= (10910 =1 )011)@)

Triplett, symmetrisch unter Teilchenaustausch

5 (10010 +1 501 )@)

IS=1,Mg=1)=| 1Y 1@
S =1, Mg ==1) = [ )V )

|S=0,Mg=0) =

1S =1, Mg =0) =

gesamter Zustand antisymmetrische [ 4 Moglichkeiten:
|¥) = |Bahn)M|S = 0, Mg = 0)
|¥) = [Bahn)7)|S = 1, M)
H wirkt nur auf Bahnanteil:
H|Bahn)® = E®)|Bahn)®
unterschiedliche Zustéande [
E®) £ ) maoglich
O bevorzugte Parallel-/Antiparallelstellung der Spins maglich !

0 magnetische Kopplung

effektiver Spin-Hamiltonian:
definiere:

Heg = Co — J 515,
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mit
J 32 J
Har = Co— 3 (S1+85)* — 8 - 8] =Cot =) =58
ist dann
352

Hg|Bahn)|S = 0,0) = (Co + 4J> |Bahn)™)|S = 0,0)

und

2
Heg|Bahn) O[S = 1, Mg) = <Co + jzrﬂ) Bahn)[S = 1, Mg)

wahle

1
Co = Z(E<+> +3E0)) J=—(E® - EO)

also:
J: Austauschwechselwirkung
J > 0: ferromagnetische Kopplung

J < 0: antiferromagnetische Kopplung

3.4 Direkte Austauschwechselwirkung

mikroskopische Bedeutung der Austauschwechselwirkung?
Zusammenhang mit Coulomb-Wechselwirkung?

Bsp: 2-Elektronen-System (Heitler-London-Verfahren)

2 2 2
Pi | P € 1
g=+PL P vy v e
2m  2m V) £ Vi) + dreg |11 — 7o

H: spinunabhangig, symmetrisch unter Teilchenvertauschung
e? 1
H=H +Hy+ ——— = Hpei + Hyw
47'['60 ’7‘1 — 7'2‘

die Teilprobleme

HioY) = B[V
) = E.x?)
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seien gelost, |¢1)), |x(2)): Bahnanteile

definiere fiir festes m, n:

1
&) = —= (le) ) £ X)) e2))

V2
es ist:
Hfrei|¢(i)> = (Em + En)wj(i))
die Eigenenergie E,, + E,, ist also 4-fach entartet:

W) =[S = 0,0)
W) = [p())|S =1, M)

wegen Ununterscheidbarkeitsprinzip gilt strenggenommen:

{pm)y = {lxm) }

Kerne bei R; bzw. Ry, U
V(r) hat Singularitaten bei R; und Ry, [
Elektron an Kern bei R; oder bei R, gebunden

definiere daher:

bei R; lokalisierte Zustande:

{lom)} H™ oMY = B |etD)
bei R, lokalisierte Zustande:
{Ixm)} HYY D) = B [x?)

mit rein atomaren Hamiltonians Hfat), Hg(at) (Singularitat nur bei R, oder R))
also ist fiir |[Ry — Ry| — o0:
(@mlXn) — 0
fir die jeweiligen Grundzustande insbesondere:
{olx0) — 0
i.allg. ist fir |Ry — Ry| < oc:
{polxo) =L < 1 Uberlappintegral

betrachte jetzt volles Problem Hy..; + Hww

approximative Grundzustandsberechnung mittels Ritzschem Variationsprinzip
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(V)| H )
GO

Testzustand (Bahnanteil):

0=0

|@/)(i)> = cl|<p(()1))|x(()2)) + 02|X((31))|<p(()2)) ¢1, ¢o: Variationsparameter

beachte: polare Zustande der Form |g081)>|g0(()2)) sind energetisch ungiinstig

es ist:

<w(i)|¢(i)> = C% + C% + 20102L2

und
1 2 1 2 1 2 1 2
WHH[®Y = e[S H IS ) + 1P H ) o)
1 2 1 2 1 2
+ eS| OGP TH XS 087) + crea O 1S 1 H o5 X&)
also:
(W HPH)Y = (2 + 2 + 2¢16,L2)2Ey + (2 + E)D + 2¢16,F
mit
r 'S
D = <90(()1)|<X(()2)‘HWW’(PO >|X0 = //dBr d’ry ol ’7101|_|>f:2(’ 2)|

direktes Coulomb-Integral

o(r)xg(r T T
B = (e | Huwd)el2) = 1 [ [ dtriain, TG 0o ()

4meq |ry — 7o
Austauschintegral
insgesamt:
(Y| HapH)) _(F4+ S +2016L%)2E) + (] + 3)D + 2c16F
(PE)[pH)) A+ 3+ 2cic0L2

Ableiten nach ¢; und Null Setzen fiihrt auf:
= c5 also: cy =+
O (Anti-)Symmetrisierungsbedingung erfiillt
einsetzen in Normierungsbedingung:
= (BN F) = 2 4 & 4 2c16,L7 = 262 £ 22 L% = 23 (1 & L?)
1

= :tCZ = —_—
2(1 + L2)
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fir die totale Grundzustandsenergie folgt:

(YO H]HE)Y  (2+£2L2)2E) + 2D + 2F

W@ Y 2+ 202

also:

D+E
E®) =9F, + ——
o TE 2

effektiver Spin-Hamiltonian:

Heg = Co — J 515

mit
1 _
J = ﬁ(E(ﬂ — EO))
also:
1 <D +F D-— E)
SR \1+L2 11— L2
bei kleinem Uberlapp L < 1:
J =2E/h?
Heisenberg:

Der (nichtklassische) Austauschanteil der Coulomb-Wechselwirkung
ist flir magnetische Kopplung verantwortlich !

Verallgemeinerung auf Gitter: [0 Heisenberg-Modell

H= —; > JiiSiS;

i,J

Diskussion:

o effektives Gittermodell mit magnetischer Kopplung z.B. zwischen nachsten
Nachbarn

e kollektive Ordnung? Stabilitat gegeniiber thermischen und Quanten-Fluktuationen?

e Variationsansatz vernachlassigt polare Zustande
O Elektronen sind lokalisiert (L — 0)

O nur fiir Isolatoren geeignet (z.B. EuO, nicht: Fe, Co, Ni)

e aber: E# 0 nur fir L #0
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e direkter Austausch als Kopplungsmechanismus oft nicht dominant

andere Modelle des Magnetismus bzw. Heisenberg-Modell mit anderer In-
terpretation fiir J realistischer

3.5 Superaustausch

Ubergangsmetalloxide (z.B. MnO: Mn 3d®4s?, O: 2p*)

e |okale magnetische Momente der Kationen koppeln
(Mn, S =5/2, 1. Hundsche Regel)
e kein Uberlapp der Mn-Orbitale
e indirekte Kopplung iiber Anion (O): Mn-O-Mn Superaustausch

e |solatoren

einfaches Modell:
2+ 2— 2+

Mn @) Mn

@ S=5/2

Kopplung der Mn-Spins ?
energetisch mogliche Zustande:
Zustand

2+ 2

Mn°" 0% Mn”
D

— O-2p-Elektronen am O-Atom, bilden Spin-Singulett

, Energie ¢

Zustand

, Energie e + U
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— 1. Hundsche Regel [0 Spin des O-2p-Elektron antiparallel zum Mn-Spin

Zustand
2+ 2

Mn°" 0% Mn”

s 1)

— U: Coulomb-Wechselwirkungsenergie im 3d-Zustand

, Energie e + U

Zustand

, Energie e + U +V

— nur moglich bei antiparalleler Orientierung der Mn-Spins

Hopping-Integral:
t = (1[H[2) = (1]H]3)

weiter ist:
(2|H|4) = (3|H|4) =t falls Mn-Spins antiparallel:
(2|H|4) = (3|H|4) =0 falls Mn-Spins parallel:
also:
€ t t 0
"o t e+U O t/0
St 0 e4U t/0
0 t/0 )0 e+U+V

es folgt: Grundzustand fiir antiparallele Mn-Spins

qualitativ: Hopping beider O-Elektronen auf Mn nur bei antiparallelen Mn-Spins
moglich und energetisch giinstig, da kinetische Energie abgesenkt wird

Superaustausch bewirkt antiferromagnetische Kopplung
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noch weiter vereinfachtes Modell:

e N = 2 nichtentartete (s-artige) Orbitale an benachbarten Gitterplatzen

Hilbert-Raum am Platz i:

|i,0), Energie 0
li, 1), Energie €
i, 1), Energie ¢
li, 1), Energie e + U

“Hubbard-U" intraatomare Coulomb-Wechselwirkung

N, = 2 Elektronen insgesamt (N, = N: Halbfiillung)
[0 Grundzustand bei unabhangigen Orbitalen:

1 Elektron pro Orbital [0 magnetisches Spinmoment, S = 1/2

Hopping ¢ zwischen den Orbitalen
t > U [ Elektronen delokalisiert [0 Metall, Sommerfeld-Modell
U >t 0O Elektronen immobil (Energiestrafe U) [0 Mott-Isolator

Hamilton-Operator in 2. Quantisierung:

H = 19 Z (nm + nu) + U Z nmnil —+ t(CITCQT -+ CJ%TC” + Cthl —+ C;lcll)
i=1,2 i=1,2

H ist spinunabhangig
Zustande mit N, = 2:

=111l
2)=121,21)
3)=111,21)
[4) =121,1])
5)=11,21)
6) =111,2])

Hamilton-Matrix:
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26 +U 0 t —t
0 2¢4+U t —t 0
t t 2¢ 0
H= —t —t 0 2
2¢ 0
0 0 2
Grundzustand: Singulett (S = 0)
o U 1 4¢* 3o
EC) =5 — SVUPH 16 = —— + 0(*/U?)
erster angeregter Zustand, Triplett (S = 1)
EW =0 (3-fach entartet)

also:
Heﬁ‘ - CO - J5152
mit J = (E™ — EC))/n?

1 4¢2

U

antiferromagnetische Kopplung

Verallgemeinerung auf ein Gittermodell

N n.N.
Hzﬁz Z niU—l—tZZCIJCjU—'—UZniTnil
Jj o i

i=1o=T] i

Hubbard-Modell

e (neben Heisenberg-Modell) ein Standardmodell magnetischer Ordnung
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kinetische Energie und spinunabhangige Coulomb-Wechselwirkung

Hubbard-U: stark abgeschirmte, rein lokale Wechselwirkung
System mit schmalen Bandern (3d, 4f)

U >t und Halbfiillung: Mott-Isolator
U < t oder “Dotierung”: Metall

Superaustausch [ antiferromagnetische Kopplung bei Halbfiillung

Ableitung eines effektiven Niederenergiemodells fiir U > ¢:
(fiir komplettes Gittermodell!)

es ist:
H=T+V
mit
n.N.
T:tZchacjg, V:UZniTnu
ij o i

(nach Wabhl des Energienullpunkts, so dass ¢ = 0)

definiere
d = Z n“nu
i

Eigenwertgleichung:

dld,r)y = d|d,r)
d: Anzahl doppelt besetzter Gitterplatze, hochgradig entartet
definiere:

Py=>|d,r){d,r| (Projektor auf den d-Unterraum)

Orthogonalitat und Vollstandigkeit
Pde/:(de/Pd Zpd:].
Zerlegung von H:
H: (ZPd) H <Z_Pd/>
d &
Taa =Y PiradTPy
d
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Tag andert d um Ad
]H:%+ﬂ+1ﬁwﬁ

betrachte
Ho=Ty+ V|
als gelost (Hy|d,r) = e4/d, ) ¥r) und

H1 = T1 + T,l - O(t)

als kleine Storung

Resolventen-Methode

Schrodinger-Gleichung:
H|V) = E|V)

Zerlegung von |U):

|\I’>:§:Pd|\1’>:‘\110>+‘\111>+...

hier:
|¥) = |[Wo) + V) (Us) = [¥y) + -
Schrodinger-Gleichung
Ty T Vo) Vo)
T To+U T4 W) B W)
T, To+2U0 --- |Ws) |Ws)
hier:
(To T_1>< o) >:E< Vo) )
Iy Hs “Ij>> |‘I’>>
2. Gleichung:
Ti|Vo) + H- V) = E|V..)
1
0>) = 5= H>T1|‘I’0>
1. Gleichung:

To|Wo) +T 4|V ) = E|Wy)
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(To + T, T1> Wo) = E[Wo)

E— H-
also:
1
E—H.
esist H. = U + O(t) im d = 1-Unterraum
fir E = O(t) (d = 0-Unterraum) ist also:

Heg=To+ 1T,

T

1
Heg =T, — ET_lTI +O(t*/U?)

andere Methoden zur Ableitung von effektiven Niederenergiemodellen:

kanonische Transformation oder Storungstheorie

Resolventenmethode algebraisch am wenigsten aufwandig

gleiches Resultat

Behandlung hoherer Ordnungen: Chernyshev et al, cond-mat/0407255

TO :?
fir N, = N (Halbfiillung) ist:

n.N.
Ty=PTP=tP Y > clcjisPy=0

ij o
allgemein:
n.N.
To=tY Y co(l=nig)(1—n;o)cio
ij o

1
zweiter Term: — ET,ITl

mit lokalen Spins

1
Si, = 3 > czgaé_’;),cwz =1T,Y,2

oo’
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mit

insges

4t
J=——
U
amt folgt:
n.N. ; J n.dV. 1
Hop =13 > cip(l=nig)(1=njo)cio =5 > (Sisj - 4)
1y O ij

(t-J-Modell)

Hez = H im d = 0-Unterraum bis auf Terme der Ordnung O(¢*/U?) fir N, = N
und Terme der Ordnung O(t?/U) fiir N, < N.

fur Halbfiillung (N, = N) ist:

J n.N. 1
Ha =53 (8:8,-5)

ij

(Heisenberg-Modell)

Diskussion:

Herausprojizieren hochenergetischer Zustande
[ einfachere effektive Modelle mit weniger Freiheitsgraden

(Idee der Renormierungsgruppe: Systematisierung dieses Verfahrens, “Fluss”
der Wechselwirkungsparameter: U — J)

N, = N: Niederenergiesektor des Hubbard-Modells: nur Spindynamik
Hopping wegen “Energiestrafe” U/t — oo unterdriickt

fir N, = N ist S7 = 352 = 3(ny +ny, — 2d;)/4 = 3/4 im d = 0-
Unterraum

0 S87=8(S+1) mitS=1/2

Abbildung auf antiferromagnetisches Heisenberg-Modell, J < 0

Anderson-Superaustausch-Mechanismus

kinetische Energie + spinunabhangige Coulomb-WW + Pauli-Prinzip [
effektive Spin-Spin-Wechselwirkung

anschaulich: bei AF-Ordnung ist (virtuelles) nachst-Nachbar-Hopping (hin
und zuriick) méglich (Pauli-Prinzip) und fiihrt zu Absenkung der kineti-
schen Energie
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N / U
' /
i j

e {-J-Modell: Hopping moglich
N = L — 1: Hopping fiihrt zu Frustration des AF [ String-Potenzial

bty !
i O} § 2
byt

gepaarte Locher sind mobiler [ Supraleitung ?

b by
f 7ot
ot '

— - —

3.6 Doppelaustausch

indirekte ferromagnetische magnetische Kopplung

Hintergrund:

e Maganate, z.B.: Sr-dotiertes LaMnOs:
La;_,Sr,MnO;

e D = 3 kubisches Gitter
e antiferromagnetisch fiir x = 0
e ferromagnetisch in gewissem Dotierungsbereich x

e kolossaler Magnetowiderstandseffekt (CMR):

Anderung der Leitfihigkeit um mehrere GréBenordnungen in Abhingigkeit
von duBerem Magnetfeld
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atomare Elektronenkonfigurationen:
La: 5d'6s?
Sr: 5s?
0: 2p!
Mn: 3d’4s?
Ausgangsverbindung (z = 0): LaMnO;
La®>*Mn3t 02~ [ lokales Mn-Moment [0 Superaustausch [ AF

anderes Ende der Dotierungsreihe:
x = 1: SrMnO3
Sr’TMn** 0%~ [ lokales Mn-Moment [ Superaustausch [ AF

Leitfahigkeit?

e Abweichung von spharischer Symmetrie in kubischem Kiristallfeld

e Aufspaltung der 5 (atomaren) Zustinde Mn-3d-Schale im Festkorper
3-fach entartetes ty,-Level

2-fach entartetes e -Level

e Hundsche Regel:
3 Elektronen in t5, mit Spin-T O lokaler S = 3/2-Spin

Mn3*-lonen in La3™Mn3+t02~: Mn**-lonen in Sr2*Mn*+Q2—:
S=1/2
€g €g
Kristallfeld Kristallfeld
S=3/2 S=3/2

® {y,-Zustande bei hoheren Bindungsenergien

e Band mit geringer Dispersion [ lokales Spin-Moment S = 3/2
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e breiteres e,-Band mit itineranten Elektronen (Momenten)

aber:
La®*Mn3TO?%" korrelationsinduzierter (Mott) Isolator
(Doppelbesetzung von e,-Zustédnden am gleichen Mn ungiinstig)

Sr2*Mn*+ Q2 Band-Isolator

dotierte Systeme:
La;_,Sr,MnO;3

x Locher im e,-Band [ Ladungstrager [ Metall

intraatomare Kopplung zwischen itineranten und lokalisierten Momenten:
—JgsS

Hundsche Kopplung, also Jg > 0

Modell der elektronischen Struktur:

n.N.
H=t) ZCZTUC]‘J —Ju )y s+ S;
G o i

ferromagnetisches Kondo-Gitter-Modell

Fullung n

Sy NS\ s

JH

Diskussion:

e vereinfachende Modellannahmen:

nicht-entartetes Valenzband
lokalisierter S' = 1/2-Spin

e Parameter: Bandfiillung n = N./N
e Storstellen-Kondo-Modell:

n.N.
H=t) chacjg — Jusi, - Si, io: Storstellenplatz
g
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e antiferromagnetisches Kondo-Gitter-Modell: Jyz — J < 0

effektives Niederenergiemodell zum periodischen Anderson-Modell
(analog zu Hubbard-Modell [0 Heisenberg-Modell)

n.N.

H =133 cycio + V3 (clofio + fioeic)
ij o io
ter 2 finfio + U flofio o fico

magnetische Kopplung:
keine direkte Kopplung der Mn-t,,-S = 3/2-Spins

indirekter Doppelaustausch-Mechanismus:

ferromagnetische antiferromagnetische Konfiguration

Valenzband, e

< ms 3/2m <: ms 3/2M Core-Spins, tyg

Platz i i Platz i

J Hopping, also Absenken der kinetischen Energie nur fiir FM Konfiguration

CMR-Effekt:
e ferromagnetischer Doppelaustausch
O kollektive ferromagnetische Ordnung fiir T' < T

e fiir ' > Tx: magnetisch ungeordnete lokale Momente:

[ starke Streuung der Leitungsbandelektronen

e duBeres Magnetfeld
[l ferromagnetische Ausrichtung der lokalen Momente

0 Reduzierung der Streuung, stark sinkender Widerstand

e Effekt bei T am starksten, starkster Response auf duBeres Feld
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3.7 Stoner-Mechanismus

Fe, Co, Ni: metallischer Ferromagnetismus itineranter Elektronen
— keine lokalisierten Spins

— starke Coulomb-Wechselwirkung unter den 3d-Elektronen

— schmales 3d-Band, vereinfachend: nichtentartet

— Bandfiillung: nichtganzzahlig (Hybridisierung mit 4s-Zusténden)

— ferromagnetische Metalle

U Hubbard-Modell

H = Z tijCIJCjU + UznzTnzl
7

17]70.

mit ¢;; =t < 0 fiir nachste Nachbarn, ¢;; = 0 sonst

t;; = 0: Wahl des Energienullpunkts

Stoner:
abstoBende Coulomb-Wechselwirkung bewirkt ferromagnetische Kopplung

paramagnetischer Zustand ferromagnetischer Zustand
Energie Energie
SF_ 8'1
- | -
Zustandsdichte Zustandsdichte

e Paramagnet:
minimale kinetische Energie
ungiinstig fiir Wechselwirkungsenergie
e Ferromagnet:

minimale Wechselwirkungsenergie
ungiinstig fiir kinetische Energie
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Ferromagnetismus wird durch hohe Zustandsdichte an der Fermi-Energie

begiinstigt

— Minimierung der Wechselwirkungsenergie

— bei nur geringer Erhohung der kinetischen Energie

O Stoner-Kriterium

Up(SF) >1

(grobe) Klassifizierung (einiger) magnetischer Materialien:

Fe, Co, Ni | La;_,Sr,MnO; EuO MnO, V,0;3
magn. Momente || itinerant itin.+lok. lokalisiert itinerant
Transport Metall schl. Metall Isolator (Mott-)lIsolator
Ordnung ferro ferro ferro antiferro
Mechanismus Stoner Doppelaustausch direkt Superaustausch
Modell Hubbard FKGM Heisenberg | Hubbard (n = 1)

alle Materialien paramagnetisch fiir hohe T’

ferromagnetisch unterhalb Ty Curie-Temperatur oder

antiferromagnetisch unterhalb 7y Neél-Temperatur

Aufgabe der Viel-Teilchen-Theorie:

e Modellierung verschiedener Materialklassen

Identifikation von Kopplungsmechanismen

Losen der Viel-Teilchen-Probleme

Berechnung magnetischer KenngroBen
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Kapitel 4

Kollektive Ordnung

e magnetischer Kopplungsmechanismus notwendig aber nicht hinreichend fiir
kollektive Ordnung

e exemplarische Untersuchung von kollektivem Magnetismus anhand des Ising-
Modells

e realistischere Modelle: Heisenberg, Hubbard extrem schwierig, s.u.

setze: | lh=k=pug=1

Heisenberg-Modell:

Jn.N. N
H=-33 5, —B;Si
7,7 =

mit lokalen Spins S; (z.B. Spinquantenzahl S = 1/2)
[Sizs Sjyl = 1Sis (und zyklische Permutationen)
auf Gitter mit ¢ =1, ..., N Platzen

Modell-Varianten:
J n.N.

H =~ 3 [0(SwSjs + SiySjy) + 55::5;:]
,J

a = [3: Heisenberg-Modell
a = 0,0 = 1: Ising-Modell
a=1,0=0: XY-Modell
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4.1 Eindimensionales Ising-Maodell

Ising-Modell:

N N
H:—JZSZSZ,l—BZSQ (J,B>0)
=1

i=1

— hier: eindimensionales Modell

D = 1: lésbar (Ising, Lenz ~ 1920)

D = 2: |6sbar fiir B = 0 (Onsager 1944)

D = 3: nicht analytisch I6sbar, numerische Losung problemlos

D = oo: lésbar (WeiB'sche Molekularfeldtheorie, s.u.)
— allgemeines Demonstrationsmodell der statistischen Physik

hier: ferromagnetische Kopplung [ kollektive ferromagnetische Ordnung?
— S; kurz fiir S;., lokale Spins an Platzen eines Gitters: i = 1, ..., N

— alle Observablen kommutieren [ “klassisches” (aber diskretes) Modell

— Darstellung eines Spins: .S; = ( é _01 ) (ohne Faktor h/2!)

— mogliche Werte (Eigenwerte): s; = £1
— periodische Randbedingung: i =0 & i =N
— Energie eines Spins im Feld B:
—B, falls s; = +1 (Spin parallel zum Feld, B > 0)
B, falls s; = —1 (Spin antiparallel zum Feld, B > 0)
— Wechselwirkung zwischen nachsten Nachbarn

WW-Energie —J falls S;S;_1 = +1 (bevorzugt parallele Spins, J > 0)

B
=1 =2 i=N
T—Jlul—JT—Jl—JTHTHT
+J
- GZE: Ey= —N(J+ B), GZ: sy = ... = sy = +1

62



— Gesamtmoment: M = Z(SZ) (vergl: M = —h~'gup > (Si)

7

Ableitung der Gleichgewichtsthermodynamik in kanonischer Gesamtheit
Zustandssumme: g=1/T
7 =Z(T,B,J,N) = Spe ¥
ONB des Hilbert-Raums:
{ls1) -~ lsn)}
also:

7 = Z Z exp<6JZSi85_1+ﬁBZSi>

s1==*1 sy==%1

= > Y [lexp(8Jsisi—1 + BBs;)

s1==+1 sy==%1 1

(entspricht klassischer Zustandssumme)

Transfermatrixmethode

Hexp (BJsisi—1 + BBs;) = Hexp <ﬁJsisi_1 + ;ﬂB(Si + si_l)) = HQSi,sH

mit Transfermatrix
oBIHBB =BT

Q = < 676‘] eBJf,GB )

definiere Vektoren (Eigenvektoren von S; zu s; = £):

wo-(2) e

dann ist:

<3i|Q|8i—l> = Qsi,si_l
und:
N
7 — Z Z HQ%SH

s1==1 sy==x1:=1

= > > (snlQlsn1) - (52|Qls1) (51| Qlsw)

s1==*1 sy==%1

= > (sn|Q"|sn)

sy==1
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Z=SpQ"

Q reell und symmetrisch [
Q=UqU"

mit U reell und orthogonal, UU” = 1, q diagonal
Z=5SpQY = Sp (UqUT---UqUT) = Spq”

N
- A0 _ A0 _\N N
_Sp<0)\2> —Sp(0 >\§V>_/\1+>\2

;. Eigenwerte von Q

fir N — oo ist also:

AN
2= +8 = (14332 - A

Z=\N

max

beachte A,.x nicht entartet!

Theorem von Perron und Frobenius:
sei A eine reelle M x M-Matrix mit A;; >0 O
— es gibt einen nichtentarteten reellen Eigenwert A > 0
— mit A > || fiir alle Eigenwerte X\ # A

- dax = (x1,...,x)) Eigenvektor zu A mit x; > 0

statt Beweis: direkte Rechnung:

BI+BB _ ) —BJ
e e
= det
0 € ( o587 eBI—BB _ )

— 22 _ )\ (6ﬁJ+BB + 6@2}—53) + e2B8J _ =287

also:

A= em; (eﬁB + 6_53) + \/iem’ (eBB 4 e=BB)? — 287 4 =20

=P’ (cosh(ﬁB) + \/cosh2(ﬁB) 14 6—46J>

(konsistent mit P.-F.-Theorem)
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somit:

N
Z(T,B,N) = o/ (Cosh(ﬁB) + \/coshZ(ﬁB) -1+ 6—45J)

U Ableitung der Thermodynamik, z.B.

magnetisches Gesamtmoment

M=y s o~ L0y,
- ; —Sp Z =598 n
= ]gl]é { pJ <cosh(ﬁB) + \/Cosh2(6B) -1+ 6_4'8‘7)]
_ ];f [e@f] ( Senh(9B) + 2 cosh2(ﬂB) sinh(3B)8 )
o 2\/cosh (BB) — 1+ 487
_ N ! b (sinh(8B)v/-~ + cosh(3B) sinh(3B))
8 cosh(BB) + v/ V-
_N cosh(8B) — /- -+ sinh(8B)y/- - - + cosh(8B) sinh(5B)
~ " cosh?(BB) — cosh?(BB) + 1 — e=487 NGE
B Ncosh2(ﬁB) sinh(6B) — sinh(3B)y/- -
- (ErENa
B N—sinh(ﬁB)(e*‘wJ -1)
IR Var
also:
M =N sinh(55) thermische Zustandsgleichung
\/COShz(ﬁB) — 1+ e 407
Diskussion:

-B=00M=0

-B— o0 0 M — Ntanh(8B) — N = M,
- M(T,B,N)=—-M(T,—B,N)
-T—0,08—00 OM-— M,
-T—00,—00M-=—0
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fir 7' > 0 ist

éii]%M(T,B,N) =0
O keine spontane magnetische Ordnung, Paramagnet
beachte:

0= lim lim M(T, B, N) # lim lim M(T, B, N) = +£M,
T—0 B—0 B—0T—0

idealer Paramagnet: J = 0 (nicht-w.w. Momente)

M(T,B,N) = N tanh(3B)

isotherme Suszeptibilitdt des idealen Paramagneten:

1 (oM _ cosh’(8B) — sinh®*(8B) 5
X=NwN\oB oy cosh?(3B)
fir B — 0 oder T' — oo ist:
1
xX=0= T Curie-Gesetz (mit Curie-Konstante 1)

warum keine magnetische Ordnung? [ betrachte Korrelationen

mit
N N
H = _JZSiSi—l — ZBzSz (J, B; > 0)
=1 =1
ist
Z =Z(T,{B;},N) F=F(T,{B;},N)
und:
or 0
— BJY  si—1si+8 Y Bisi
B, T@BZ- In Z e
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=T 5 Bse™ = —(5)
sowie:
92F B 0(S;) B 0 1 _BH
9BOG, 0B, ~ 9B, 7.2 ¢
1 07 1
_ BH _ — . BH
B Z2 aBj 817--2-751\1 " Z 5121\7 i 6SJ€
= (5) (-8-2F) - 5(5.5;)
R 0B, i
also:
I*F B a(S;)  0(S;) B
3505 = 98 = ap =P USiS) = {SS)
ISi) .
3 B, : lineare Antwort

(S:Sj) — (8:)(S;): Korrelationsfunktion

(spontane) magnetische Ordnung:

Erwartung:

’

1/

Tc

bei T'= T, Curie-Temperatur:

endliche lineare Antwort bei infinitesimal schwachem Feld, also:

1
T, B=0,N)=—
X(J 07 ) N(

jetzt ist:

oM
0B TN

B=0
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Translationsinvarianz ausnutzen: (5;5;) = (S;—;50) = (SaSo), Abstand d = i—j
1
= NﬁNZ ((SaSo) — (So)(S ﬁz ((SaSo) — (S0)(S0))
d
definiere Korrelationsldange ¢:

(S4S0) — (So)(Sp) ox e~4¢ fiir d — oo

Erwartung: exponentieller Zerfall der Korrelationsfunktion fiir groBe Abstande
(S4 und Sy unabhangig bei n.N. bzw. kurzreichweitiger WW)

offensichtlich gilt, dass

lx—>oo:>£Hoo‘

Korrelationslange divergiert bei 7!

Berechnung von &

Z(T,{B;}, N) nicht bekannt
U direkte Berechnung der Korrelationsfunktion fiir B = 0:

fir B =0 ist: <S> = (5;) = 0, bleibt also:
(S:S;) Z Sisje€ BT 2 sisioa

1 YRy
_ EZ"'ZSiSjl:I(Si’Q’SFﬁ Q= ( e el )

*ZZZ (sn|@Q" (i) s:(s:|Q"]5;)5,(5;1Q7|sn)

S; S8 SN

falls 7 > j; mit

1 0
0'_2:\3Z S’|_<O _1>

(z-Pauli-Matrix) ist jetzt

w1V Qo Q)

SN

(5:5;) =

1
=5
— ;Sp (aQi*jaQNij)

Diagonalisierung der Transfermatrix:

P (QV0Q Q)
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Q=UqU" Ut =1
mit
[ 2cosh(5J) 0 S B A |
q‘( 0 2sinh(ﬁj)> U=U'=775
es folgt:
1 o L
(5:5;) = Sp (eUq U oUq" " U")

und mit

ist:

B 1 o, [ 25nh(5J) 0 T 2cosh(B) 0 M)
= (2N cosh(B )N 7P 0 2 cosh(3.J) 0 2sinh(3.J)

= W (sinhifj (ﬂj) costh(i*j)(ﬂJ) + Coshifj(ﬂt]) sinhN*(i*j)(ﬁj»

= tanh’ 7 (5.J) + tanh™¥ =9 (5.])

da tanhx < 1 fiir x # 0, ist im Limes N — oc:

<S,SJ> = tanh(i_j) (BJ)

Korrelationsfunktion nur vom Abstand abhangig
(S:S;) = (S4Sp) = tanh®(3.J)

Bestimmung der Korrelationslange (z = tanh(3.J)):
(9;5;) = 24 — @) _ o=In(1/29) _ ,—dIn(1/2)

mit

¢ =1In(1/z) = Incoth(3.J)

ist dann
(S:9;) = e /¢
Divergenz von & nur fir T'— 0, § — o0

es ist:
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X = B (5S) — (5)(5))
= LAYSN + 2B TSS))

=B+ 2jlvﬁ > i tanh?(3.J)

i d=1

=0 <1 +2 i tanhd(ﬁJ)>

d=1

1
=F <1 St —tanh(w)>

2
x=70 <1 ~tanh(3J) 1)

J =0 (idealer Paramagnet, s.0.): x = 1/T
divergent bei 7' = 0 wegen GZ-Entartung g = 2V

2
T CX =
— oo folix ﬁ(l—ﬁj+(’)
Curie-Gesetz: y o 1/T fiir hohe T

_ — 2 3 72
) 1) B+2J6°4+ OB J7)

e I'— 0, f— oo: tanh((J) — 1, y — oo exponentiell

Phaseniibergang nur bei Tz = 0

Frage: Phaseniibergange bei endlichen T' 7

4.2 Unendlichdimensionales Ising-Modell

D-dimensionales hyperkubisches Gitter: jeder Platz hat ¢ = 2D n.N.

D-dimensionales Ising-Modell:

J n.N.

H:—EZSiSj—BZSi
ij i
beachte:

1 Jn.N. J1 n.N.

70



fir D,q — oo, wahrend

1 1
daher Skalierung:

_
q

J J* = const. fir D,q — oo

Idee der Molekularfeld-Theorie:

B :
ot

e D endlich: Spin am Gitterplatz ¢ “sieht” lokales Feld
n.N.
73 s,
J
n.N.
O Ising-Hamiltonian Y S; x J Y S,
( J

e Feld fluktuiert von Spin-Konfiguration zu Spin-Konfiguration

e Limes ¢ — oc:
Unterdriickung der Fluktuationen
e Spin am Gitterplatz ¢ “sieht” globales Feld
Ba
[0 vereinfachter Hamiltonian ZSi X Ba

Molekularfeld-Ndherung
es gilt (i # j):
SiS; = Si(Sj) + 5;(Si) — (Si)(Sj) + F
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mit Fluktuationsterm

F = (S; = (S)(S; — (5)))
Molekularfeld-Naherung
exakt fur D — oo

damit H — Hyr:

Hyr = =5 2 2098 + 5 2 _(S;){(S) = BY_S;
i g

n.N.(i) n.N.
-y (J > () +B) St 23 (5,08

J n.N.

__ Z (BY+B)si+ ; (S;)(S:)

mit Austauschfeld

N.G)
B =173 (8
7

Translationsinvarianz:

mit der Koordinationszahl ¢ ist:

J

und

Diskussion:

e MFT: Gitter-Modell [0 atomares Modell

e mikroskopische Begriindung der WeiBschen Theorie

e Selbstkonsistenzzm 0 By O Hyr O Fyrp O m

Auswertung der MFT:

1 9Fw
N 0B

m =
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(denn Kopplungsterm: —B Y, S;)

Berechnung von Zyr:

Znr = Sp e~ PHMF

fnd Z <517 SQ, R |eﬁZ¢(BA+B)Si|Sl’ 5’27 . '>€_ﬁNqu2/2
51,52,
= ¢~ PNaIm?/2 DN | Gl
51,52, 1
— e_ﬁNquQ/Q H Z GB(BA‘FB)Si
1 S;==%1

— o INGIm/2(B(BaB) | ~B(Ba+B)N
es folgt:
Fyr = —TIn Zyp
=—NTIn (eB(BAJFB) + e_B(BA+B)) + NqgJm?/2

also:
1 OFyp eB(Ba+B) _ o—B(Ba+B)

"N 0B 7 eB(BatB) 4 ¢~A(BatB)

Mean-Field-Gleichung;:

m = tanh (8 (¢Jm + B))

Selbstkonsistenz-Gleichung fiir m

T — 0,3 — oo :m — +1 Sattigungsmoment

T — o0, — 0:m — 0 paramagnetische Losung

B=0:
m = 0 ist Losung, paramagnetische Phase

m # 0: Ferromagnetismus 7
1
m — 0, tanhx =z — gx?’ + O(2°)

m = feqJm

(Curie-Temperatur)

[ typisches MF-Resultat: T o< J, q
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m = (BqgJm — ;(ﬁqu)?’

T?Te —T
2 C
-3
TR
Te —T
T—1T¢: m o CT kritischer Exponent: = 1/2
c

O charakteristisch fiir MF!
(m = T — (Te —T)/Te, B~ 0.325 3D-Ising)

B > 0:
T>Tc, B—0 O m—0 O z klein in tanh z:
m = BqJm + B

1 1
m=0Br—5 5= B,
1
g:g o Curie-WeiB-Verhalten der Suszeptibilitit

O kritischer Exponent v =1 (y = (—t)77, v = 1.2402 3D lIsing)

4.3 Langreichweitige Wechselwirkung

betrachte Ising-Modell
1 N
H = —5 Z JZ]SZS] — BZSi
ij=1 i

mit symmetischer, positiv semidefiniter N x N Matrix J
Diagonalisierung:

j=U"JU, U'U =1
J Diagonalmatrix mit Elementen J, >0, ¢=1,..., N

beachte:
J; >0 Vg kann mit J; = Jy > 0 in H sichergestellt werden
(liefert nur additive thermodynamisch irrelevante Konstante in H)

definiere:
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Sq = Z quSi
damit ist:
YSi=> > UZ;Sq => 0,5, wobei o, =Y Uy
i i q q i

und

1 N
H = —Ezqusg—BZaqu
q9= q

Zustandssumme:

1
Z =3 exp <2ﬁz JoS2+ BB aqsq>
{Si} q q
es ist:
Jg>0 1 Jg=0
2= T exp (504,52 + 6B0,8,) I exp (3B0,5,)
q

{Si} ¢

GauB-Integral:

/OO dxe_“j:\/%

und fir beliebiges v:
/d:z: e~ (T)? N

also:

2 1 2
e :—/da:e“””xy
VLS

Hubbard-Stratonovich-Transformation:

2 1 2
eV = dr e ™™ +2v/azxy
NZ3 /

beachte:

statt quadratischer (links) nur lineare y-Abhangigkeit (rechts) im Exponenten
Idee: Sq2 — S,, Ausfiihren der S;-Summen méglich

zu zahlender “Preis”: [dx

Anwendung:

75



Jg>0 Jq=0

Z=> 1] \}%/dasq exp <—a:3 +24/BJ,/2 245, —I—ﬁBaqu) I1 exp (8Bo,S,)

{Si} ¢

e Spin-Summen kdnnen jetzt ausgefiihrt werden
e aber evtl. hochdimensionales Integral

e Modell “separabel” bei endlich vielen Eigenwerten mit .J, > 0

Beispiel: Ising-Modell mit J;; = J/N fiir alle 4, j
Langreichweitige Wechselwirkung, dimensionsloses Modell
Eigenwerte der J-Matrix:
J,=Jfirg=1
J,=0firg=2,..,N
Eigenvektor zu J, = J (Komponenten i = 1, ..., N):
Uuzl/\/w (D O_q:1:\/N)

es ist:

7=y L / dz exp (_;,;z + /280 28, + 53\/qu:1) I] exp (8B,5,)
{8} a q>2

N
= \}E/dx exp (—x2 +1/206J :cSq:1> exp (BB Zaqu)
{Si}

g=1
= 1/dxexp (—x2—|— 2ﬁJleSi+ﬂB§:Si>
{Si}ﬁ i VN i
Skalierung © — /BN z:

Z=3 @/dm exp (—Nﬁx"‘ +(BV2J @ +ﬂB)§Si>

{S:}

= @/dﬁ exp (—NﬂxZ) Z Hexp ((ﬂ\/ﬁ x4+ ﬁB)Si)

{8i} 4

Ausfiihren der Spin-Summen:

7 = W/dx exp (—Nﬁﬁ) 1;[2cosh (6\/ﬁx —l—ﬁB)
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P a0 (5 - (5T -4 )

Auswertung des Integrals fiir N — oo mit Sattelpunktsmethode:

[ e exp (Ng(@)) ~ exp (Ng(z)  mit g/(w0) =0

also:

0= jx (sz — In2cosh(BV2J & + ﬁB))

T=x0

2Bxo = tanh(8V2J o + BB) V2]

\;QO_J — tanh(3vV2J zo + 6B)

mit zg = \/J/2 m ist

m = tanh(5Jm + 3B)

2

Diskussion:

e Selbstkonsistenzgleichung der Molekularfeldtheorie
e Sattelpunktsmethode exakt falls g(x) fir N — oo unabhingig von N
e Phaseniibergang bei Ty = J

e Ferromagnetismus in jeder Dimension, falls Wechselwirkung hinreichend
langreichweitig

4.4 Hubbard-Modell: exakte Aussagen

Exakte Aussagen fiir den Grundzustand (7" = 0) des Hubbard-Modells mit N,
Elektronen und N Platzen (N., N < o0)

H = Z tijCZUCjU + g Z NicNij—o

15,0
Definition Ein Gitter heiBt bipartit, falls es in zwei Untergitter A, B zerlegt

werden kann, so dass jeder nachste Nachbar eines Platzes aus A in B liegt und
umgekehrt.

Nagaoka-Ferromagnetismus
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Die Grundzustdnde des U = oo-Hubbard-Modells auf einem bipartiten Gitter mit

N, = N — 1 Elektronen sind vollstandig spinpolarisiert, d.h. sie haben Spinquan-
tenzahl S = (N —1)/2.

N i
Einer der Grundzustinde ist [¥) = > (—=1)'[] cHO)

i=1 j
Bei Nachst-Nachbar-Hiipfen ist die Grundzustandsenergie Fy = —zt
(z: Anzahl nachster Nachbarn, ¢: Nachst-Nachbar-Hopping).
Beweis: Y. Nagaoka, Phys. Rev. 147, 392 (1966)

Diskussion:

e Theorem giiltig auch fiir N, = N + 1: Teilchen-Loch-Transformation

e Beweis kann nicht direkt auf endliches U < oo oder auf endliche Dichten
A}im N./N < 1 erweitert werden

beachte: fiir N. = N ist der Grundzustand des U = oo-Hubbard-Modells
2N_fach entartet; Entartung wird fiir endliche Dichten oder endliches U
aufgehoben

[0 Relevanz es Theorems fiir realistische Situationen?
e Beweisidee:

— U = oo U keine Doppelbesetzungen, £ = Ey;,
— Fyin = Summe iiber geschlossene Pfade des Lochs auf dem Gitter

— im allg. hinterldsst das Loch auf einem Pfad eine Stérung der Spin-
Konfiguration O kein (negativer) Beitrag zu Ey, fiir viele Pfade

— fiir ferromagnetischen Zustand bleibt die Konfiguration fiir alle ge-
schlossenen Pfade ungestért [0 maximaler (negativer) Beitrag zu
Eyin O E minimal fiir ferromagnetischen Zustand

Lieb’sches Theorem

Betrachte das Hubbard-Modell fiir U > 0 auf einem bipartiten Gitter, be-
stehend aus zwei Untergittern A und B mit N4 bzw. Np Platzen und sei
N. = N+ Np = N (Halbfiillung). Dann gilt: Ein Grundzustand |¥) hat Spin-
quantenzahl S = |N4 — Np|/2. |¥) ist eindeutig bis auf die triviale 25 + 1-fache
Rotationsentartung.

Beweis: E. Lieb, Phys. Rev. Lett. 62, 1201 (1989); Erratum, ibid. 62, 1927
(1989)

Diskussion:
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e Theorem gilt fiir Halbfiillung
e Ny= N [0 S =0, nichtentartetes Singulett, kein Ferromagnetismus

e Antiferromagnetismus nicht ausgeschlossen

Lieb’sches Theorem fiir U < 0

Betrachte das U < 0-Hubbard-Modell auf einem bipartiten Gitter mit NV, gerade.
Dann ist der Grundzustand ein Singulett (S = 0) und nicht entartet.

Beweis: E. Lieb, Phys. Rev. Lett. 62, 1201 (1989)

Diskussion:
e Beweis durch Zurtickfiihren auf das U > 0-Hubbard-Modell durch Teilchen-
Loch-Transformation.

e S = 0 physikalisch klar fiir |U/t| > 1, Grundzustand: System lokal ge-
paarter Elektronen.

e nichttrivial ist: Eindeutigkeit des Grundzustands und |U/t| beliebig

Lieb-Mattis-Theorem

Gegeben ist das Hubbard-Modell mit Hopping (nur) zwischen nichsten Nach-
barn auf einer eindimensionalen Kette (offene Randbedingungen). Dann hat der
Grundzustand Spinquantenzahl S = 0 oder S = 1/2.

Beweis: E. H. Lieb und D. Mattis, Phys. Rev. 125, 164 (1962)

Diskussion:

e U beliebig, N, beliebig
e keine (makroskopische) Magnetisierung, kein Ferromagnetismus

e Antiferromagnetismus ist moglich (es kann nicht auf Paramagnetismus ge-
schlossen werden)

Kanamoris Ansatz

keine ferromagnetische Ordnung im Limes geringer Elektronendichten N./N
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Beweis: t-Matrix-Theorie

Diskussion:

e anschaulich: geringe Dichte, U ist praktisch nicht effektiv

Mermin-Wagner-Theorem

S.u.

weitere Aussagen:

Mielke, Tasaki:

e FM Grundzustand fiir D = 2, Kagomé-Gitter
dispersionslose Bereiche des Bloch-Bands ( “flat-band ferromagnetism”)

Miiller-Hartmann:

e FM Grundzustand fiir D = 1, n — 0, Hopping zwischen {iberndchsten
Nachbarn
Bloch-Band mit entarteten Minima

Tasaki:

e 3dhnlich, aber mit isolierendem FM Grundzustand bei Viertelfiillung
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Kapitel 5

Spontane Symmetriebrechung

5.1 Heisenberg-Modell, SU(2)-Invarianz

Hamilton-Operator:

H=- Z JZJSLSJ

ij

e Feld B = 0, keine induzierte Ordnung
L] Ju = 0, Jl‘j = in = J:;
oft nur n.N.-Kopplung:
Jij = J/2, falls i, j n.N.
Ji; = 0, sonst
L] [Sm, Sjy}— = Z6ZJSZZ (und ZyklISCh)
o SI=8;, 8=5(S+1)
e Leiteroperatoren S;1 = S, £ 1.5,
1
[Siy, Sj—]— = 20455,
[Siz, Sjx|— = %05
SitSiz =95(S+1)£S;, — SZ-QZ

e Hilbert-Raum:
H;: Hilbert-Raum des i-ten Spins
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H =Y H, (keine (Anti-)Symmetrisierung!)

ONB {|M1M2MN>}
mit |M1M2 s MN> = |M1>|M2> s |MN>, Mi = —S, ceey (S — 1),S

dim H = (25 + 1)V
Wirkung der Spins auf Basiszustande:
Sis| oo M) = M|+ M- )
Siel-- M=) =SS+ 1) = MM £ 1)] - M £ 1)

e totaler Spin: S; =5, S,

[ ] [St, H], - 0
0 S, ist ErhaltungsgroBe

[0 H ist invariant unter unitiren Transformationen U = ¢'®5¢

O H ist SU(2)-invariant

5.2 Brechung der SU(2)-Symmetrie

betrachte maximal polarisierten, ferromagnetischen Zustand
|FYy=|M;=8S,..,My=S5)=|S5,...,5)
H|F) = —J% (Sizsjz 4 ;(SHSJ»_ + Si_sﬁ)) F) = —JNgS?|F)

ij

q: Koordinationszahl

J>0 0O |F)ist GZvon H
(Si)p = (F[Si|F) = See.

“Problem”: |F') =|—S,... = S5)
H|F') = —JNqS?|F"), (Si)r = (F/|S)|F') = —Sie.

also: |F') und |F") sind Grundzustande von H [0 (S;) = Sp (pS;) =07
(S;) = 0: Symmetrie des gemischten Zustands = Symmetrie von H
(Si) # 0: Symmetrie des gemischten Zustands < Symmetrie von H

spontane Symmetriebrechung

Berechnung von (S;):
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[S;, H]_ =0 [ gemeinsame Eigenzustinde von H, S}, S;.: |ES,M;)
Energie-Eigenwerte:
E = E(S,, M,) = (ES,M,|H|ES,M,)
B 1
VSt + 1) — (M, — 1) M,

L 2
= S T 1) i (ES;M; —1|(Sy(S; +1) — S;. — S2)H|ES, M, — 1)

D) <EStMt - 1‘St,HSt+’EStMt - 1>

= E(St, Mt - 1)
M;-unabhangig!

1
O (S, = Vi Sp (Sie 1)

1
= m Z <th|St|th>€_ﬁEn

Zth n, My

= ; Z M,e e PEn
Zﬂ,Mt e~ PEn n,My ’

=0

kein Ferromagnetismus???

O symmetriebrechendes Feld B (in z-Richtung)
H—H—gugB) S;=H—gupBY)_S;.=H — gugBS;.

Frage:
lim(S)£0 7

1
i = lim = —B(H—gupBStz)
lim(Sy) = lim — Sp (Sie )

: 1 —B(En,— BM;
_ EI_%ZHZM M,e.e B(En—gpp )
1

— M.e. lim e—ﬁ(En—g,uBBMt)
hmB*}o A Z i * B=0

’I’L,Mt

=0
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Ausweg: (S;) # 0 nur fiir N — oo und/oder  — oo!

’In einem endlichen System gibt es keinen Phaseniibergang bei 7" > 0! ‘

élmo lim (Sy)p NT1>0 # hm hm <St>B N1>0 =10 (evtl.)
élg%)%lil%)<st>BLT #+ hn% }glin (St)enT =0 (evtl.)

beachte: § — oo bedeutet imagindre Zeit 7 € [0, o]
hier:

lim lim (S;) = lim hm — Y Me.e” A(Bn—gupBM:)
B—0T—0 B—0T—0 / nM
t

—B(En—gupBM,
_ llm llm Zn,Mt Mteze 5( n—9gKUB t)

B—0T—0 Zn M, e—B(En—gupBM)

Steze—ﬁ(Eo—Q#BBS)

- Stez

= lim lim
BS0T—0 e B(Eo—gupBS)

lim lim (S;) | bzw. | lim lim (S;) | heiBt anomaler Erwartungswert
B—0T—0 B—0 N—oo

Uberlegungen auch giiltig bei Ordnungsparametern, die nicht mit H vertauschen,
z.B.

[Z(—l)isi,H] #0
bei AF Ordnung (S;) = m; = (—1)'me.:
Q_(=1)'Si) = > _(~1)'m; = Nme,

i %

O Neel-Zustand | 1, [, T, ....) kein Eigenzustand von H

5.3 Magnonen

Goldstone-Theorem: H sei invariant unter einer kontinuierlichen Gruppe
von Symmetrie-Transformationen. Dann gilt:
Entweder ist der GZ von H ebenfalls invariant
oder es gibt bosonische Anregungen mit beliebig
kleiner Energie (Goldstone-Moden).

hier: Goldstone-Bosonen eines Ferromagneten = Magnonen / Spinwellen
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Anschaulich: nur geringe Energie n6tig um Spins aus der z-Richtung
herauszudrehen, wenn gleichzeitig viele Spins nur etwas gekippt werden.
U 2 transversale Moden.

Spinwelle mit Wellenlange A

- .

JrYN VT

Energie fiir A\ — oo minimal

weiteres Beispiel:
Fliissigkeit (kontinuierliche Translationsinvarianz) [ kristalliner Festkorper
Goldstone-Moden: akustische Phononen, langwellige Gitterschwingungen

Fourier-Transformation:

Sz(k) = Z €7ikR"‘SZ'Z Si(k> = Z eiikR'iSii

1 .
2

kubisches Gitter, J;; = J > 0 fiir 4,5 n.N. 0
J(k) = 2J(cos(kya) + cos(kya) + cos(k.a)) = max firk =0
Kommutatoren:

[S:(k), Se (k)] = £5:(k + K)  [Si(k), S_(K)]- = 25.(k + k)

Hamiltonian:

H=— 5 (RS- (6)S. (k) + . (K)S () ~ BS.(0)

definiere Ein-Magnon-Zustand:
1
k)= —5_(k)|F F)=15,5,..
K) = S S-(RIF)  |F)=1.5...)

Orthonormierung:

OLS(k|K') = (F|S.(~k)S_(K)|F) = (F|2S.(—k + k)| F) = 2LS6

85



Eigenzustand:
V2SL Hlk) = HS_(k)|F) = S_(k)H|F) + [H,S_(k)|_|F)
— S_ (k) Bo|F)

—ZZJ ) (25.(p + k)S—(—p) = S.(p)S—(—p + k) — S_(p + k)S.(~p)) |F)

+BS_(K)|F)
= V2SLE,|k)

_iz(] —p)S:(p+ k) — S_(—p+k)S.(p) — S_(p + k)S.(—p)) |F)

+t7 ZJ k) +5-(k))|F)

+BV25L|k)
(mit S.(k)S_(K') = S_(k')S.(k) — S_(k + k'))

2SL(E, + B)|k)

_2 (J(—k)2S_(k) — J(0)S_(k) — J(0)S_(k)) LS|F)

(mit S.(k)|F) = LSS0 F) und 3y J(k) = Jyi = 0)
2SL(Eo + B — 25J(k) + 25.J(0))|k)

|k) ist Eigenzustand!

H|k) = Eylk)  Ej = Eo+ B — 25J(k) + 25J(0)

beachte: Zwei- und Mehr-Magnonen-Zustande keine Eigenzustande!
Anregungsenergie:

w(k) =Ex— Ey = B+2S(J(0) — J(k))
spontan gebrochene Symmetrie: B =0 0 w(k)=2S(J(0) — J(k))

es ist w(k) > 0 und w(k) — 0 fiir k — 0 (langwelliger Limes!)

Holstein-Primakoff-Transformation, Darstellung der Spins durch Bosonen:

S, =85 — bjbi (Bosonenzahl: Abweichung von vollst. Polarisation)

Siv = V25 \/1 = blb;/(2S) b, (sinnvoll nur fiir (n;) = (bb;) < S)
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= bl \/1—0blb;/(25) V25 (S;i- =S}

damit gilt:
° [bz,b;r] = 0;; < Drehimpulsalgebra fiir S;
e S7=--=5(5+1)
.« H=-YJ, (Sizsjz + ;(SHSJ-_ + Sl-_sﬂ)) - BYS,
7 i
= —JLqS? — BLS +Y_((B +2S¢.J)8;; — 2SJ;;)bib; + O(b'b'bb)
1j
= Eo+ > w(k)bjby, + O(bTT0b) (mit bf, = L7Y2Y " ekBiph)
k )
e b} |Bose-Vakuum) = |k), Ein-Magnonen-Zustand

U bk,bL vernichten /erzeugen Magnonen

Magnonen-Gas:

Hye = Ey+ > w(k)blby mit [bg, bl = Ope
k

Abbildung fiir T — 0:

‘Heisenberg—ModeII — Magnonen—Gas‘

Thermodynamik des Magnonen-Gases (ideales Bose-Gas mit 1 = 0):

mittlere Besetzungszahl:

(k) = b(w(k)) = @Bw(lj)_l

innere Energie:

H) = Eo+Zw(k)<nk> = E0+ijeﬁ:‘i,g)k)_1

_E0+/d Zul )1 mit po(E) =Y 0(E — w( ) x VE  (s.u.)
k

3/2
= E0+const/dz BZ D= Ey+constxT?/2 (Substitution z = [32)
6 —

Warmekapazitat:

Cp—o(T) ox T??
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(Quasi-)Teilchen: C'x T'" O keine Fermi-Fliissigkeit

Magnonenzustandsdichte (kubisches Gitter, Dimension D, B = 0):
Dispersion:

w(k) = 28(J(0) — J(k))

mit:
1
J(k) ZGZ"’(R R J.; —ZJZcoska): J(D—§a2k2+-~-)
i p=1
also:
k2
w(k) =2S8Jad’k* + - = - + - mit m* = (4Sa*J)~!
m
Zustandsdichte fir £ — 0:
= 25(E —w(k))
_25 E—— /dkkD 5((V2m*E — k)(V2mE + k)
= [arrr T (V2 E — k) o B D

fir £ — 0:
PO(E> x E(D/2)71

Gesamtmagnonenzahl:

1Y —
(N) = " (n) /dEeﬁ% EO/d

also (N) — oo fiir (tiefe) T > 0 und fiir D =2 (InE) und D =1 (E~1/2)!

L2

Was passiert hier?

Die Divergenz fiir K — 0 wird durch langwellige transversale thermische Fluktua-
tionen (Magnonen) verursacht. Die Magnonen zerstéren also die langreichweitige
Ordnung fir D =1,2firT — 0, T >0
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5.4 Mermin-Wagner-Theorem

Mermin, Wagner 1966:

Theorem: Es gibt keine spontane (B = 0) ferromagnetische Ordnung
im D =1 und D = 2 Heisenberg-Modell mit kurzreichweitiger
Wechselwirkung fiir 7' > 0.

Allgemeiner:

Fir "> 0und D =1 und D = 2 ist keine mit einer spontanen
Brechung einer kontinuierlichen Symmetrie verbundene
langreichweitige Ordnung moglich.

Diskussion:

e Heisenberg-Modell und andere Modelle:
Hubbard-, Kondo-Gitter-, periodisches Anderson-Modell, etc.

e giiltig fiir verschiedene Ordnungsphianomene (F, AF, SL, CDW, ...)

e wichtig:
1) kontinuierliche Symmetrie
(keine Anisotropien, keine symmetriebrechenden Felder)
2) kurzreichweitige Wechselwirkung

e keine Aussage des Theorems zu T'= 0 bzw. zu D > 3

e Schwiche der MF-Theorie: keine echte D-Abhangigkeit (T = ¢J)
Skizze des formalen Beweises fiir das Heisenberg-Modell:

1. Definition eine Skalarprodukts im Raum der Operatoren
2. Cauchy-Schwarzsche Ungleichung [ Bogoliubov-Ungleichung
3. Ausnutzen fiir Spin-Operatoren

4. Abschatzung fiir m fir B =0, T' > 0 in Abhangigkeit von D

1) Skalarprodukt

En?'éEm Wm _ Wn
(AB) = X (] ATjm) (m| Bln)—"——
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mit H|n) = E,|n), W, = e_ﬂE"/Ze_ﬂE”

Axiome leicht verifizierbar
aber: (A, A) = 0 impliziert nicht A =0 [ positiv semi-definites Skalarprodukt
(unwichtig fiir Cauchy-Schwarz)

2) Bogoliubov-Ungleichung:

CS: (A, A)(B,B) > |(A,B)|? setze B = [CT, H]_, C beliebig
auswerten:

(A7 B) = (A’ [C]LvH]—) == <[CT7AT]—>

(Bv B) = ([CT?H]—v [CT,H]_> = <[CT7 [Hv C]—]—>

(A,4) < Dat L)

mit der Abschatzung

W, — W, 1 e PBm 4 e=BEn o=BEm _ o=BEn
E,—E,, A E,—FE, e PEm e FEn
tanh(2(E, — Ey,)) _ 3

= (W, + W,,) B L. < 5(Wm + W)

O
§<[A*>A]+><[C*> [H,CY]2) > (A, A)(B, B) > |(A, B)]* = [{[C1, AT])[?
g([AT,A]+>([[C, H]_,C"_) > [{([C, A]_)|? Bogoliubov-Ungleichung

3) Auswerten fir A =S_(—k), C = S, (k)
([C,AlL) = ([S+(k), S_(=K)]-) = (25:(0)) = 2L(S;:) = 2Lm

Z([AT Ale) =3 ([S+(k), S-(=k)]+)

k
- Zzelk =) (SitSj— + 5j+5i-)

k 13

= 2LZ (S7, 4+ S2) <2L°S(S+1)
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(10, H]-, CT]-) = ([[S+ (k), H]-, S_(=k)]-) = > e * B R)([S,, H]_.5;].)

ij
=20 (1= MR (S5 25085) — 2835

=XW=\(H<XW+XF@
= 42 Jl] COS (.Fl,Z - R])))<SH_S]_ + 2SzzS]z> —4BLm

:X—4BLm:X*—4BLm§X—|—X*—4BLm
= 42 JZJ COS (Rl — Rj)))<SH_Sj_ + SZ'_SJ'+ + 4SZZSJz> —4BLm

= 42 Jz](l - COS(’C(RZ' - R])))<2525] + QSZZS]Z> —4BLm

ij

< 82 Jij(1 = cos(k(R; — R;)))(S(S + 1)+ S%) —4BLm

< 16S(S+1)> Jij(1 — cos(k(R; — R;))) + 4BLm

]
<1&§S+1§:LJ (k(R; — R;))* + 4BLm
ij
<8S(S+1)> Jyk*|R; — R;|> + 4ABLm
]

= LQK* +4BLm mit @ =8S(S+1)— }:%uz Rj|* < oo!

(keine langreichweitige WW)

4) Abschitzung fiir m

T 2~ [(CALP 2 AL
2L25(S+1) > %:([A Al4) = 3 Zk: ([C, H]-,CT_) = B Z LQk%? +4BLm
0
1 4m2 k’D_l
3S(S+1) > Z Ok +4Bm = const. X mQ/OdkM

fir B = 0 (Isotropie) und 7' > 0 ist:
entweder m = 0 oder /dk‘k‘D’?’ konvergent
0

U
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entweder m = 0 oder D > 3 q.e.d.

1/2 gleicher Ausdruck wie bei der Diskussion der Gesamtmagnonenzahl:

/dk ED=3 /dz L—1/2,(D=3)/2 /dz (D/2)-2
0 0 0

mit k ~ z
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Kapitel 6

Magnetismus und elektronische
Struktur

Beispiele fiir Magnetismus itineranter Elektronen:
— Stoner-Theorie des Ferromagnetismus
— Slater-Modell fiir Antiferromagnetismus

(beides: Molekularfeldtheorie fiir Hubbard-Modell)

6.1 Itineranter Ferromagnetismus

Ferromagnetismus:
e homogene parallele Ordnung lokaler magnetischer Momente:
(S;) = (S;) fir alle 4, j

e spontane Magnetisierung (S;) # 0
0.B.d.A.: (S;) x e,

e Ursache: Coulomb-WW + Pauli-Prinzip
e Hubbard-Modell: metallischer Ferromagnetismus
e Molekularfeld-Approximation fiir das Hubbard-Modell [0 Stoner-Theorie

e Fragen:

Bedingungen fiir kollektive FM Ordnung?
T- n- und U-Abhangigkeiten magnetischer KenngroBen?
Kritisches Verhalten am Phaseniibergang, kritische Exponenten?
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Hubbard-Modell:

H = Z t” CwC]g + — Z NigNi—co

ijo io

Entkopplung:

NigNij—o = Njo <TL7;,U> + <nio>ni7¢7 - <nio><nifa> + F

Vernachlassigung Fluktuationsterms
F = (nic — (nig))(ni—g — (ni5)) = 0
liefert:

H o~ H' =" (i + 05U (ni))clycjo + const.

ijo

Q

Stoner-Modell:
HStoner - Z(tl] + 6ijU<ni—U>)Cgach

ijo

Translationsinvarianz: (n;_,) =n_,
dimensionslose Magnetisierung: m = n; —n;
Elektronendichte: n = n; +n

mit

Z(ni_a>nw = NNy + nin;|

o

1 1

=—(n—m)ny + =(n+m)n;

2 2

1 )

52 m)Nix mit 2y = +1, z) = —1
ist

U
HStoner = Z(tz] + 5@]5(” - Zom)>czacj0

ijo

Fourier-Transformation:

U
HStoner - Z(E(k) + 5(” — Zg Ckgcka ZEJ

mit £,(k) = e(k) + g(n — Zym)

k-unabhingige “Austauschaufspaltung” A = Um
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Hstoner: Fermi-Gas mit renormierten Ein-Teilchen-Energien

also: (nke) = f(Eo(K) — p)

Fourier-Riicktransformation liefert:

— > f(Es(k) — p) Bestimmungsgleichung fiir ny, n|
es folgt:
1 1

" ; ; 7 eBCa(R)—1) 4 1

1 1

f zk: ( e(k)— /J,+Un/2 —BUM/2 11 eBe(k)—pt+Un/2)oBUm/2 | 1)

1S (i sar)

L7 \e*e ¥ + 1 evev + 1

ete¥ — ete Y
e + eTe Y + e¥e¥ + 1

i
=[]

1
sz:e teVteyte®
1 sinh(BUm/2)
L ; cosh(B(e(k) — p+ Un/2)) + cosh(BUm/2)

Bestimmungsgleichung fiir m bei festem n (also p = p(n))

definiere freie Zustandsdichte (normiert auf Eins):

1
= 20— <(h)

damit:
sinh(5Um/2)

= /deo(Z) cosh(B(z — p+ Un/2)) + cosh(BUm/2)

Diskussion:

e m = ( ist stets Losung (Paramagnet)
e m >0 Losung [ —m < 0 Losung
o' — o0, f—0:

1 1
sinhz =2 + 6303 +...und coshx =1+ 5:1:2 + ...
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es folgt m = fUM/4 + ...

also: m =0 firT —

o fiir ' — Ty, T < T ist m # 0 aber klein
erste nicht-triviale Ordnung der Entwicklung der Bestimmungsgleichung

fur m liefert:

_ BeU 1
== /dzﬂ()('z)cosh(ﬁc(z —p+Un/f2)) +1

(Bestimmungsgleichung fiir die Curie-Temperatur)

o To =Tc(U,n) — 0 fir n — n. oder U — U,

n. bzw. U. markiert den Quantenphaseniibergang bei 7" = 0

mit
5 = 7@ fr— l. - = ] e,
(=) dz (2) ﬁggo dze Bz +1 ﬁggo (e=P= +1)2
B—oo e7P7 + 24 €P7 oo 2 1+ cosh(Bz)
folgt:

1= U/dng(z)é(z +Un/2 —p)=Upo(n—Un/2)

firT =0ist: p=cp = 651,9) +Un/2

(': Fermi-Energie des freien (U = 0) Systems gleicher Teilchendichte)
denn fiir m = 0 gilt: &,(k) = (k) + Un/2

0 Upo(eW) =1 (Stoner-Kriterium)

Interpretation des Stoner-Kriteriums:

e ferromagnetische Ausrichtung lokaler Spins reduziert die WW-Energie:
U {nanay)
denn: WW nur zwischen T- und |-Elektronen
e allgemein (nicht nur Hubbard-Modell):
Pauli-Prinzip nur effektiv bei Elektronen mit gleicher Spinausrichtung
O Pauli-Prinzip bei parallelen Spins wirkt wie effektive AbstoBung

[l Elektronen werden auf Distanz gehalten
U Reduzierung der WW-Energie
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e allerdings: Erhchung der kinetischen Energie:

Z tij <CIJCjU>

ijo
denn: um |- zu T-Elektronen werden zu lassen, miissen diese (wegen des
Pauli-Prinzips) unbesetzte Zustande héherer Energie auffiillen
e also:
gut fiir Ferromagnetismus:

— groBes U (starke Reduzierung der WW-Energie)
— hohe Zustandsdichte bei 5(F0) (geringe Erhdhung der kinetischen Energie)

paramagnetischer Zustand ferromagnetischer Zustand
Energie Energie
EFA 8FA
- | -
Zustandsdichte Zustandsdichte

Abschatzung von T¢:

_peU 1
1= Z/deo(Z)cosh(ﬁc(z —p+Un/2)) +1

Modellzustandsdichte: py(z) = 1/W fir —W/2 < 2z < W/2
Bl L iz 1
== z
2 Wiwpe cosh(Bo(z —p+Un/2))+1

1

fiir realistische T ist u(T) ~ ep = ¥ + Un/2

also:
- ﬁ(fli w/2 " 1
2 W lwpe cosh(ﬁc(«z_%?svo)))"‘l
B 507(] W/2 5 1
AW Jowye cosh2(ﬁc(2—5§t«9))/2)
U ==
~ 2oL 2 franb(Bo(z - )2
= oo (b (B (172 — £2)/2) — tanh(Ge(—W/2 — <i2)/2))
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Abschatzung fiir 5;9) = 0 (Halbfiillung):
U

U
1= o7 (tanh(BcW/4) — tanh(—oW/4)) = - tanh(GcW/4)
ﬁc;lW _ arctanhIg./ ~ ‘g_/ fir groBe U
also:
beachte:

e Halffiillung: eigentlich antiferromagnetische Ordnung
e hier: nur grobe Abschatzung
e Fazit: unrealistisch hohe Werte fiir T

e Molekularfeldapproximation fraglich

kritischer Exponent der Magnetisierung?
sinh(5Um/2)
= [d
" / Zpo(z)cosh(ﬁ(z — p+Un/2)) + cosh(BUm/2)
Entwicklung fiir T' — T:

_ (BUm o dzpo(z)
e < ;- ol >> / cosh(B(z — pu+ Unj2)) + 1 + (1/2)(BUm/2)2

- (ﬂUm N O(m3)> / cosh(B(z —po;(zzidén/Q)) +1

2
- (v ot ) ap2aumy f polz)e

2 (cosh(B(z — p+Un/2)) + 1)2
definiere:

B po(z)dz
= / (cosh(Be(z — p+Un/2)) 4+ 1)2

beachte (s.0.):

Tc

2 :/ po(2)dz
BcU cosh(fBo(z — p+Un/2)) +1

dann ist in fiihrender Ordnung in T' — T¢:

m= (25 00m)) 2~ (P52 + o) (/2 Getrmy2t
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m= 20 (25— 2 seum2 )
(2 ()
1_2<5CU_ S Im2>
also:
, To—T

fur T < TC

m~ = const.

C

kritischer Exponent 3 = 1/2

klassischer (Landau) Wert fiir den Exponenten !

6.2 Itineranter Antiferromagnetismus

Slater-Modell fiir Antiferromagnetismus:

bipartites Gitter in D Dimensionen, hier: D = 2, Quadratgitter

Untergitter m = A, m = B

“chemisches” Gitter: : =1, ..., L, Ortsvektoren R;
“magnetisches” Gitter I =1, ..., L /2, Ortsvektoren R;

e Basisvektoren der chemischen EZ: (a,0)”, (0,a)” (Gitterkonstante: a)
Basisvektoren der magnetischen EZ: (a,a)” /v/2, (a, —a)"V/2
im Folgenden: a = 1

e Ein-Teilchen-ONB: {|Imo)} mit ¢ = (I,m) und 0 =T, |

e Hubbard-Modell in Hartree-Fock-Naherung:
Hgpater = »_(tij + 5ijU<ni—a>)C}Lgcja

ijo
e Teilchendichte:
n; = (nyp) + (n;;) = n = const.
e dimensionslose Magnetisierung:
m; = (nit) — (n;)) = m @R mit Q = (m,7)
also: m; =m firi e Aund m; = —m firi e B

alternierend (“staggered”)
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e m: Ordnungsparameter

m = 0 Paramagnet, m > 0: Antiferromagnet

A B
O @€ O o
B A
e O
EZ
o e
. mMEZ
® O ® O
mit (ZT = —|—1, Zl = —1)
(Ni_g) 1(n + z_,m;) 1(n—z elQEm)
1—0 2 (A —0 T 2
ist:
Un Um
HSlater - Z (tz] + 61] 9 - 6ijza27nezQ&> Cjocja
ijo
definiere:
~ 1
A=Um tij:tw—i—5lj§Un
damit:

- A on
HSlater = Z (tz] - 5@'j2056 QR/L) C;'rgcjo

ijo

Fourier-Transformation mit k € BZ (chemische Brillouin-Zone)

Cho = Z ekBicl = Z Uikcly Ui = —\/Ee““&
bewirkt Diagonalisierung des ersten Terms:

th CigCjo = Zg(k>CTkackU

ijo ko

Dispersion fiir Modell mit Hopping zwischen nachsten (t;; = —t < 0) und
tiberndchsten Nachbarn (¢;; = —t'):

e(k) = —2t ED: cosks — 4t Y cosk, cos ky (e(k) =e(k)+Un/2)

s=1 s<s’

zweiter Term: ( Civ = 2k Ui.cl )

kiCio
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Z (SZ]ZUerQR’iC;LUCjO. = — Z Z Clo (Z Ukz(sz]ZO-A ZQRfinp) Cpo

ijo kp o

XX (et Jeanan ),

kp ©

== Z Z Cko (Za 5k,p@9Q> Cpo

kp ©

wobei p&Q = p+Q+G mit einem (eindeutig definierten) Vektor des reziproken
chemischen Gitters G, so dass p + Q + G € BZ

A
) Z Za Z CL@QackU
=—— Z Zo D ChogeChe — Zzg Y chaootro

o kemBZ o k¢mBZ
=5 Z 2o D ChoQoChs — Zzo D ChoCroqo
o kemBZ o kemBZ

M=(m, n

““\" X=(T[,O)

keBZ 0 k®QecBZ
kemBZ O k®QecBZ ¢&mBZ
keBZd¢mBZ 0 k®QemBZ

es ist:

HSlater - Zg( Ckgcka Z o Z Ck@Qnga Z Zo Z Ckgck@Qa

ko o kemBZ o kemBZ

Matrix-Schreibweise:
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H _"f:zz CR &k) 29 Cho
Slater = — £ ko “k®Qo _Zo% g(k; + Q)
beachte: E(k® Q) =e(k+ Q+ G) =&k + Q)
e Fourier-Transformation bzgl. des chemischen Gitter [J Teil-Diagonalisierung

e zweiter Term des Hamiltonians mit reduzierter Translationssymmetrie

e Diagonalisierung des verbleibenden 2 x 2-Problems: 2 Bander in der mBZ.

Eigenenergien n,.(k):

0=(n—:ék)n-:ckoQ)- A4
0=n"—(E(k)+E(k®Q))n+Ek)E(ke Q) — A42
i) = Sk Q) i\/ SRR aweke @)+ T

() = & (206 + 2 © @)+ (Elh) — 2k © @) + 27)

Eigenenergien spinunabhangig, Eigenvektoren spinabhangig

(2 aTh)=s( )

cos¢  sin ¢ )

—sing cos ¢

es ist:

mit:

(n_(k) — 1. (k) cos dsin = —z, >

2

11 (k) cos® ¢ + 1 (k) sin” ¢ = £(k)

11 (k) sin® ¢ + 1 (k) cos® o = E(k © Q)
also falls (2sin z cos x = sin 2z und cos? z — sin
g(k)—cka Q)

(k) —n-(k)

21 = cos 21):

cos2¢ =
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2e A

20 =) — (k)

also:

VAN
T R ke Q)

A = 0: mBZ mit 2 Bandern r = 4+ nur durch Halbierung der BZ
firk=Q ist k=k®Q und

m(k=Q)=:c(k)£A/2
[0 A ist das Gap am Rand der mBZ

[0 System isolierend fiir A > 0

O | Slater-Isolator]|

nach der Diagonalisierung:

System wechselwirkungsfreier Fermionen:

mBZ

HSlater - Z an(k)d;rcrgdkra
k ro

also:

Q=T In(1+ exp(—B(n.(k) — 1))

kro

es ist 2 = Q(A)

1 . 1 .
A koppelt an — ) zgie’QRicjacjg =3 > 2,9,

1j0

also:
gz _ —;%zoeiQm<nio> _ —;;eiQ&mi _ —; S = A
andererseits:
352 = o = CPE e Bt 0 B8
- 2% exp(ﬁ(m(kl) )1 ; 2,/(8(k) — 5(21<:A@ Q))* + A?
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_ A
F(E(k) — ek ® Q)2 + A2

Bestimmungsgleichung fiir A bei festem n:

(f(ne(k) — ) — f(n-(k) — )

2 mBZ 1

_UZ (k) — p) — f(ns(k) —
1 ULE,;\/(g(k)_g(k@Q))2+A2(f(n() w) — f(ne(k) —p))

die triviale Losung A = 0 ist ausgenommen

1 B2 1
—= — — k - - k -
1 UL%: ke Q (f(n—(k) —p) — f(ns(k) — p))

... wegen n,.(k ® Q) = n,(k)

Auswertung der Bestimmungsgleichung fiir teilchen-loch-symmetrisches Modell:
=00 k®Q)=—<c(k) (“perfect nesting")
n=10 p=U/2 (Halbfiillung)

“perfect nesting”-Bedingung [ Instabilitat fir schwache (U — 0) WW

o U=0:firt =0, n =1 ist die Fermi-Flache identisch mit Rand der mBZ

° gegenBerIiegende Teile verlaufen parallel, verbunden durch den “nesting
vector" @

e anomal groBer Phasenraum fiir Streuprozesse k — k @ Q) mit verschwin-
dend kleiner Anregungsenergie

e also durch @ charakterisierte Instabilitat

e durch @ charakterisierte Ordnung

damit gilt:
JREL 1
1=U- Zk; \/m (f(n-(k) = p) = f(ny(k) — 1))
und

1 1 B sinh y
ee ¥ +1 e%e¥+1  coshax + coshy

f-(k)—p) = fni (k) —p) =

mitx:ﬁ(g(k)+g(k@Q)—u> :5<U”_M):1

2 2
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und y = B~ \/ )~k ® Q)2+ A2 =57 ,/45 )2 4+ A2
freie Zustandsdichte: py(z) = I > 6(z—e(k))

sinh 3,/2% + A2%/4

/ \/22+A2/4 1+ cosh B4/2% + A?/4

T=0,0=o:

dz——t
2/ z2+A2/4

symmetrische Zustandsdichte: po(—2z) = po(2):

1_U/ Az
z2+A2/4

Diskussion:

e A — 0: Integral divergent bei z =0
e A =0 nur durch U = 0 realisierbar
e antiferromagnetische Phase fiir alle U > 0

e Integral von Infrarot-Divergenz dominiert [ fiir kleine A, d.h. kleine U,
kann po(z) = 1/W =const. gesetzt werden

also:

/W/2
W 22 4+ A2/4

W/2

1= g/ln(z—l— 22+ A?/4) ;
- VUV (m(W/z + W24+ AZ)g) - 1nA/2> ~ —g/lnA/2

fur A — 0, also:

A o e VU

oder:

1
m o< —e_l/U

die Untergittermagnetisierung ist nicht analytisch fiir U = 0:
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Diskussion:

e weitere Rechnung liefert Ty o< e~ /U, Néel-Temperatur
e U — 0, hier HF exakt [ AF

e U — oo: Abbildung auf Heisenberg-Modell mit J < 0 O AF

plausibel: Hubbard-Modell fiir n = 1 und U beliebig [ AF

Slater-AF erfordert “perfect nesting”, also t' = 0
t' # 0 oder nicht bipartites Gitter [ kritisches U, AF fir U > U. > 0
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