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Übungen zur Quantentheorie der Vielteilchensysteme

Aufgabe 20 — Perron-Frobenius-Theorem für reelle, symmetrische Matrizen
Es sei H mit Elementen Hij eine reelle und symmetrische Matrix mit

Hij  0 8i, j .

Es gelte zudem, dass alle i 6= j durch nichtverschwindende Matrixelemente verbunden sind, d.h.
dass für jedes i 6= j eine Folge (i

1

, ..., iR) gefunden werden kann, so dass i
1

= i und iR = j und
Hikik+1

6= 0 für k = 1, ..., R� 1. Durch wiederholtes Anwenden von H werden also alle “Zustände”
i von allen Startzuständen j erreicht (Ergodizität).

Zeigen Sie das Perron-Frobenius-Theorem: Der kleinste Eigenwert E
0

von H ist nicht entartet, und
der zugehörige Eigenvektor v

0

kann so gewählt werden, dass vi > 0 für alle i.

a) Um das Theorem zu beweisen, betrachten Sie zunächst einen beliebigen Eigenvektor u, und neh-
men Sie an, dass uj = 0 für ein j. Argumentieren Sie mit Hilfe der Eigenwertgleichung

P
k Hjkuk =

�uj, dass dann auch uk = 0 ist für alle k, die durch nichtverschwindende Matrixelemente mit j
verbunden sind! Folgern Sie daraus, dass somit letztlich ui = 0 für alle i gelten muss!

b) Es sei u ein beliebiger Eigenvektor von H zum Eigenwert �. Weiter sei ui � 0 für alle i. Be-
gründen Sie mit a), dass dann ui > 0 für alle i.

c) Betrachten Sie jetzt einen normierten Eigenvektor v zum kleinsten Eigenwert �
0

. Definieren Sie
den Vektor u durch ui = |vi|. Zeigen Sie, dass einerseits

�
0

=

X

ij

viHijvj �
X

ij

uiHijuj

und dass aber andererseits wegen des Ritz Prinzips

�
0

=

X

ij

viHijvj 
X

ij

uiHijuj

gelten muss, und schließen Sie, dass Hu = �
0

u! Argumentieren Sie mit b), dass ui > 0 und damit
vi 6= 0 für alle i!

d) Zu zeigen ist jetzt, dass vi > 0 für alle i. Nehmen Sie an, dass vj > 0 für ein j und vk < 0 für
ein k (j 6= k) und führen Sie diese Annahme zum Widerspruch:

Begründen Sie dazu, dass unter obiger Annahme eine Folge (i
1

, ..., iR) mit i
1

= j und iR = k
gefunden werden kann mit Hirir+1 6= 0 für alle r und mit vir > 0 und vir+1 < 0 für ein bestimmtes
r! Dann ist

virHirir+1vir+1 > 0 und uirHirir+1uir+1 < 0



für dieses r. Begründen Sie, dass dann

�
0

=

X

ij

viHijvj >
X

ij

uiHijuj !

Warum führt das zum Widerspruch?

e) Nehmen Sie an, dass �
0

entartet ist, so dass zwei orthogonale Eigenvektoren zu �
0

gefunden
werden können, und zeigen Sie, dass diese Annahme zum Widerspruch führt!

Aufgabe 21 — Lieb-Mattis-Theorem
Betrachten Sie das antiferromagnetische Spin-1/2-Heisenberg-Modell

H = Hxy +Hzz =

X

ij

Jij(SixSjx + SiySjy) +

X

ij

JijSizSjz

auf einem bipartiten Gitter mit NA = NB (d.h. dass das Gitter in zwei Untergitter A und B mit
gleicher Anzahl von Plätzen zerlegt werden kann, so dass jeder nächste Nachbar eines Platzes in A
ein Platz in B ist und umgekehrt). Es sei weiter

Jij > 0 für nächste Nachbarn, also antiferromagnetische Kopplung, und

Jij = 0 sonst .

Dann gilt: Der Grundzustand von H ist nicht entartet und ein Spin-Singulett, d.h. S
tot

= 0.

Beweisen Sie das Lieb-Mattis-Theorem!

a) Begründen Sie dazu zunächst, dass durch

Six ! �Six , Siy ! �Siy , Siz ! +Siz 8i 2 A

eine unitäre Transformation U definiert ist mit H 7! UHU †
= H 0

= �Hxy + Hzz und mit
S

tot,z 7! US
tot,zU

†
= S

tot,z, wobei Stot,z =
P

i Siz. Zu zeigen ist also, dass der Grundzustand von
H 0 nicht entartet und ein Singulett ist.

b) Die Zustände

|ni ⌘ |m
1

,m
2

, ...,mLi = |m
1

i · · · |mLi

mit
P

i mi = Mtot = 0 bilden eine ONB des M
tot

= 0-Unterraums. Hier ist L = NA +NB = 2NA

und Siz|mii = mi|mii. Die Quantenzahl n numeriert die verschiedenen Basiszustände durch.

Begründen Sie, dass es ausreicht zu zeigen, dass der Grundzustand von H 0 in diesem Unterraum
nicht entartet und ein Singulett ist!

c) Begründen Sie, dass Hzz diagonal in dieser Basis ist! E
max

sei die maximale Eigenenergie von
Hzz. Zeigen Sie, dass

hn|H 00|mi  0

für alle Basiszustände und für H 00
= H 0 � E

max

!



d) Damit kann das Perron-Frobenius-Theorem angewendet werden (“Ergodizität” ist gegeben, da
durch die Jij > 0 zwischen nächsten Nachbarn alle Plätze letztlich mit allen gekoppelt sind). Zeigen
Sie auf diese Weise, dass H 0 im M

tot

= 0-Unterraum einen nicht-entarteten Grundzustand

|E
0

i =
X

n

cn|ni

mit cn > 0 besitzt!

e) Nehmen Sie an, dass im M
tot

= 0-Unterraum ein Zustand

| i =
X

n

an|ni

existiert mit an > 0, der ein Eigenzustand von S2

tot

zum Eigenwert S
tot

= 0, also ein Singulett ist.
Begründen Sie, dass dann auch |E

0

i ein Singulett ist! (Betrachten Sie das Skalarprodukt der beiden
Zustände).

f) Damit muss nur noch die Existenz von | i gezeigt werden. Betrachten Sie dazu ein anderes
System mit Hamiltonian

H 000
= J

 
X

i2A
Si

! 
X

j2B
Sj

!
= J

X

i2A,j2B
SiSj

mit J > 0, und begründen Sie, dass der Grundzustand von H 000 im M
tot

= 0-Unterraum,

| i =
X

n

an|ni ,

nicht entartet ist und dass an > 0 angenommen werden kann!

g) Zu zeigen ist jetzt nur noch, dass | i ein Singulett ist. Definieren Sie SA =

P
i2A Si und

SB =

P
j2B Sj, drücken Sie H 000 durch SA und S

B

aus, und zeigen Sie so, dass die Eigenenergien
von H 000 durch

E =

J

2

[S
tot

(S
tot

+ 1)� SA(SA + 1)� SB(SB + 1)]

gegeben sind, wobei SA und SB die Spin-Quantenzahlen der Spins SA und SB sind, und |SA�SB| 
S
tot

 SA + SB! Für welches Stot

ist E bei gegebenen SA, SB minimal? Wie müssen also SA und
SB gewählt werden, damit E minimal ist? Beachten Sie dabei NA = NB! Begründen Sie so, dass
der Grundzustand | i ein Singulett ist!


