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Übungen zur Quantentheorie der Vielteilchensysteme

Aufgabe 11 — Teilchenzahlerhaltung

Zeigen Sie, dass die (Gesamt-)Teilchenzahl für einen allgemeinen Hamilton-Operator der Form

H =
∑

αβ

tαβc
†
αcβ +

1

2

∑

αβγδ

Uαβγδc
†
αc

†
βcδcγ

mit beliebigen Matrixelementen tαβ und Uαβδγ eine Erhaltungsgröße ist!

Aufgabe 12 — Kronecker-Delta

Betrachten Sie ein endliches Gitter, dass in einem Spat eingeschlossen ist, der von den Vektoren
L1a1, L2a2 und L3a3 aufgespannt wird. Die as (s = 1, 2, 3) sind dabei die Basisvektoren einer
Einheitszelle des Gitters und Ls sind (grosse) natürliche Zahlen. L = L1L2L3 ist dann die Anzahl
der Einheitszellen des Gitters. Das Systemvolumen ist V = LVEZ = La1 · a2 × a3.

a) Betrachten Sie ebene Wellen ψk(r) = exp(ikr). Welche erlaubten k-Werte ergeben sich bei
periodischen Randbedingungen der Form:

ψk(r)
!
= ψk(r + Lsas) s = 1, 2, 3 ?

Schreiben Sie k als Linearkombination von Basisvektoren des reziproken Gitters br, r = 1, 2, 3.
Welche Koeffizienten sind erlaubt?

b) Nutzen Sie dieses Ergebnis, um für ein k aus der durch b1, b2 und b3 aufgespannten Einheitszelle
des reziproken Gitters den Ausdruck

1

L

∑

i

eikRi

zu berechnen! Ri =
∑

s nsas mit ganzen Zahlen ns = 0, ..., Ls − 1 sind hier die Vektoren des
direkten Gitters.

c) Beweisen Sie für zwei (erlaubte) Wellenvektoren k, k′ aus der Einheitszelle des reziproken Gitters,
dass

1

L

∑

i

ei(k−k′)Ri = δkk′ !

d) Beweisen Sie für zwei direkte Gittervektoren Ri, Rj, dass

1

L

rez.EZ∑

k

eik(Ri−Rj) = δij !

Aufgabe 13 — Coulomb-Wechselwirkung im reziproken Raum

Gegeben ist der folgende Hamilton-Operator in zweiter Quantisierung:

H =
∑

ijσ

tijc
†
iσcjσ +

1

2

∑

ijkl

∑

σσ′

Uijklc
†
iσc

†
jσ′clσ′ckσ

mit



tij = 〈iσ|H1|jσ〉 Uijkl = 〈iσ, jσ′|H2|kσ, lσ
′〉

wobei i die Plätze eines Gitters bezeichnet.

Führen Sie die Fourier-Transformation in den reziproken Raum durch, und geben Sie den Hamilton-
Operator in zweiter Quantisierung bezüglich der ONB {|kσ〉} an! Welche Vereinfachungen ergeben
sich durch die Translationsinvarianz?

Leiten Sie die Form der Wechselwirkungsparameter im k-Raum her für den Spezialfall

Uijkl = δijδikδilU ,

also für eine rein lokale Wechselwirkung!

Aufgabe 14 — Zeitabhängiger Vernichter

Beweisen Sie (durch Taylor-Entwicklung von f(λ) = eλABe−λA um λ = 0), dass

eλABe−λA = e−λLAB

für zwei beliebige lineare Operatoren A,B, für λ ∈ C und LA(X) = [X,A]−!

Nutzen Sie dieses Resultat, um die Zeitabhängigkeit des Vernichters cα(t) im Heisenberg-Bild zu
berechnen. Nehmen Sie dazu an, dass der Hamilton-Operator ein Ein-Teilchen-Operator ist:

H =
∑

m

εmc
†
mcm .

Gibt es hier Unterschiede zwischen Fermionen und Bosonen?

Aufgabe 15 — Trotter-Zerlegung

Zeigen Sie die Gültigkeit der Trotter-Zerlegung

exp(x(A +B)) = exp(xA) exp(xB) + O(x2)

für beliebige lineare Operatoren A und B! x ist eine reelle Zahl.


