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Aufgabe 18 — Drehimpuls-Algebra
a) J sei ein Drehimpuls, Jy = J, £ iJ, die zugehdrigen Leiteroperatoren. Zeigen
Sie die folgenden Relationen!

a-J,b-J]=ihaxb-J (a, b beliebige Vektoren)
(]2, Ji] = £hJy

Jide =3~ J*+hJ,
b) {|jm)} sei eine ONB gemeinsamer Eigenzustande von J? und J,. Es gilt:

Teljm) = /3G + D) = m(m £ 1) [jm + 1).

Zeigen Sie, dass

. _ (]+m)' j—m - .
"”’”\/<2j>!<jm>!‘]¢ D

Aufgabe 19 — Ortsabhéngige Phase
Eine Symmetrietransformation ist allgemein gegeben durch einen (anti-)unitdren
Operator T, so dass

¥) = [¥) =T|¥),

Avs A = TATT

(s. Vorlesung, Wignersches Theorem).
Betrachten Sie speziell die Symmetrietransformation, die fiir Wellenfunktionen, also
in Ortsdarstellung durch

T(r) — U(r) = #Du(r)
definiert ist! o(r) ist eine vorgegebene ortsabhangige Phase.
Wie lautet T" in Ortsdarstellung? Ist 1" unitar? Wie transformieren sich Orts- und

Impulsoperator? Welche physikalische Bedeutung hat diese Symmetrietransforma-
tion?



Aufgabe 20 — Bahn- und Spin-Raum
Fiir ein Teilchen mit Spin S ist der Hilbert-Raum H durch das Produkt von Bahn-
und Spin-Raum gegeben:

H=Hp R Hs.
Warum ist es eigentlich nicht moglich, #H als direkte (orthogonale) Summe
H=Hp D Hs.

zu definieren? Zeigen Sie, dass dies zu Widerspriichen fiihren wiirde!

Aufgabe 21 — Spinpolarisation
Betrachten Sie den zweidimensionalen Spin-Raum Hg zu S = 1/2 und Observable
Elektronenspin

s b B0y (0 =i (10
—20$70y702_20_2 1 0 y i 0 y 0 —1 .

P = (P,, P,, P,) sei ein Vektor mit reellen F;, so dass |P| < 1 (“Spinpolarisation™).
Das System befinde sich in einem (reinen oder gemischten) Zustand, der durch die
2 x 2 Dichtematrix

1
p:§(1+P-U)

gegeben ist.

a) Verifizieren Sie, dass p normiert ist: Sp(p) = 1!

b) Untersuchen Sie, fiir welches P ein reiner Zustand vorliegt!

c) Zeigen Sie, dass (0;) = P, fir i = z,y, 2!

d) Es sei P = (0,0, P). Zeigen Sie, dass P = (N+— N|)/(N4++ N|) wobei N; | die
Zahl der Elektronen mit Spin my =1, | ist!

e) e = (sindsinp,sind cos,cost) sei der Einheitsvektor in (¢, ¢)-Richtung.
Bestimmen Sie die Eigenwerte der e-Komponente des Spins, S - e, und zeigen Sie,

dass
e,) = cos(1¥/2) o) = — sin(¥/2)
T\ esin(9/2) 7\ e cos(1/2)
orthonormierte Eigenzustande von S - e sind!
f) Das System befinde sich im Zustand p = (1 4+ P - 0)/2 mit P = (0,0, P). Mit
welcher Wahrscheinlichkeit wird bei einer Messung von S - e das Resultat +//2
gefunden? Diskutieren Sie die 9, o-Abhangigkeit und den Fall P = 0!



