Blatt 7 Sommersemester 2013

Ubungen zur Quantentheorie der Vielteilchensysteme

Aufgabe 26 — Jordan-Wigner-Transformation
Betrachten Sie das Heisenberg-Modell in einer Dimension

H=-J> 88in

mit lokalen Spins S; auf den Platzen i = 1, ..., L einer Kette der Lange L und Austausch-Kopplung
J zwischen nichsten Nachbarn. S; sei jeweils ein Spin-1/2 (d.h. S? = S(S + 1) = 3/4). Die
Komponenten von Spins an verschiedenen Gitterplatzen ¢ # 57 kommutieren, fiir ¢ = j hat man die
gewohnliche Drehimpuls-Algebra:

[Siam Siy]— = ZSM etc.

Mit der Jordan-Wigner-Transformation kann das Spin-1/2-System auf ein System von Fermionen
abgebildet werden. Man definiert zunachst Erzeuger und Vernichter

a;f = ch + ZS’Ly ) - Sm - S’Ly

_ = 0 fiir i # j (wie Bosonen) und dass [a;,a;]. = 0,

a) Zeigen Sie, dass [a;,a;]- = 0, [a;, a;

[a;,al], = 1 (wie Fermionen)!
b) Geben Sie die Umkehrtransformation an! Wie muss S;, durch a; und a:-r dargestellt werden?

c) Definieren Sie jetzt Erzeuger und Vernichter
CZ _ 1#2] 1a]a7 aT

c; = elWZ; ia;a] a;
und zeigen Sie, dass [c;, cj| = 05 (also Fermionen)!

d) Zeigen Sie weiter:

[ izTrZ] 1ajaj (l] =0
ala; = cle;(=ny)
eiiwnici = ¢

CTe:tiwni _ CT

i i

[Cz‘, eiiﬂ'm]Jr =0

[Cja e =0

e) Auf welches Modell wird das Heisenberg-Modell durch die Jordan-Wigner-Transformation .S; —
cl,c abgebildet?



f) Warum funktioniert die Abbildung nur in einer Raumdimension?

Aufgabe 27 — Bogoliubov-Transformation
a) Begriinden Sie die folgende Aussage:

Eine lineare Transformation bosonischer (¢ = +1) bzw. fermionischer (¢ = —1) Vernichter und

Erzeuger c, — d, mit
da = Z Uagc,g + Z Va/jCL ,
B B

fur die
[dom d;r%]fs = 604,3

gilt, die also die fundamentalen (Anti-)Vertauschungsrelationen respektiert, definiert eine unitare
Transformation von Zustanden und Observablen.

b) Zeigen Sie, dass die komplexen Matrizen U und V die Relationen

UU'—cvVi=1
UvV' —cvUT =0

erfiillen miissen, damit die Transformation unitar ist! Eine solche Transformation heiBt Bogoliubov-
Transformation.

c) Definiere die Matrix M als
Zeigen Sie, dass

wobei ¢ = (..., cq,..)T, = (...,cl,..)T, etc.!

ey Loy

d) Zeigen Sie, dass M KM = K, wobei
1 0
K= < 0 —el )

e) Zeigen Sie, dass das Hintereinanderausfiihren zweier Transformationen mit den Eigenschaften
von b) wiederum eine Transformation vom Typ b) ist! (Bemerkung: Die Transformationsgruppe ist
isomorph zur SO(2M) fiir Fermionen und zur Sp(2M) fiir Bosonen, d.h. zur Gruppe der reellen, ortho-
gonalen, 2M-dimensionalen Matrizen mit Determinante 1 bzw. zur entsprechenden symplektischen
Gruppe. M ist die Dimension des Ein-Teilchen-Hilbert-Raums.)

ist! Geben Sie M~ an!



