Blatt 2 Sommersemester 2013

Ubungen zur Quantentheorie der Vielteilchensysteme

Aufgabe 7 — Doppelbesetzung
Zeigen Sie fiir Spin-1/2-Fermionen (¢ = —1), dass

0<(d;)<1

wobei d; = 17, die Doppelbesetzung bezeichnet.

Aufgabe 8 — lokaler Spin
Fiir ein Gittermodell sei die Orthonormalbasis des Ein-Teilchen-Hilbert-Raums durch {|io) } gegeben,
wobei i die Platze eines Gitters indiziert und o =1, |.

a) Verifizieren Sie fiir die Observable “lokaler Spin” S;, = ch M,cw (mit = z,y, 2 und

o™ Pauli-Matrizen) die Drehimpulsalgebra
[Sizy Siy]— = 1Si, (und zyklische Vertauschungen) !
b) Berechnen Sie S?!

Aufgabe 9 — Teilchenzahlerhaltung
Zeigen Sie, dass die (Gesamt-)Teilchenzahl fiir einen allgemeinen Hamilton-Operator der Form

H= Ztaﬂc cg+ = Z Uam(gc c%c(gc7
aﬂ'y&

mit belleblgen Matrixelementen t,3 und U,gs, eine ErhaltungsgroBe ist!



Aufgabe 10 — Kronecker-Delta

Betrachten Sie ein endliches Gitter, dass in einem Spat eingeschlossen ist, der von den Vektoren
Liay, Lyay und Lsay aufgespannt wird. Die a; (s = 1,2,3) sind dabei die Basisvektoren einer
Einheitszelle des Gitters und L sind (grosse) natiirliche Zahlen. L = L;LsLj ist dann die Anzahl
der Einheitszellen des Gitters. Das Systemvolumen ist V = LVgz; = La; - ay X ag.

a) Betrachten Sie ebene Wellen i (r) = exp(ikr). Welche erlaubten k-Werte ergeben sich bei
periodischen Randbedingungen der Form:

Yk (r) = Ui (r + Lsas) s=1,2,37

Schreiben Sie k als Linearkombination von Basisvektoren des reziproken Gitters b,., » = 1,2, 3.
Welche Koeffizienten sind erlaubt?

b) Nutzen Sie dieses Ergebnis, um fiir ein k aus der durch by, by und b; aufgespannten Einheitszelle
des reziproken Gitters den Ausdruck

% Z SR,

zu berechnen! R; = ) n,a, mit ganzen Zahlen ny, = 0,..., L — 1 sind hier die Vektoren des
direkten Gitters.

c) Beweisen Sie fiir zwei (erlaubte) Wellenvektoren k, k' aus der Einheitszelle des reziproken Gitters,
dass

1 (kKR
Z Z 6z(k—k JRi O !

d) Beweisen Sie fiir zwei direkte Gittervektoren R;, R, dass

rez.EZ

% Z 6ik(Ri—Rj) _ 57Lj [
k



