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Viel-Teilchen-Theorie: Motivation

e reale Systeme sind meist als quantenmechanische Viel-Teilchen-Systeme
aufzufassen

(z.B. Atomkerne, Atome, Molekiile, Nanostrukturen, Mesoskopische Syste-
me, Festkorper)
e meist Systeme mit (starker) Wechselwirkung

Beschreibung von Vielteilchensystemen daher i.allg. nicht reduzierbar auf
Ein-Teilchen-Konzepte

Bild unabhangiger Teilchen nicht haltbar
e Ununterscheidbarkeit identischer Teilchen erzwingt (Anti-)Symmetrisierung
der Viel-Teilchen-Wellenfunktion W(7y, 0y, 79, 09, ...)

Formalismus der zweiten Quantisierung (Erzeuger, Vernichter)

e Viel-Teilchen-Wellenfunktion von 10?* Teilchen uninteressant
neue BasisgroBen, z.B. Erwartungswerte, Korrelationsfunktionen, Green-
Funktionen, zu diskutieren

e Ein-Teilchen-Problem (H|¥) = E|V¥)) im wesentlichen l6sbar (ggfs. nu-
merisch), Viel-Teilchen-Problem i.allg. nicht exakt I6sbar
neue Methodik erforderlich (Mean-Field-Ansatze, Feynman-Diagramme,
QMC, Pfadintegral, Funktionaltheoretische Methoden, etc.)

e qualitativ neue Phdnomene:

Fermiflissigkeiten, Luttinger-Fliissigkeiten, Schwerfermionenverhalten, Kondo-
Effekt, Bose-Einstein-Kondensation, Supraleitung, kollektiver Magnetismus,
Mott-Isolatoren, (Quanten-)Phaseniibergange, etc.
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Kapitel 1

Quantenstatistik

1.1 Prinzipien der Quantenmechanik

Zustand

V) e H mit (¥|¥) =1
bzw

| W) (U] (Projektor)
Zustandsraum:

{{U)} =H Hilbert-Raum

Observable: hermitesche Operatoren auf H:

A=Al
mogliche Messwerte: Eigenwerte a, von A

Alay, ) = a.la,, ) (y=1,...,9: g Entartung von a,)
|a,,~) Eigenzustand von A zum Eigenwert a,

QM:

keine sichere Vorhersage einzelner Messungen

prinzipielle Unvorhersagbarkeit, auch bei vollstandiger Praparation ei-
nes reinen Zustands |V)

objektive WK

Quantenstatistik: gemischte Zustdnde mit weiteren ( “subjektiven”) WK

9



10 KAPITEL 1. QUANTENSTATISTIK

Messung von A am System im Zustand |¥) liefert a, mit WK
P(a;) = [(a,;|9)]* = (¥]a,) (a,|T) = (I(ar))w

II(a,): Projektor auf den Unterraum zum Eigenwert a,

bei Entartung von a,:
Plar) = ; [{ar, [ 9)* = (| i:l |ar, 7){ar, 7I¥) = ((a,))w

=

Systemzustand nach der Messung (mit Resultat a,):
(a,)| V) “Kollaps”, akausale Entwicklung

Praparation eines reinen Zustands |¥).
Messung eines vollstandigen Satzes kommutierender Observabler
|ar, bs, ...) = (a,)I(bs) - - - |¥)

Erwartungswert von A bei Messung im Zustand V:

(Ao =3 Plar)a, =3 [ar,7|¥)]%a

= S (Wla, y)ar{a,, A1¥) = (¥|AD)

T7’Y

zeitliche Entwicklung des Zustands:

W) = [¥(t))
Anfangsbedingung:

(W (to)) = |Wo)
Dynamik: Hamilton-Operator

H = H(q,p) klassische Hamilton-Fkt. aber [q, p| = ih
Bewegungsgleichung

d
zh%hl/(t)) = H|¥(t)) Schrodinger-Gleichung

formale Losung:

1
() = exp (— H(t —to) ) (ko)) = Ut~ to) D(to)
mit Zeitentwicklungsoperator U (H nicht explizit zeitabhangig)

Zeitabhangigkeit eines Erwartungswerts:

(A)y = (U(1)|A|W(t)) Schrodinger-Bild
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= (U(0)]eF T Ae~F 1|1 (0))
= (V(0)|A(t)|¥(0)) Heisenberg-Bild

mit: A(t) = et Aem Mt

Schrodinger-Bild:
— A = A(q,p) Operatoren zeitunabhingig
— |W(t)) Zusténde zeitabhdngig O Schrodinger-Gleichung

Heisenberg-Bild
— Operatoren zeitabhidngig [1 Heisenberg-Gleichung
— Zustinde |U) zeitunabhangig

Heisenberg-Gleichung (A nicht explizit zeitabhangig):

ih%A(t) = ih% (er™ Ae™i11") = [A, H](t)
ErhaltungsgroBen:

[A,H] =0 O A = const.
Energieerhaltung:

[H,H] =0 [0 H = const.

1.2 Quantenmechanisches N-Teilchen-System

Ein-Teilchen-Hilbert-Raum: H;
ONB von H;:

{l¢a)}

(BalPs) = dap (Orthonormierung)
Y ta)(Pal =1 (Vollstindigkeit)

o diskreter Index! (konzeptionell: Teilchen in einer (makroskopischen) Box
vermeidet formale Schwierigkeiten bei iiberabzéhlbaren Basis)

Ein-Teilchen-Hilbert-Raum des i-ten Teilchens: H\”
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ONB von Hgi):

{lo@)}
N-Teilchen-Hilbert-Raum:

Hy = Hgl) ® H(12) X ® HY“ (Tensorprodukt)
ONB von Hy:

{85 |02 - -- |¢Sp)} Produktzustinde

Index oben: Teilchen

Index unten: vollstandiger Satz von Quantenzahlen
es folgt:
N .
dim Hy = [ dim H{” = (dim H,)N
i=1
falls H; endlichdimensional bzw. dim H\" = dim X,

beachte: Definition von Hx nur fiir unterscheidbare Teilchen (s.u.)

Orthogonalitat:

GDUGD] - (6] 1S5 - - 15 = (6D [60)) - - (¢M[SUDY = Gapy -+ Faniin

Vollstandigkeit:
D 168 1ol @l (el =1

a1, HN

Bestimmung eines Energie-Eigenzustands:

0 Darstellung des Hamilton-Operators H in ONB
1 N 1 N
= X W) [N @D (6SDH6G)) - [o ) ()| - (|

mit 7 = (v, ..., an), s = (01, ..., On) ist:

H = Z HT‘S‘T><S|



1.2. QUANTENMECHANISCHES N-TEILCHEN-SYSTEM

Eigenwerte/-zustdnde von H « Eigenwerte/-zustande der Matrix H,.
H,s = (r|Hl|s)
Matrixdimension:
N .
I dim HY = (dim H,)N (bei gleichen Dimensionen)
i=1
fiir Diagonalisierung von Matrizen o< Matrixdimension?, also:

Aufwand oc (dim H; )*"

Aufwand o eN‘

Bestimmung der Grundzustandsenergie mit Hilfe des Ritzschen Prinzips:
(V[H|W)
(V)W)

Ey = min
mit
(O) = 3" Capranl®i)) - 105Y)

Con...an Variationsparameter, Anzahl o eV [J

Aufwand eN‘

.....

.....

2N-fache Summe mit jeweils dim ; Termen [0 o e” Summanden

‘Aufwand X eN‘

Operieren mit N-Teilchen-Zustanden:

Aufwand o e

aber: reiner Zustand enthalt zu viel Information

Ausweg durch quantenstatistische Beschreibung?
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1.3 Gemischter Zustand, Dichteoperator

Mikrozustand:
| W) reiner Zustand
bei unvollstandiger Information:

| W) mit WK p(|U)) = pr gemischter Zustand

[J gemischter Zustand = Satz von reinen Zustanden mit zugehorigen WK
[0 Zustand |Wy) ist eine ZufallsgroBe

[l zusdtzliche statistische Beschreibung

definiere Dichteoperator

p= Ek:pk\‘l’kﬂ‘l’k\

Operator im Hilbert-Raum (aber nicht als Observable aufzufassen)

beachte: |¥,) kdnnen als Zusténde nach einer Messung einer Observablen (oder
einen Satzes von Observablen) B mit paarweise exklusiven und vollstandigen
Messresultaten (Eigenwerten) by aufgefasst werden

die Aussagen Ay "System im Zustand |¥;)" sind daher paarweise exklusiv und
vollstandig (Partition)

in diesem Fall ist {| W)} eine ONB

die wesentlichen Eigenschaften des Dichteoperators hangen aber nicht von der
Orthonormalitat ab

Eigenschaften:
Normierung: ({|Vx)} ONB)

Spp=> (Wklp|Vs) Zpk—l
k

Positive Definitheit: sei |®) beliebig:
(®[p|®) = (P D prWr)(Wrl|®) = > prl(P[W4)[* > 0
k k
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Hermitizitat:

i
ph= (ZPM%N%I) = o) (Wi| = p

p=rp'

umgekehrt:
p=pl,p>0,Spp=1 0O Eigenwerte reell, nicht negativ, Summe: 1
[l Eigenwerte als WK interpretierbar

[0 Operator mit diesen Eigenschaten charakterisiert (eindeutig!) einen gemisch-
ten Zustand {|Wy), px}

reiner Zustand als Spezialfall:

Pk = Ok 0 P =2 il V) (Wr| = [Upe) (U |
k
weiter gilt:
Sp(p°) = D (Wl W) (Wil p| W) = D" pi (Wl Wy) =D pr <1
k.l k k

Sp (p®) =1 < p = | ) (V| fiir ein |¥) < p reiner Zustand

Motivation der Definition von
p = prlWi) (Wl
k

alle messbare GroBen: direkt durch p darstellbar!
System mit WK p;, im Zustand |Wy). Messung von A. WK @, zu messen:
P(a,) =>_ P(a,| System im Zustand |U})) - py,
k

(Marginalisierungsregel)
beachte: “System im Zustand |Uj)" bilden eine Partition

es ist:

Play) = Y (M(a)wy i mit H(a,) = Z a7 ) a7

also:
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= 3> (Tln)(n|T(a,) W) pr
E n
Z n|I(ar) Y W) pe(¥iln) = Sp (I1(ar)p) = Sp (pIl(a,))
k

P(a,) ist also nur liber den Dichteoperator von |¥;) und pj; abhidngig

Erwartungswert einer Observablen A:

=> a,P(a,) =) a,Sp(pll(a,))

= Sp <p§r:arﬂ(ar)> = Sp (p4)

nur iiber Dichteoperator von |U}) und p; abhangig

somit:

und

speziell fiir einen reinen Zustand p = | V) (V|

(Ayo = Sp(|W)(W]A) = > (n|U)(¥[|Aln) = > (¥|An)(n|¥) = (V| A]T)

n n

und:

Pla,) = (e )y = ... = (U3 |ar,){ar¥) = > [ar,v|)*

v

Beispiel: 2-dimensionaler Hilbert-Raum

Basis:

H>=<é> u>=<$>

normierter reiner Zustand:
o= (5 ) =alnsin (el +ior=1)

“kohadrente” Superposition reiner Zustande

normierter gemischter Zustand:
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p=lalI T+ 18P (L] (lel* +187 =1, Spp=1)

“inkoharente” Mischung reiner Zustande

. ‘a|2<é>(1,0)+lﬁ\2 ( (1) ) (0,1) = ( ‘O(S'Q Iﬁo\2 )

beachte: Spp? = |a|* + |B]* < 1fira#0, a # 1

2\1 0 2

(02), = Sp (po.) = Sp (( |06‘2 IﬁO\Q ) ( (1) (1) ))

- 0 o\
‘Sp<mP 0>_0

dagegen:

o=@ () (5) =@ () =asrma

(Interferenz von WK-Amplituden)

[0 unterschiedliche Messresultate, z.B. Observable S, = 7_1 < 01 ) = 7_1%

Dichteoperator des reinen Zustands py:

_ (e e [ o Ba
Pw—|‘1’><‘1’|—<ﬁ>(aa5)—<aﬂ* W|2>

Interferenzterme fehlen auf der Nebendiagonalen von p

1.4 Shannon-Information

Versuch mit Elementarereignissen k
(Ereignisse paarweise exklusiv und vollstandig, “Partition”)

definiere Shannon-Information:
o=oc({p}) == pxlnpy
k

“mittlerer Informationswert” = —Inp; o< Anzahl der notwendigen, vorab fest-
gelegten, binaren Fragen zur Festlegung des Ereignisses k£ x In 2

Bsp:

M = 16 gleichwahrscheinliche Elementarereignisse (4 x 4-Schachbrett)
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4 binare Fragen, also
1
4xIn2=1n2*= —111? = —Inpg

Eigenschaften:

® o(p1,...spar) >0
o U(p1> ---,pM) =0 Pk = 6I<:k0 fiir ein ]{0

(minimale Unkenntnis)

e Beitrag von k zu o klein fiir
pr — 1 (kaum neue Info)
oder

pr — 0 (wegen zInx — 0 unwichtig fiir mittlere Info)

1
o fiir pp = 7 = const. (Gleichverteilung) ist

( - Ll Cww
o(pi, ... =—>» —In—=1In
P15 PMm ~ M M
e Monotonie
1 1
om = J(M, s M) monoton wachsend
(groBere Unkenntnis bei wachsender Anzahl gleichwahrscheinlicher Moglich-
keiten)
e Stetigkeit

o(p1, ..., par) stetig in allen Argumenten

o Additivitat
P1 P2
O@bmmM)ZU@m&me)+pdgw )

fir p = p1 +p2
(folgt durch direktes Nachrechnen)

Unkenntnis unabhangig davon, ob EE in Klassen zusammengefasst werden

Monotonie, Stetigkeit und Additivitdt bestimmen o eindeutig bis auf eine Kon-
stante (Shannon)
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Shannon-Information eines gemischten Zustands p = > py| W) (y:
k

o=oc({p}) == pxlnpy

pr. Eigenwerte von p, |¥,) Eigenzustinde [J

|W) Eigenzustdnde von pln p, Eigenwerte:

plnp|¥) = pr Inpe|Wy)

D

prInp = (Vi|pln p|¥y)
und somit:

o= —;(‘Pk\f?lnp\‘l’w

o=-5p (plnp)

Beispiel von oben:
o =o(la’,|8]*) = —|a|*In]a* — |5 In|B|*
maximale Unkenntnis fiir o =max., also fiir |a|*> = |3|> = 1/2

gemischter Zustand maximaler Unkenntnis:

p:<1(/)2 192>:%<é>(1,0)+%<$>(0,1)

p:<162 192)22%“)%(1’1”%%

System mit WK 1/2 in Zustand mit Spin in +z-Richtung

oder:

1.5 Grof3ikanonische Gesamtheit

typische Situation: System mit Energie- und Teilchenaustauschkontakt
Kontrollparameter:

Temperatur 7' [1 bestimmt mittlere Energie
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chemisches Potenzial 1+ [J bestimmt mittlere Teilchenzahl
gemischter Zustand der GK Gesamtheit, p =7
MaxEnt-Prinzip

o(p1, ..., pyr) = max

mit Nebenbedingungen

dook=1
%:PkEk = (H) (Ex = (Vi |H|Wy))

%:Pka = (N) (N = (04| N|W.))

notwendige Bedingung fiir ¢ = max:

0

0= 5 (—Zpk.lnpk. — X0 > _pr— MY piEy — )‘2Zpka‘>
Pk I k k k

also:
O0=—Inp, —1—Xg — M Ep — AN,
pr = const. exp(—A Ey — Ao Ng)
Bedeutung der Lagrange-Parameter:

1
)\0 Normierung )\1 = k‘B—T = k‘gT
damit:

De = const e~ (Ex—1Ng)/kpT

normierte Wahrscheinlichkeiten:
1

D = Ee—ﬁ(Ek—uNk)
mit
1
B=r
kT

und der Zustandssumme
Z(T, 1) = Z e P(EBr—pNy) — ,—BQ
2

groBkanonisches Potenzial

Q(T7 :u) = _kBT In Z(T7 :u)
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Formulierung mit Dichteoperator:

_1 -
p= ¢

B(H—puN) 7 = Sp e*ﬁ(Hfuﬁ)

Berechnung des Erwartungswerts einer Observablen A

es sei (0.B.d.A))

H=H,+ M)A
dann folgt:
= Sp(p = — Sp Ae 707 = —(—kgT)In Sp e 7\70
A Sp (pA L gy Ae—t-21) 0 kgT)In Sp e AHotA)
7 o\
also
Q »
(A) :% O Ubung

Berechnung von Q(T, i, \) bzw. von Z(T), i, \):
Z=Spe = 37 (o) (oa/leT M ok)) - |0kY)

‘Aufwand X eN‘

Fazit Quantenstatistik:
keine “Verbesserung” bzgl. des Komplexitatsproblems
aber: angemessene Beschreibung eines Viel-Teilchen-Systems
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Kapitel 2

Zweite Quantisierung

identische Teilchen: (Anti-)symmetrisierung der Zustande notwendig
Umformulierung der liblichen QM mit Erzeugern und Vernichtern

Quantisierung der Schrodinger-Gleichung als klassische Feldgleichung (s.u.)

2.1 Systeme identischer Teilchen

identische Teilchen: Teilchen mit vollstandig libereinstimmenden inneren Teil-
cheneigenschaften (Masse, Ladung, Spin,...)

\Identische Teilchen sind ununterscheidbar\

e klassisch: unterscheidbar, da (prinzipiell) Trajektorie jedes einzelnen Teil-
chens verfolgt werden kann

p

'}
KM

/\>0
2
1 3/\

t=0
*q

e quantenmechanisch: Konzept der Trajektorie sinnlos

e Vertauschung von Teilchen darf zu keinen messbaren Konsequenzen fiihren

N-Teilchen-Hilbert-Raum:

23
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Hy =H o HP @ @ HY) ONB {[p)[62)) -+ [60D)}
Ein-Teilchen-Hilbert-Raum:
M ONB {[¢%))}

identische Teilchen: Hgi) isomorph zu ng)

definiere Vertauschungsoperator P;;: (auf Basis)

Pylotl) - 168)) - 188} ---166)) = 168)) - 1880} -+ 16) - -+ 1863
oder (Wirkung auf Ein-Teilchen-Zustande):

Pyloh)) -+ 168)) - 188} -+ 1063) = 16Q)) -+ 188)) -+ 168)) -+ 186
(es wird vereinbart, dass Zustande in einem Tensorprodukt kommutieren)
es gilt:

Pl =Py, und P2 =1
Teilchenvertauschung darf Messwerte nicht dndern!
0 (W|A) = (P V| A| Py W)

fiir beliebige physikalische Observable A und beliebigen physikalischen Zu-
stand V) € Hy:

0 (U[A|W) = (V|PLAP, W)
O A=PLAP;
O [Fij, Al =0
also auch:
U)W, = Pyl 0N
O IR0 = Py ()
0 Bi;|0) = e[¥)
aber e = +1, denn PZTJ = P;; und P% =1
somit:
B[ V) = £[¥)

Bsp.: (fiir oy # «;)
pij(...|¢g3>...|¢g;_)>...) — (...|¢gi)>...|¢g])>...) 7Ai(...|¢g3>...|¢gj)>...)
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[l Produktzustande nicht physikalisch

Bsp.:
r® Ortsoperator des i-ten Teilchens
pZ,Tjr(i)pij =70 £ p0

O @ nicht physikalisch

Bsp.:

[l H physikalisch

25

Fermionen Bosonen

Bij|0) = =[¥) | Py|¥) = +[¥)

antisymmetrische | symmetrische Zustande

symmetrische symmetrische Observable

e=-1 e=+1 (Vorzeichenkonvention)

halbzahliger Spin | ganzzahliger Spin (Spin-Statistik-Zusammenhang [0 QFT)

2.2 Hilbert-Raum der physikalischen Zustinde

physikalisch erlaubte Zustande aus:

HE  Hy

1) € H' ist (anti-)symmetrisch

Bsp:
6 163) € Hy"
% (\d)&”)l%”) + |¢§)>\¢S’>) e HSY (normiert fiir a # 3)

N = 2: (anti-)symmetrisierte Produktzustinde € H()

Verallgemeinerung auf N > 2:

definiere Permutationsoperator P (auf Basis)
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1 N) 7 7
Ploa)) 16y = 165 -+ o8N))
wobei (i1, ...,iy) Permutation P der Zahlen 1, ..., N

definiere Vorzeichen der Permuation:

(=17 = (=1

mit p = Anzahl der Transpositionen, aus denen sich die Permutation aufbaut
P ist unitar, P~ = Pf

definiere damit

(Anti-) Symmetrisierungsoperator S](\?)
_ 1 737)
N2Z©

Eigenschaften:

o (5912 =3 (Idempotenz)

o (S](\?))T = S](\?) (Hermitizitat)
also: S](\?) Projektoren

o SPSY) = 805 =0

also: orthogonale Projektoren 0 Ubung

es gilt:

W) e Hy O SO0) e 1Y

denn:
PySY ) = Py Ze%\ ZePP’\\If
mit P’ = P”,P

! .
wegen 7' = P ist also:

PS5 |w) —8 Z»SPIP’PI/ —5—257)/77’\‘1/) eSY|w)

also: S](\?)|\I/> (anti-)symmetrisch
da |¥) € Hy beliebig war, ist auch:
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P;Sy =<8y PSY =£PsY

sei S](\(,)) =1- S](\;r) — S](V_)

S](\(,)) ist ein zu S](\f) orthogonaler Projektor 0 Ubung
jetzt gilt:

Hy = HE\FL) @ Hﬁ\?) ® H§8) (orthogonale Summe)
mit:

H = Sy My
Hy' = Sy My
HY = SO H

2.3 (Anti-)symmetrisierte Produktzustinde

Produktzusténde (bilden Basis von H )
[66)) -+ 196Y)

definiere (anti-)symmetrisierte Produktzustédnde:

ey - .%N)(e) _ 51(5)|¢(a11)> . |¢(a]>[v)>

es ist

[+ Ban ) € HY
beachte: {|@a, - - - Gay )} bilden keine Basis, sind i. allg. linear abhingig!
beachte:

dimH) < dimHy

‘...¢ai...¢aj...>(e) :5‘...¢aj...¢ai...>(e)

Beispiel: Hg\f)
_ 1
wal...%N)( )

= 31 2 NPl 1kY)
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1 [08)) - 16l))
L SONEER N
(mit Entwicklungssatz nach Leibniz)

“Slater-Determinante”

falls o, = a; fiir @ # 7, folgt [P, - - ~¢aN)(_) =0 0O Pauli-Prinzip

damit ist auch:

Gy ++ Gay ) O|* # 1 i.allg.

0 Zustande nicht normiert

sei [Uy)© e HE

dann gilt:
)& = 3 ey [N (@] (W) )
(3 RRRE) aN
= 3 Wy 0V (D] (1SS W)
A1, ,AN
= > ) 1Y By By [TN)E
(3 RRRE) aN

nach Anwenden von S](\f) auf beiden Seiten folgt:

\‘1’N>(5) — Z |y - - .%N)(s) (5)<¢a1 .. '¢aN|‘1’N>(E)

A,y

Zerlegung der Eins: S e Pan) D @ay - Py | = 1,0
N

Ay,

2.4 Besetzungszahldarstellung

Vereinbarung einer Anordnung der Basiszustande: a =1, ...,d

Standardordnung:  |¢1), |d2), -, |Pa)

mit
d = dim Hl

Besetzungszahldarstellung eines (anti-)symmetrisierten Produktzustands:
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N1, Ny e na) = Ko |G1¢1 - dido- - o Bg- - da)©
mit Normierungskonstante K. ({(ni,ns, ..., ng|ny, na, ..., ng) = 1)
und:

n; = Anzahl der Teilchen im Zustand |¢;) Besetzungszahl
fir (o, -vnr Py )

n; = Anzahl Indizes mit o;; = @
Produktzustand:

O3 94 91 95 94 g @g
—eo—o—o—o0—e0—o0—0— [¢cjilchen
1 2 3

(anti-)symmetrisierter Produktzustand in Besetzungszahldarstellung:

1 1 1 1 1 1 1 I.I 1

'e! | eiei i ‘e i\ _ Ein-Teilchen-

9903 . ' oy  Zustande
(Teilchen ohne Identitat)
es gilt: (Beweis s.u.)

{|n1,n2,...,nq)} ist ONB von H%’ (NB: >, no = N)
Orthonormalitit:

<n17n2’ ce Mgyt |fn/§‘7'n//27 e 77’]//0”. . .> = 6711“/1517,271/2 e
Volistandigkeit:

Za na=N
Z Z ...Z...‘n17n27...’no”...><n1’n2’...7na’...|:1rH(E)
ni no Na Y

Bsp.: N = 2 Teilchen

Produktzustand:
6D 65)) € Hys

(Anti-)symmetrisierter Produktzustand:
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+ 1 +
S6M8S) = 3 (Is)165”) £ 16P)8f”)) = 2857162 sf)
— K0 - ng=1---ng=1---0) e 1P
Normierung: (K. reell)

2
K22 =[S 160)65)

= L (0121 £ @21 (I6)162) £ [6@)163))

4

1
= 5 (@11 I616) + (P16 - 62165
D1 192)168") £ 62161 - 1616

1 1
= Z(1 +1+0,5+ (Sag) = 5(1 =+ 5&5)

2
0 Ky =
R TETY
allgemein: (s.u.)
N!
K.=\|c—— K_ =V N!
[1a na!
‘Fermionen: Ng =0, 1‘ (aufgrund des Pauli-Prinzips)
‘el ieisie ieieiei , Ein-Teilchen—
9993 .. ¢y  Zustande

M:dimHgv):<]c\lf>

Bosonen: n, = 0,1, 2, ‘

[ )
ol | i2igl 1 1% 1 Ein-Teilchen-
9905 . " ¢4 Zustande
M:dimmﬁ:(“%—l)
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Beispiel: N=2 Teilchen, d=3 Orbitale (also dimH; = d = 3)

Kel|gr11)™ =

>( )
K5‘¢1¢2>(€)
K.|¢1¢5)®
e K.|¢a1)®
K. |¢a¢2)®
K5‘¢2¢3>(€)
e K.|gspr)®
>( )

) )

5K5‘¢3¢2 =

K5‘¢3¢3 (e

dimHN =9=

dimHﬁ)

dimHg\?)

— 1002

32

(1)
()

dimH\? = 0 (nicht typisch!)

)
)
)
)
= |020) | = 0 fiir Fermionen
)
)
)
)

= 0 fiir Fermionen

= 0 fiir Fermionen

Beweis der Orthonormalitat:

Normierung:

es seien oy, ...,

() <n1, ..

- K52 (6)<¢a1 e 'QbaN‘d)oa o '¢aN>(E)

= 2 S PG Pl - 10)

°N

(-]"y =1 fiir P =1 (fiir Fermionen einzige Moglichkeit, [ " = +1)

a standardgeordnet

S nglng, ... ,nd>(€)

P

(-|-) = 1 fir P mit Teilchenpermutationen innerhalb von n, gleichen Zusténden

(-|-) = 0 sonst

Anzahl der P,

also: ) (n,, ...

die 1 liefern: I1,(n4!)

P 17 TP 7 DN

>nd>

1
(e) 2
~ K2

(na!)
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1
U K. =
%Ha(na')
Volistandigkeit:
Za na=N

Z Z ---Z---\N;nl,nz,---,na,--->(5)(5)<N;nl,m,---,na,---\
ni n2 Na

= > K2 | o, -~ ¢aN>(€ (B, - - Pay | (K. = K.(ny,ns,...))

= > o) D po, - Pay |
Qq,...,aN
=10 (Vollstandigkeitsrelation von oben)
N

k. = Anzahl der Moglichkeiten, die N Teilchen so zu verteilen, dass ny sich in
|1) befinden, ny sich in |¢y) befinden, etc.

das sind gerade = K? Méglichkeiten

1, (n4!)

Orthogonalitit:
(6)<n1’ e mglnl, - ,n;>(5)

= K? <€><¢>a1 o ay|bay o bar )

_ KEQ N' ng/fp alal .. '6041\70/1\;)

1
= 5711”'1 T 6ndn' K€2 ﬁn ( )

- 6n1n/1 te 5ndn/d

definiere Fock-Raum
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HE = Byogr HY (direkte, orthogonale Summe)
Hilbert-Raum aller N =0, N =1, ... - Zustande

dimH© =dimH P +dimH® + ... =
speziell: dimH = 1 (Vakuumzustand), dimH\® =d (s.0.)

{|n1,--- ,ng)@}  (ohne NB) ist eine ONB des Fock-Raums!

2.5 FErzeuger und Vernichter

ONB von H©): {|ning - - ng - - -ng)}
Definition von ¢!, und ¢, auf ONB

Erzeuger c/,

33

CL‘nth?"' una7"'>(6) :gNavna+1‘N+1;n1,n2,--- 7na+17"'

>(€)

= Vg + 1N +1;n;,n9, - g +1,-- )& (Bosonen)
= (=DM N+ Ling,ng, -, 1, )0 (Fermionen)
mit:
a—1
No=)_ng
p=1

Die Bedeutung von N, zeigt sich z.B. bei der
Herleitung der fundamentalen Antikommuta-

torrelationen.

ch i MY — HYh

es folgt (vollstandige Induktion) 0 Ubung

chm chyna

|nq, ... ,nd>(5) =

Die Rethenfolge im Produkt ist strikt zu beach-
ten! CJ{ st der Erzeuger fiir der erste Basisor-

bital |¢1) gemafs der Standardordnung.

|0) € H, ist der Vakuumzustand, (0/0) =1, dim Hy=1,0-|0) =0
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Vernichter

es gilt:
(e) . ’. / (e)
<N;"'na"'|ca‘N;"'na"'>
:gNam(5)<N+1,..na+1..|N/,..n/a.>(5)
:gNa /na+ 1 6N+1,N’("'5na+1,nfl"')

N/
= gl /n/a 5N,N/71(”'6na,n&71"')

=gl n, (E)<N;"'na"'|N/—1;"'n/a_1"'>(5) V|N;~--na---)(5)
U ca]N;...na...>(s):€Na e \N—1;~--na—1--~)(5)

= Vna]N =13+ g — 1)) (Bosonen)

= (=DNN =15+ omp — 1)) (Fermionen)

Co HE\E;) — HE\E;)_l

Ca,Cl, sind keine Observablen!

Vertauschungsrelationen:
fiir Bosonen und o # f3 ist:

CTaC;g|...na...nﬁ...>(+)

:4/77/5_}_11/”0[_}_1‘na+1nﬁ+1>(+)

:c;gcl‘..na.nﬁ..>(+)

O [c], CE]_ =0 fir a # 3 und (trivial) fir a« = 8
analog: [Ca,cp]— =0 fir «, 0 beliebig

analog: [Cars cg]_ =0 fir a # 3

fir o = 3 ist:

CO[cL’ .. -na .. .>(+)

:’/na+1ca|"'na+1"'>(+)
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und

CLCQ| Y -na .. .>(+)

= '/na Ca‘...na_l...>(+)

= 1/’]’]/0[1 /na |.na.>(+)
U call —clea =ng +1—ng =1
0 [CQ,CE], = Oap
analog: Fermionen 0 Ubung
fiir Bosonen und Fermionen gilt also:

[CasCp]—c =0

[02702]—5 =0

[Con CTﬁ]fs = Oap
([A, B+ = AB + BA Antikommutator)
Wirkung von ¢, auf (anti-)symmetrisierte Produktzustinde
es seien «a, ..., ay standardgeordnet, dann ist

CL‘%I . .¢aN>(€)

1
— CL—|n1n2 .. .na .. >(5)
ol o om ...
= \/nl'nz‘ N'n“’ N /g +1 |nng - ng +1--)©
nilng! - ngl--o (N +1)!
— @ o 1 Qg a...(s)
\/ N = Vet n1!n2!-~-(na+1)!-~-| Gar o)
(no+1-mal)

=N +1 5Na‘...¢a...¢a...>(€)

= VN +1 |paPa, - - ‘¢aN>(E)
also:

cL‘¢a1 o ¢aN>(€) =V N +1 |¢a¢a1 e ¢aN>(€)
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Mt dem FEinfiigen von ¢, an die erste Posi-
tion geht evtl. die Standardordnung verloren.
Beziiglich der ¢q, - - - ¢o, 15t die Standardord-
nung noch gegeben. Das Resultat gilt aber auch
allgemein, denn bei Permutation der Orbitale
tritt links und rechts in der Gleichung dasselbe
Vorzeichen auf.

damit gilt auch (durch Iterieren der Formel):

1

‘¢011 o '¢0¢N>(6) - —/mclq o 'CLN|O>

2.6 Darstellung von Observablen

eine allgemeine physikalische Observable besteht aus Ein- und Zwei-Teilchen-
Anteilen:

N 1 A o
A=y APy Y A
i=1 2,50 N
27] AR

1: Teilchenindex

beachte: [A,P]_ =0

(Bsp.) Hamilton-Operator
N 2 1 2 1

Matrixelement des Ein-Teilchen-Anteils:

N .
(6)<¢a1 T ¢01N| Z Agl)‘¢ﬁl o '¢5N>(€)
=1

N '
=1 !
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<¢a1 t Agi)d)ai o .qbaN‘d),Bl o '¢5N>(€)

—_ ||Mz \\Mz

; 1
(- A G| 5 2Pl )
P

= 2. Ps (<¢£}3|A§“ 05 (6285) - (66

. 73,(3
+

HEDIOR -+ (VI eI 660 )

Ps wirkt hier (dquivalenterweise) auf (- statt
auf Teilchenindizes.

1
= 1 P (G| 41105: )G+ iy
pa

+

+ 501151 e 5aN—1ﬁN—1 <¢0¢N‘A1‘¢ﬁ1\7>)
einsetzen ...

[ jeder der N Terme liefert gleichen Beitrag!

e z.B. letzter Term: Umbenennung der Summationsvariablen:

ap — ag und B — [y

any — ap und By — B

e 2N Vertauschungen, so dass urspriingliche Ordnung von |¢,, - - '¢aN>(E)
und ©(és, - - - d3, | wiederhergestellt wird

Faktor £2V =1
O jeder der N! Terme der P-Summe liefert gleichen Beitrag!

e fiir jedes P: Umbenennung der (3; [1 urspriingliche Ordnung im Matrix-
element

e p Vertauschungen der ¢p, O urspriingliche Ordnung in (5)(%1 e dpy
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damit Faktor P, sowieso expliziter Faktor &

also: e =1

also folgt:
N .
> ap
=N Z Z |¢0¢1 e ¢04N>(6)<¢011 |A1‘¢51>5a252 o OtNﬁN <¢51 '¢5N‘
=N Y bar Gan)® (G| ALl d5,) O 5, Bas -+ Pay
Mit ¢/ |Pa, -+ Gan ) = VN + 1o, - - - day ) (s.0.) folgt weiter:
N
>

1
== \/_ byl Gan)® (sl Ail) @ (GGl i

alﬁl Q2yenny
= Z Ca1 H(E) ¢a1|A1|¢51 € = Z Ca1 ¢011‘A1‘¢51> Cp,
a1 a1

also:

=z

ZAZ Z ¢a‘A1‘¢ﬁ>
ap

i=1

.

Interpretation: Teilchen hiipft mit Ubergangswahrscheinlichkeitsamplitude (¢,|A;|¢s)
vom Orbital |¢g) nach |¢,)

analog: 0 Ubung

5 Z A(” = 5 Z <¢a¢g|A2\¢7¢5>chTﬂc5c7

i,j=1,..., afys

Beachte unterschiedliche Reihenfolge der In-
dizes!

mit
(badslAsd,05) = (8005 | AL |61 (D)

Interpretation: Das Wechselwirkungsmatrixelement (¢, ¢g|A2|¢,¢s) bewirkt eine Streu-
ung zweier Teilchen aus den Orbitalen (¢, |, (¢5] in die Orbitale (¢o| (¢5]



2.7. SPEZIELLE OBSERVABLEN 39

(Bsp.) Nichtwechselwirkende Teilchen in duBerem Potenzial

H = Z(p’ +Vrz> ZH

p v
H = —
2m ()

ONB von Hy: {len)}
mit Hile,) = &n |en)

Erzeuger, Vernichter: ¢, c,

H= Z em|Hilen)ch ¢ = Zenc Cn

(Bsp.) System mit Coulomb-Wechselwirkung
1
H = g taﬁCLCﬁ+§ E Ua,gwgclc#gcw

. afl afvyo
mit
tap = (Da| Hi|¢p) "Hopping”
und

Uapys = (Ga®s|Ha|d1¢s) “Coulomb-WW-Parameter”

(Bsp.) Nur ein Orbital:
dim H; =1, ONB: {|1)}
beliebiger Operator: A = wc'c 4+ velclee (w, v reell)

Fermionen: A = wcfe

2.7 Spezielle Observablen

Besetzungszahloperator
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=eNey/ngcl Ing, ..o ne — 1, .. ,ng)®
- 52N",/na2|n1, ey ®

also:

Nia|ny .. ng .. .nd>(5) =Ng|ni .. N .. .nd)(a)

Basiszustande sind Eigenzustande von 7,

Teilchenzahloperator

N =Y,

es ist:

Ning - -ng)® = S nalng - ng)® = Niny -- .n>(5>

es gilt: (fiir Fermionen und Bosonen!)

[Ca, @]* = 6015604

[l ¢, sind Leiteroperatoren!
(vergleiche: [Jy, J,]— = FhJy fiir Drehimpuls, J. = J, +1iJ,)

Bosonen: mit cct — cfe =1 und n = cfe ist
A =wcle —vcfe +vclecle = (w — v)h + vi?

(Bsp.) Nur ein Orbital
Bosonen: A = wcle — vcfe +velecte = (w — v)h + vi?
Eigenzustinde: |n)(~) = ﬁ(c*)”m)
Eigenwerte: a,, = (w — v)n + vn?

1
harmonischer Oszillator: H = w (ﬁ + 5)

0 Ubung

Hilbert-Raum eines Spin-1/2-Teilchens (¢ = —1, Fermion):
H, = HB) @ (Spin)

ONB von H;:
{lva)} = {[¥3)Ix0) }

mit a = (i,0)

7 indiziert raumliche Orbitale
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o =T, | indiziert Spin-Orbitale

w=(g) =(1)

Erzeuger, Vernichter, Besetzungszahloperator, Teilchenzahloperator:
C;ra y Cigy  Mig N = Zzﬁw
definiere Doppelbesetzung
d; = Nipy) = NNy
es ist:
di =df = d
Erwartungswert in einem beliebigen Zustand:
0<{d;) <1 0 Ubung
(di) = (ayniy) # (Nap) (nay) i.allg.
definiere (“e": empty)
€ = (L =i ) (1 —7y))

beachte:

es ist

1=€i+’fLiT+’fLil—di

fiir Spin-1/2-Fermionen definiere:

Si - (Szxa Siy> Szz)

mit
h
Sie = 5 (g —niy)
1
1
Siy = 2_7;(5” - 5;-)

SiJr = hchcil Si, = FLCLCZ‘T = SZTJF
es gilt:
kompakt:
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h
Si# - 5 Z CIUO'S;),CZ-U/ =1,z

mit den Pauli-Matrizen:

01 0 —1 1 0
(@) _ () _ (z) —
(Vo) = (T0) (o )

Drehimpulsalgebra: 0 Ubung
[Siz, Siy|— = 1hS; (und zyklisch)
[Sizs Sjyl— = 1h0;; S, (und zyklisch)

S;: Spin des Orbitals ¢

falls 7 die Platze eines Gitters indiziert (ein Orbital |¢);) pro Platz): lokaler Spin
m; = (S;)/h bzw. p; = gugp(S;)/h: "lokales magnetisches (Spin-)Moment”
Eigenwerte von S;, = hA(n; — n;))/2: 0,+h/2

Eigenwerte von S2: 0, h?/4

Eigenwerte von S7 = 352: 0,3h%/4, also S =0 und S = 1/2 O Ubung
O S, ist kein Spin-1/2!

beachte:

e SY: Spin des j-ten Elektrons, j = 1,..., N (keine Obs.), (8Y))? = 312 /4

e S;: Spin am i-ten Gitterplatz, i = 1, ..., L (Observable), S? # const.

(Def.) Gesamtspin

N
S — Z SU)
j=1
2. Quantisierung:
h h
S=3 (icWsW i’a’(1)>cjaci/0/ = Z(iab&'\ia/)cjacw/ => cjaiﬁgg/cw/
also:

N
S=>8D=%"s,

7j=1 =1
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2.8 Unitare Transformationen

abkiirzende Schreibweise: |a) = |¢,)
{]a)} ONB von H;
unitare Transformation der Ein-Teilchen-Basis:

=Y Unw|c) mit U unitadr
o

O {]a')} ONB von H;

wie transformieren sich Erzeuger und Vernichter?

betrachte:

T ‘0 ZUaa/‘Oé ZUQQICL‘O>

also: oy = Usw|a) ol = Y Unarcl, o = Z oo Ca
« «

Ableitung der letzten Gleichung durch Adjun-
gieren, (...)*: konjugiert komplex.

Alternative: Die Gleichung ¢! |fa, - - - Gay )© = VN + 1¢ata, - - - Pay )

zeigt, dass sich CL genauso transformiert wie |¢,)

es gilt:

Yl =5 (S0ato) (zw@arc@)

[e% ﬁl
= }E:jg: <§£:ljg/illyﬁ/> ‘O{ Cp = j{:‘(k Co/!
o B o

also:

S la)ee =S ladew  Lchlal = X el

(%

und damit:
A= Zc (al A1l B)es + 5 LS el (a| Aaldr)ees
aﬁv5
- Z CO/ ‘Al‘ﬂ Cp + 5 Z Co/cﬁ’ 6/‘A2‘6/’7,>CW’C&
o' B! o' By

forminvariant!
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fundamentale Vertauschungsrelationen:
[CO/, C,Jgu]_a = (50//3/ etc.
Transformation der Matrixelemente:

o/|Ar]B") Z o {a)Aq8)Usg

2.9 Unterscheidbare Teilchen

betrachte System aus N unterscheidbaren Teilchen

Hamilton-Operator:

N .
Hy =Y H"
i=1
Hilbert-Raum:
Hy=H" @ - aH

ONB:
{lo)) - 1o}

Beispiele:

1) paarweise verschiedene Teilchen

— H-Atom: 1 Elektron, 1 Proton

— 4 verschiedene Atome: H, He, Li, Be
¥g P4 @1 95 @4 @3 Pg

—eo—o—o—eo—9o—90o—9o— [cilchen
1 2 3 ..

[ keine relevanten Beispiel-Systeme

2) identische Teilchen, aber raumlich getrennt
— qubits, Zweiniveausysteme, lokale Spins mit S = 1/2

— System harmonischer Oszillatoren (atomare Schwingungen)
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bttt it Ein-Teilchen-
01003 . 0y | eees . ey | erees . ey Zustande

Ll physikalisch wichtige Beispiele

Begriindung der Unterscheidbarkeit:

prinzipiell sind auch identische Teilchen, die rdumlich getrennt sind (kein Uber-
lapp von Wellenfunktionen), ununterscheidbar und somit als Bose-/Fermi-System
zu behandeln, aber die Behandlung als unterscheidbare Teilchen liefert dieselben
Ergebnisse:

betrachte Messung einer “lokalen” Observablen A, d.h.
N .
A=3" AV
i=1
Erwartungswert in (anti-)symmetrisiertem Produktzustand:

N
(A) = K280 (8IS S ADSPI o)) - [60)
=1

die Teilchen befinden sich in paarweise verschiedenen Ein-Teilchen-Zustanden
dim H; = Nd bei Beschreibung mit ununterscheidbaren Teilchen!
0 Besetzungszahlen n, = 0,1 0 K3 = N!

N

(A) = NS (@] - (@D ADS 60 - - [o{0)

i=1

=> ;&1)7’@&?\ - (00ADD) 1ol )

i=1
wegen n, = 0,1 liefert nur P = 1 einen nichtverschwindenden Beitrag:
N

(A) =3 (@] (oM AD [0y - - o))
=1

<A> - <¢((111)| T <¢((1];[v) |A‘¢t(111)> e |¢((l]yv)>

Erwartungswert im Produktzustand (wie fiir unterscheidbare Teilchen)

Argument erweiterbar:

(U] A|®) = (V]S ASY |®)
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fir

[U) = > caranl@l)) - [007)

1) = > dayan|00)) o [85)

3 RRRE) aN

falls «v; aus den ersten d, a5 aus den zweiten d Zustanden, etc.

2.10 Feldoperatoren

ONB {]|a)}, unendlichdimensional und kontinuierlich

ONB {|r)}, kontinuierlich, Ortseigenzustéande

Spinfretheitsgrade werden der Finfachheit hal-
ber in diesem Abschnitt nicht beriicksichtigt.
Wegen der Uberabzihlbarkeit der Basis sind
die Betrachtungen hier nur mit eventuellen
Zugestindnissen an die mathematische Fxakt-
heit durchfiihrbar. Vorsicht ist auf jeden Fall
geboten bei naiver Ubertragung von Resulta-
ten, die nur fir den diskreten Fall Sinn ma-
chen (z.B. Besetzungszahldarstellung).

(rlr) = §(r — 1)
[drinyrl =1

Transformation:
o) = [ drir)rla) = [ dr Uyalr)
mit:

Upa = (T|0) = ¢o(7) ("oo x ", kontinuierlich)

(Def.) Feldoperatoren
Vernichter, Erzeuger in neuer Darstellung
br) =c,
Vi(r) =
(in jedem Raumpunkt sind Operatoren v und 1 definiert)

es ist:
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)./ = | Sl e (@l

[} o —e

=22 {alr) (o[} dae = 2_(rla){alr’) = (r|r')

(%

(), vi()] = =)

—E&

Hamilton-Operator fiir System mit Coulomb-WW in duBerem Potenzial (h = 1):

H= /dgr i (r) (—%A + V(T)> Y(r)

e? 1

dmeg |r — 7|

+% [ @ iyt o) WY (r)

(Def.) Teilchendichteoperator

n(r) = Z(S(r —7)

Man beachte den Unterschied zwischen dem
Ortsvektor und dem Ortsoperator des i-ten
Teilchens!

a(r) = [d' [ @) (s = 7))
= [ [ di o) =) () = [ d o) ()

b i(r) = i (r)p(r)

2.11 Quantisierung der Schrodinger-Gleichung

Einheiten: h=1
System wechselwirkender Teilchen (z.B. Coulomb-Wechselwirkung)
iiblicher Ubergang von KM zur QM:

Newton-Mechanik von Massenpunkten [1 Lagrange-Formalismus [J Hamilton-
Formalismus, H = H(g;,p;) O Quantisierung: [g;, p;|— = i0;;

Alternative:

klassische Feld-Theorie [ Lagrange-Formalismus [J Hamilton-Formalismus [
Quantisierung
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U(r,t) beschreibe ein klassisches Feld

Bewegungsgleichung? Ansatz: Schrédinger-Gleichung

i%llf(r,t) - (—%A + V(r)) U(r, 1)

. hier gemeint als klassische dynamische
Grundgleichung, die die Newton’sche Bewe-
gungsgleichung fiir Punktteilchen ersetzt!

Interpretation von W(r,t):

U (r,t)]* = p(r,t) ist die Teilchendichte

Aus der Schridinger-Gleichung folgt die Kon-
tinuitdtsgleichung, die hier die Erhaltung der
Teilchenzahl ausdriickt.

Geladene Materie fiihrt (klassisch, nichtrelativistisch) zu einem elektrostatischen
Potenzial
2

Vo(r) = ¢ /d3r’7p(r,)

47eg |r — 7|

Grundgleichung der klassischen Feldtheorie (nicht-linear!):

iLw(r, 1) - (—%AH/( )) U(r,t) + 4;0/013 ’%\P(r,t)

Lagrange-Funktion L = L[¥(r), 0,¥(r)]

L st eine Funktion wvon (kontinuierlich)
unendlich vielen generalisierten Koordinaten
U(r) und Geschwindigkeiten 0,V (r), also ein
Funktional. Fir die Ableitungen (Funktionala-
bleitungen, &) behandeln wir die unabhdingigen
Variablen als diskret.

Lagrange-Gleichung:
d oL oL
At oo (r) o0¥(r)

aquivalent zur Bewegungsgleichung, falls

L= /d3r\11 )i, /d37“11 <——A +V(r )) U(r)

=0
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2

—%//d:grdgr/\lf*(r)\ll*(r’) ¢ L U(r')U(r)

dmeg |r — 7|

U und U* werden (statt Real- und Ima-
gindrteil) als unabhdangige Variablen betrach-
tet.

denn:
d oL 0,
aooum ot ™)

_ d3 ”‘1/ /d3 ,\I/
/ )47r50|'r—'r”| : )47r50|7'/—'r|

(Bewegungsgleichung folgt durch Adjungieren)

kanonisch konjugierter Impuls:

oL
I(r) = =U*
)= 5aum ~ )
Legendre-Transformation [0 Hamilton-Funktion H = H[V(r), II(r)]

H:/ﬁ%mw@wﬂ—L:/ﬁ%w%ﬂ@ww—L
also:

1= [ () (-iA + V(r)) U(r)

+- //d37"d3r’\ll U (r') 71 U(r' ) (r)

47r50 lr — /|
Quantisierung: V(r), II(r) — t(r), 7(r) wobei (), w(r) Operatoren sind, die
durch die kanonischen Vertauschungsrelationen festgelegt sind:
[W(r), 7 (r)]- = id(r — ')
also (mit © = ir"):
[W(r), i ()] = id(r — ')
oder:

[W(r), o ()] = d(r — ')

1

W(r')
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Dies definiert aber gerade die oben eingefiihr-
ten Feldoperatoren! Man bekommt also den
schon bekannten Hamilton-Operator.

H= /d3r i (r) (—LA-F V(T)> Y(r)
by [dr [ @ )

Die Herleitung macht die Begriffe “2. Quanti-
sierung” und “Quantenfeldtheorie” plausibel.
Im Falle eines fermionischen Systems wdren
ad hoc Antikommutatorrelationen anzusetzen,
das entspricht einer verdnderten Korrespon-
denzregel. Spin und andere mnichl-klassische
Observablen konnen natirlich nicht aus ei-
nem klassischen Ansatz abgeleitet werden. In-
teressanterweise zeigt hier die klassische Feld-
theorie (fir Materie!) wegen der Schréidinger-
Gleichung schon (filschlicherweise) die typi-
schen Wellenphinomene (Beugung, Tunneln).
Austausch- Wechselwirkung (und Korrelatio-
nen) bleibt ein quantenmechanisches Konzept
(Vo ist nur der Hartree-Anteil der Wechsel-
wirkung).

e? 1
dmeg |1 — 7|

b(r)(r)

vergl.: Hartree-Fock-Approximation:

3@ [ o) ) —
/d3r M /d3 ,476;250 WT\(T—T’\ /d3r M /d3 ,47r50 v /_)%f»zﬁ(r’)

- / &r / &r' YN r)U (e, 7)o (r)

mit:

e (Wi rHy(r! e (WHr(r
Vi) = sy [ S WD @t

e drey  |r — 7|

Dies als Vorgriff auf eine spdtere Diskussion.



Kapitel 3

Ideale Quanten-Gase und
Mean-Field-Theorie

Einheiten: ‘sz =1,h= 1‘

3.1 Ideales Fermi- und Bose-Gas

allgemeines “freies” System:

H = Z taﬁCLC@
af

t: Matrix
H hermitesch U t hermitesch O 3JU unitar, so dass

UltU = ¢ € Diagonalmatrix mit Elementen ¢,,
sei
o = > Ul (unitdre Transformation der Ein-Teilchen-Basis)
(0%
dann ist:

H =S weU) ﬁcﬁ_z@ U] >gm (z ﬁcﬁ) = Y enchen

[l H ist diagonal
0 Eigenzustiande im Ein-Teilchen-Raum: |m) = ¢! |0) ZUam\a

o1
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oder:
wechselwirkungsfreie Teilchen in duBerem Potenzial:

H in erster Quantisierung:

=3 (p? +V(ri)>

2m

Losen der Schrodinger-Gleichung:

<p_2 + V(r)) |en) = enlen)

2m
O Ein-Teilchen-Basis {|n)}

O H in zweiter Quantisierung bereits diagonal:

H = Zemcjncm
m

Ideales Quanten-Gas:

H = Zemcjncm
m

exakt |6sbares Modell (fiir Fermionen oder Bosonen)

Demonstrationsmodell der statistischen Physik

insbesondere Bosonen: Phaseniibergang in freiem System!

e Fermionen: approximative Beschreibung von Leitungselektronen

Bezugspunkt fiir wechselwirkende (nicht-ideale) Systeme

groBkanonischer Hamilton-Operator:

H=H—uN
Zustandssumme:
Z = Sp ei/GH — Z (E) <n1n2 0. ‘ei/a(Hflj’N”nan .. .>(5)

ni-ng

fr—y Z (5) <n1n2 e |67ﬁ Zm(Emflj,)ﬁm |n1n2 .. .>(5)

ning---

=Y Oy e Sl

ning---

niney - - .>(e)
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- 3 L

ning-- m

— H Z e—ﬂ(Enz_#)nm

m Num

Fermionen:

=11 Z ety

m ny,=0

— H(l + 6—(5m—#)/T)

groBkanonisches Potenzial:

Q=-TInZ=-T> In(l+ e Pem1)

0 es folgt die komplette Thermodynamik des Fermi-Gases

mittlere Besetzungszahl:

o2
M = (fim) = {Chum) = 5— ((A) = 0Q/OX, H = Hy + AA)
T () = = (e )
1+ e Blem—n) eBlem—n) 4 1 m
Fermi-Verteilungsfunktion
1
E)=——
J(E) ePF 41
im Sommerfeld-Modell (freie Elektronen in Volumen V') ist:
]{32
em — (k) = o N — n(k)

ONB: {|k,c)} ebene Wellen
k diskret, aber A%k = (27)3/V — 0 fiir V — oo
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n(k)
)

> K

Definitionen fiir 7" = 0:
fle(k) — p) = O©(n—e(k))
ep = pu(T = 0): Fermi-Energie
k mit (k) = ep: Fermi-Wellenvektor
{k|e(k) = er}: Fermi-Flache (Sommerfeld-M.: Kugeloberflache)

0 machen diese Konzepte Sinn fiir wechselwirkende Systeme?

Teilchenzahl:

~

N=(N)= %:n(k:) = 2%:n(k:)
fir T'= 0 gilt:
V 3 .V
T /d KO(er — e(k)) = 21 Vis

Teilchenzahl = von der Fermi-Flache eingeschlossenes Volumen im k-Raum!

N =2

0 wechselwirkende Systeme: Luttinger-Theorem

Innere Energie:

U= (H)=(H) _ o =Y n(k)e(k) (mit H— AH, A= 1)

Temperaturabhangigkeit?
definiere Ein-Teilchen-Zustandsdichte

po(w) = Anzahl Zustande m mit w < &, < w + A pro A

:%(%:@(ijA—sm)—;@(w—fm))
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=) d(w—em) fir A —0
damit ist:

N = [dwf(w—ppo()

U= [ dof(w= pop()

Sommerfeld-Entwicklung: (F(w): T-unabhangig, reguldr in Fermi-Schicht)

[ s wr) = [ doF@)+ 3 0,0 Fe

n=1

mit o, = 2 (1 - ) ¢(2n) und ((n) = i in (Riemannsche (-Fkt.)

1
22n71 o P

[ ot mFw) = [* doP@) + ST ) + /)

damit gilt fiir tiefe 7 (N = N(u) O p= u(N), N fest):

=¢cp— 7T_2T2p6(6F)
6 poler)

0 Ubung

71'2
U= E() + FTQP()(&TF) +

oU 2
e —_7T 4o =~T ...
v <51 )N,V 3 polér) !

vergleiche klassisches ideales Gas: U = 3N%T, Cy =3N/2

extrem starke Unterdriickung von C'/!

Abschatzung:
furT — 0
AU AU
VORTY T

Pauli-Prinzip: nur Elektronen in der Fermi-Schicht werden thermisch angeregt:
1
Cy ~ ?(Anzahl der Elektronen in der Fermi-Schicht x T')

Breite der Fermi-Schicht: ~ 7', Hohe der Zustandsdichte ~ p(cr)
Cy ~ Anzahl der Elektronen in der Fermi-Schicht ~ py(ep)T
allgemeine Argumente!

[l giiltig fiir wechselwirkende Elektronensysteme?
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analog: Kompressibilitat, Spin-Suszeptibilitat, Schall-Geschwindigkeit, etc.

Bosonen

S.0.:

7 = Spe AH-uN) _ I1 i (e Blem=t)ynm

m My, =0
_ H 1/(1— e—ﬂ(em—u))
Konvergenz: e PEm—1) < | Vm O e PlEom <1 (0 <éem)

(ansonsten unphysikalische Resultate)

groBkanonisches Potenzial:

Q=-TInZ = TZln(l — e Alem=n))

0 komplette Thermodynamik des Bose-Gases

mittlere Besetzungszahl:

Ny = <nM> = <C:rnCM> = 00 =

= — =b(g,, —
oo~ tem—n)
Bose-Verteilungsfunktion

1
el —1

b(E) =

0<bley—p) <ocomitu<eg<epy,

T =0: b(ey, —p) =0 firm>1
flir N = const muss ng = N sein, also y = ¢y — 0%
[0 alle Teilchen im (Ein-Teilchen-)GZ |m = 0)

T="Tc: Phaseniibergang! Bose-Einstein-Kondensation (BEC)
T < Te: |m = 0) makroskopisch besetzt!, ng = O(NV)
Exp: Rb, T ~ pkK, 1995
[J Phaseniibergang im nicht-wechselwirkenden System!

Bestimmung von T¢:
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1
:;nm:;b(&n—ﬂ):; B(em— “)—1_ 6ﬁ(w 1) _1
mit der Zustandsdichte po(w Z(S — Em)

freie (V(r) = 0) spinlose Bosonen: m — k, e(k) = k?/2m
k2
— V(w2
o)

4
_(27T3

k Z 2mo ((k + V2mw)(k — Vv Qmw))

47r/dkk22m 5 (b — v/2mw)

( 24/ 2mw

1 V
—AT2mw2m——— = —(2m)3/2w/?

V
(27T) 22mw  4m?

damit:

_ V )3/2 wt

O u=pu(N,T) bzw. (N fest) = u(T)

Wt

klassisch

Bose -

kritische Temperatur: (7)) =0 =¢(k =0)
(denn, falls > 0, ist n(k =0) = O(1) fur T > 0)

beachte:
fir T' < T ist die Rechnung nicht korrekt, denn fiir w — 0 und p = 0 gilt:

po(w) o< vw — 0 O ng liefert keinen Beitrag zum Integral aber ny oc N'!
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in einer oder zwei Dimensionen keine BEC!

es ist p(w) o const., 1/y/w fir w — 0

es gilt:

N 1 o0 wl/? 1

S 3/2/d7:—2T3/232F32

V 47T2( m) 0 weﬁcw_l 47_(_2(m C) C(/) (/)
O (mit Einfiihrung von % und kp)

h? 2/3
Te ~ 3.31——(N/V))
merp

Interpretation:
I ’ n?
MNP = [ —— ) = Y
V2mmkgle (273.31h2(N/V)2/3)3/2 N

L bei T¢: thermische deBroglie-Wellenlangle ~ Volumen pro Teilchen

weitere einfache Rechnungen liefern:

T 3/2
ofUrT<TC:n0:N<1—(—> )zO(N)
Tc

Zwei-Phasen-Gemisch (im k-Raum!)
fir T > Te ist ng = O(1)

e Sprung der Steigung von C'y bei T¢!
(dritte Ableitung von Q unstetig, 2, S, Cy/)
S
Cv=T (ﬁ)v
o fiir *He: Ty = 3.14K
Exp: A-Ubergang bei T = 2.2K (zwischen He | und He )

00 Problem: “He ist stark w.w. BG! (Bose-Fliissigkeit)
0 Phaseniibergange in wechselwirkenden Fermi-Systemen?
3.2 Ideales Gas aus Quasiteilchen

betrachte ideales Quantengas aus N unterscheidbaren Teilchen
(identisch, aber raumlich getrennt)
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e Bsp: Atome (mit Spin S) auf einem Gitter

e quantisierte Gitterschwingungen = Phononen sind Bosonen!
(unahbéangig von S), warum?

e ein Phononengas zeigt keine BEC! warum?

Hamilton-Operator, Hilbert-Raum, ONB:

N .
Hy =) Hy" Hy = HVeHP e - an{V {loly - - -6y}

i=1
betrachte
— qubits, Zweiniveausysteme, lokale Spins mit .S = 1/2

— System harmonischer Oszillatoren (atomare Schwingungen)

29

N =1 qubit:
Hamilton-Operator eines qubits (dim H; = 2):

Hy = e1]¢1) (1] + €2(¢2) (2 (|01), |$2) normiert, (¢1|¢2) = 0)
0.B.d.A. (Wahl des Energienullpunkts, Umnumerierung):

e1 =20 €9 =€
damit:

|fa) = |n) mtaoa=1<n=0unda=2<n=1
also:

Hi=c 3 nlml

beachte spezielle Form der Ein-Teilchen-Energien

N = 1 harmonischer Oszillator:

Hamilton-Operator eines Oszillators (dim H; = co):
2
D 1
H1 = % -+ imw2q2

wahle Energienullpunkt als GZE, dann gilt fiir die

Eigenenergien:

En=€EN
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mite=houndn=20,1,2,....,d =

Eigenzustande nicht entartet, also:

H =¢ Z n |n)(n|
n=0

beachte spezielle Form der Ein-Teilchen-Energien

System von N qubits/Oszillatoren (/N unterscheidbare Teilchen)
Produktzustande:
InMY[n@) .. @y mit n; = 0,1 bzw. n; =0,1,2, ...

N .
bilden ONB aus Eigenzustdnden von Hy = ZHl(Z):

=1
Hy|nW)[n®) - 0™y = BlnM)|n@) ... |n™)
mit
N
E = Znﬁ:i
=1
beachte:

n;e; ist Ein-Teilchen-Energie des i-ten Teilchens

g;=¢ (1 =1,...,N) ist die charakteristische
Energieskala des Ein-Teilchen-Hamiltonian Hl(z)

Abbildung:

IOV @Y .o [n ™Y s |ny, o, .. )&

vergleiche mit Gas von M identischen Fermionen/Bosonen

M
Hy =Y H™
m=1
wobei
N = dim H1

und der i-te Ein-Teilchen-Basiszustand |i) ein Zustand mit Ein-Teilchen-Energie
g; ist, also
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{l9) biza,. N ONB von H;
N

Hy =) &ili) (il
i=1

i) = cf|0)

Eigenzustand von H);:

(£)

[y, ..., ny) mit n; = 0,1 bzw. n; =0,1,2, ...

Eigenenergie von H);:

N
FE = Z n;&;
i=1
es ist:
N
i=1

N unterscheidbare qubits/harm. Oszillatoren mit Ein-Teilchen-Energien n;e;
(n; =0,1/n; =0,1,2,...) fiir qubit/Oszillator ¢

aquivalent zu

N
M = n; freie identische Fermionen/Bosonen mit Ein-Teilchen-Energien ¢;

i=1
fire=1,....,.dund d =N

beachte: Fermi-/Bose-Gas mit nicht kontrollierbarer Teilchenzahl M/
U Quasiteilchen

GK Beschreibung: Q = Q(T)
Lagrangeparameter p wird nicht benétigt, Quasiteilchenzahl M nicht kontrolliert

(kein Lagrangeparameter O p = 0)
Phononen-, Photonengas

bosonische Quasiteilchen: (N) — 0 fiir T = 0, denn fiir ' = 0 System im GZ,
keine Anregungen, keine Quasiteilchen

O keine BEC
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3.3 Response-Groéflen und
Korrelationsfunktionen

betrachte quantenmechanisches Viel-Teilchen-System mit Hamiltonian:

1
H = ZtaﬁCLCﬁ + 3 Z Ua@ﬂﬂ;cgcgc(gcV

af afyd
groBkanonischer Hamiltonian
H=H-—uN

groBkanonische Zustandssumme und groBkanonisches Potenzial:
Z = Sp e A1) (3=1/T)
QO=-ThZ= Q(T, V, W, {taﬁ}, {Ua,@'yé})

e exponentiell schnelles Anwachsen der Hilbert-Raum-Dimension [1 Bestim-
mung von |¥) € H® nicht sinnvoll

e besser (relevanter, direkt aufs Experiment bezogen):
Berechnung der “Antwort” des Viel-Teilchen-Systems bei vorgegebener
(schwacher) “Storung”

e hier: statische Storungen
zeitabhangige Stérungen [ Linear-Response-Theorie (s.u.)

Frage:
Wie dndert sich der Erwartungswert einer Observablen A bei kleiner Anderung
des Hamiltonians?

1
(A) = Z Sp Ae "™ kann stets als Ableitung von €2 geschrieben werden

betrachte dazu die Zerlegung: |H=Hy+\A

Der “physikalische” Hamiltonian kann z.B.
fiir X = 1 realisiert sein: H = H(A = 1) mit
HMN)=H—- A+ \A.

es gilt:
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Beweis:
0N} 0 0 q
- _ T —1InZz = —T ﬂ(HO'i’)\A—;LN)
A o Z>P "
und:
Sp gefﬁ(HoHAfuN) = Sp i i(_ﬁ)kg(Ho TAA— MN)k
oA P oA
o 1 AR 1
=Sp > (=0 DM AR
k=0 r=1
[ee] 1 B
= Sp > (=B kKA
k=0
> 1
= 5p (=B HMH(—54)
2 51
= —[Sp Ae M
also:
o) 1 1
Ol N AN —BH _
- TZ( 3Sp Ae ) ~ Sp Ae (A)
. QQ
jetzt zur Frage: Anderung von (A) bei kleiner Anderung von \? — vl =7
Problem:

In Ausdriicken der Form H---HAH --- HAH - - - 'H hilft die zyklische Invarianz
der Spur nicht weiter (falls [A, H|_, [A, N]|_ # 0).

es ist:
829 0 o
—B(Ho+ A—puN)
B ( Sp (4e ' )>
1 07 0 S
_ A ﬁH A B(Ho+MA—uN)
“Zian P e Sp e
und mit
oz 1
-- _ _ - —BH
o~ T oPAe
folgt
0°Q 0
W — 6<A> i SpA@)\ B(Ho+AA—uN)

hier hilft die Trotter-Zerlegung: 0 Ubung
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exp <%(A + B)> = exp (

1
—A
m

damit folgt:

SpAée’ﬁH = SpA% lim

O\

mit

0X 0

_B _5B —uN
_ —(e SAA — 5 (Ho uN)) _

O\ O\

ist:

0

SpAﬁe’ﬁH = Wll_r)réo S

Kontinuumslimes:

definiere
r=r2epp
m
dann ist
dr = ﬁ
m
r —rZH —Ht
X e 'm't=¢
Xm =M

und

0 B
SpA—e P = _Sp / drAe PHeMT Ae~ M7
0

)

m—00

pAZmer <
r=1

B
= —/ drSp e PR Ae™MT A
0

— /0 ? dr (A(1)A(0))

definiere

modifizierte Heisenberg-Darstellung

A(T) = T Ae” T

— B (Hy—pN) —Lra\™
(e 2 (Ho—pN) m,\A)

r=1

_B _B —uN
9 (em M) et

XX =_Sp lim

0X

= lim SpA Z xmr—_x!

O\

AX

_ 6 m—r r
;EAX AX
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e Im Unterschied zum Heisenberg-Bild:
imaginare Einheit ¢ fehlt, keine unitdre Transformation
H statt H

e imagindre Zeit 7 mit it =t ([7] = [#] = [1/Energie| = [Zeit])

damit folgt:
P _ 9{4)
o = A = [Caramao) = <5
allgemeiner:
sei |H = Hy+ M\A+ \pB)| 0 Q=Q(\1,\p)
dann ist:
o9 0
VA v
und:
92 d(A) 8 d(B) 92
- = B(B)(A) — B(7)A(0)) = =
Ppin  org  PBIA) /OW (MAO) = a3y =~ g

(0(A)/O\p)d\p ist die Anderung des Erwartungswerts von A bei kleiner Storung
)\B — >\B + d)\B

[ KM: Response-GroBen sind Korrelationsfunktionen

0 QM: zeitabhangige Korrelationsfunktionen

das Resultat kann auch in folgender Form geschrieben werden:

8&&2 - _/Oﬁ dr((B — (B))(1)(A — (A))(0))

auch: “Dissipations-Fluktuations-Theorem”

3.4 Verallgemeinerters Ritzsches Prinzip
speziell fiir [A,’H]_ = 0 folgt A(7) = A(0) = A und
7 =AY — (A% = —Bl(A— (4)) <0

Resultat gilt aber auch allgemein (auch fiir [4, H]_ # 0):
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90 .
vl <0 [J € als Funktion von A konkav!

Aus der Konkavitiat von ) ist eine zentrale
FEigenschaft mit verschiedenen Implikationen.
Hier soll ein wichtiges Extremalprinzip herge-
leitet werden.

sBc:Ar/:; AA = A— (A), dann ist (mit A = AT):
AL / T dr((A - (A)()(A — (A)(0))

(e AA(T)AA(0))

_— / dr—Sp (e AL AA)
Sp (e~ 1EHTI2N AT 22 AN 2)
(e AA(T/2)AA(T/2))

= - /0 ar S o ml AA(r2) ) {n| AA(r/2) )

= [(ar S e mlAA(r/2)m) <0

wobei H|m) = &,,|m)

Hamilton-Operator:
1
Hyy = Z ta@CLCg + 5 Z Uaggﬂ,chEcvc(;
af af3vyo
groBkanonische Dichtmatrix:
exp(—6(Hyu — MN))
Sp exp(=B(Heu — pV))
groBkanonisches Potenzial

QWuy=—-TmhZy=—-TInSp exp(—F(Heu — ,uN))

PtU =

definiere das Dichtematrix-Funktional
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Qulpl = Sp (P(Ht,U —uN +Tln p))

p ist hier als eine (Operator-)Variable aufzu-
fassen. Fir jedes p liefert Q4 y7]p] einen Wert,
der parametrisch von t und U abhdngt. p und
T sind beliebig aber fest.

Extremalprinzip:

QLU[,O] = min. fir P = PtU und Qt,U[Pt,U] = Qt,U

An der Gleichgewichtsdichtematriz ist das
Dichtematriz- Funktional also minimal und
gleich dem grof$kanonischen Potenzial.

Beweis:

zunachst gilt:

Qeulprul = Sp (Pt,U(Ht,U — MN +T'In Pt,U))

= Sp (pt,U[HLU — /LN + T(—ﬁ)(Ht,U — ,U,N) —TIn Zt,U])

= Sppu(-T)InZyy = Nu
es bleibt zu zeigen, dass Q y[p] > Q4 fiir beliebiges p

Natiirlich ist p nicht vollstindig beliebig. p soll
eine physikalisch sinnvolle Dichtematriz dar-
stellen, muss also inbesondere normiert sein
(Sp p = 1) und positiv definit (Wahrschein-
lichkeitsinterpretation). Als allgemeinster An-
satz ist daher p als Dichtematrix eines beliebi-
gen Hamiltonians H' zu wdihlen.

(allgemeiner) Ansatz:

exp(=B(Hyr — pN)) _ exp(=f(Hy.r — p))
Sp exp(—B(Hy v — puN)) Zvu

pP=pPru =
damit folgt:

Nulpy vr] = Sp <pt',U’(Ht,U — uN + Tlnpt’,U’))

= Sp (pt’,U/(Ht,U - HN +T(=B)(Hy v — ,MN) —T1n Zt/7U/))



68KAPITEL 3. IDEALE QUANTEN-GASE UND MEAN-FIELD-THEORIE

= Sp (pt’,U/(Ht,U — Ht’,U/)) + Qe
betrachte die folgende Zerlegung:
H(\) = Hyy + MHeyu — Hy vr)
esist H(0) = Hy gy und H(1) = Hyy und fiir
Q(\) = —T'1n Sp exp(—B(H()) — uN))
ist 2(0) = Q¢ und Q1) = Qppy
damit gilt jetzt:

20(N)
Q ] =Q —
olpew] = 9(0) + =

A=0
andererseits: €2(\) konkav [
(

a(0) + BN

>
> A > Q)

A=0

Eine konkave Funktion ist tberall kleiner als
thre lineare Approximation in einem festen

Punkt.
fir A =1 folgt also:
O\
Dulpy ] = 20) + % > Q1) = Qo
A=0

Das Extremalprinzip stellt eine Verallgemei-
nerung des Ritzschen Variationsprinzips auf
endliche Temperaturen dar.

3.5 Wick-Theorem

e notwendig zur Auswertung des Ritz-Prinzips
Ausgangspunkt fiir Formulierung der statischen Mean-Field-Theorie

e zentrales Theorem fiir diagrammatische Storungstheorie
e ldee: Riickfiihrung von héheren auf Ein-Teilchen-Korrelationsfunktionen

fir freies System

definiere fiir ¢, mit a =1, ..., d:
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di = C; dd+i = C;[

Hamilton-Operator:

Hy = Z hi;jd;d; freies System!

miti,j=1,..,2d

Der Hamilton-Operator enthdlt (je nach Wahl
von h) neben den iblichen Termen der Form
c'c auch nicht-teilchenzahlerhaltende Terme
der Form cc und c'c'. Wichtig ist nur, dass
H quadratisch in den d; (und hermitesch) ist.

Ein-Teilchen -Korrelationsfunktion: (cf.c5)®
N-Teilchen -Korrelationsfunktion: (cl, ¢! ¢l csc5, - )

a1 “ag

(--)O): freier Erwartungswert, Erwartungswert im System H

mit Hy = — puN gilt:
Ld; = [d;, Ho| - ZD”d mit einer Matrix D
damit folgt: 0 Ubung
_ —BL ( 6) n -
Mo e =FMo — =L, — ZO L => (e ﬁD)ij d;
n J
also:

die 70 =37 (e7°P) e Mod,

J

weiter gilt: (beachte, dass der (Anti-)Kommutator eine ¢-Zahl ist)

!
(d;d;)© = [dy, d}) . + e(d;d)© = [d;, d;]_. e~ Sp (die="0d;)

= [d“ dj]_e + 8% Ek: (e_ﬁD) 0 Sp (e_ﬁHOdkdj)

der (Anti-)Kommutator kann also als Erwartungswert geschrieben werden:

[d“ d Z Mzk dkd >(0 mit Mij = (5”' — & (6_’8D)4

ij
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N-Teilchen-Korrelationsfunktion (s = 2N ist gerade):
(diy - i) = ([diy dig) —odliy -+ di,) " + e{dindyy -+ di,)O
<[dm ] elliy - dzs>(0)
e diy[diy s dig) oy, - - i)

+6572<di2”'dis 1[d217d ] >
+eNdy, - - d; d;, ) O

letzter Summand:

e Ndiy - - didy, ) = SP (dqe*ﬁ%diz . dz) =>. (efﬁD) (dj iy - --

- 11J1
J1

Zusammenfassen mit Term auf der linken Seite:

Z Mi1j1 <dj1di2 e dls>(0)

J1
<[dl17d ] d dls>(0)
el di, [diy, diy)—edyy -+ d;, )0

+5s_2<di2 U dis 1 [dlw d; ] >
(Anti-)Kommutatoren als Erwartungswerte schreiben:

Z Mi1j1 <dj1di2 e dls>(0)

J1
= <Z Mi1k<dkdi2>(0)di3 .. 'dis>(0)
k
et
+5s_2<di2 e disfl Z Milk‘<dkv dis>(0)>(0)
k

Multiplikation mit M,; ", Summation iiber i;, Umbenennen [ — i;:
(d;,d;, - - 'dis>(0)
— <<di1di2>(0)di3 . 'di5>(0)
bt
+e572dy, - - - dy,_ (dyyd;,) OO
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Jetzt stéren nur noch die Vorzeichen. Fine
elegante Formulierung gelingt mit der Defi-
nitton von Ordnungsoperator und Kontrakti-
on. Ein Ordnungsoperator wird so definiert,
dass Erzeuger und Vernichter sich wie (anti-
Jkommutierende Zahlen verhalten.

Ordnungsoperator:
T (d;d;) = ed;d; falls d; Vernichter, d; Erzeuger
T(dld]) = dld] sonst

7 ordnet die Erzeuger links von den Vernichtern an (beachte: )

es gilt:

. wie man leicht fiir die verschiedenen Fille
verifiziert. Diese Figenschaft besagt, dass sich
Erzeuger und Vernichter in dem Argument
von T wie (anti-)kommutierende Zahlen ver-
halten!

Verallgemeinerung auf Produkte von s Erzeugern oder Vernichtern:

T(dy, ---d;,) = €Pdy, - - - dy,
wobei dy, - - - di, geordnet ist (alle Erzeuger links von allen Vernichtern)
p: Anzahl der Vertauschungen fiir (iq, ..., i5) — (k1, ..., k)

Verallgemeinerung auf Linearkombinationen aus Produkten mit s Erzeugern oder
Vernichtern:

beachte:
in 7 gelten nicht die iiblichen (Anti-)Vertauschungsrelationen
Bsp: (cfc = —¢ + ecc)
cle=T(cle) # T (—e+ecc’) = T(—¢) +eT(cc!) = —e + cle

definiere Kontraktion zweier Erzeuger/Vernichter:
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did; = (T (d;d;))"”

die Kontraktion ist eine c-Zahl
es gilt:
didy = ey
fir ein Produkt aus & Erzeugern oder Vernichtern A = d;, - - - d;, sei

dZAd] = Skdide = €kAdiClj

Im Fualle von Teilchenzahlerhaltung sind nur
Kontraktionen zwischen Erzeugern und Ver-
nichtern ungleich Null.

betrachte Erwartungswert von s bereits geordneten Erzeugern/Vernichtern:
(T (s iy 45 ) = (diy sy -+ 5}
mit den Uberlegungen weiter oben ist:

<di1di2"'d‘> = (di,diyd;, - - d; >(0) 4. "+5572<di2"'dis_ldildis>(0)

denn die kontrahierten Operatoren sind geordnet
also:

(T (diy

= (d;

d,))

d;,
di,d;, - - - d; >(0)

+<dlld22dla to dis>(0)
NI
+(dindiy - - i)

nach Herausziehen der Kontraktionen (c-Zahlen!) und Iteration ist:

(T (di,d;, - - - d;,))® = {Summe iiber alle vollstandig kontrahierten Terme}

Wick Theorem

e giiltig auch falls Operatoren links nicht bereits geordnet sind, denn
Ordnung fiihrt links und rechts zu gleichem Vorzeichenfaktor

e \oraussetzungen sind:
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1) s gerade

73

2) H, quadratisch in Erzeugern und Vernichtern

e Anzahl Terme: (s — 1)(s —

3)---3-1

e Anzahl der Terme bei Teilchenzahlerhaltung: (s/2)!

Bsp. (Fermionen, Hy = > t,scl.cs, Teilchenzahlerhalung):

op
(nang)® = (clcaclcs)
<CLCEC«1 Cﬂ) ©
= daglclcs)
= dap(ches) ) — (—clea
= bap(ches) OV +(T (clca
= baglclcs)

O = (el (5ap — chea)cs)® = Saplches)@ —

T

—ChCa CpCa + CLCﬁ c%&)
N UT (chea)) V(T (chies)) T (chea))”

e)© + (chea) Oches)® — (e

o —+
o
i)
N
—
=
—
o
R+
o
)
=
—
=

betrachte:

Das Wicksche Theorem kann auf den Fall
zeitabhdngiger Erzeuger und Vernichter ver-
allgemeinert werden. Die wird vor allem bei
der diagrammatischen Storungstheorie wich-
tig. Die Zeitabhingigkeit entsteht im (modi-
fizierten) Heisenberg-Bild mit einem in den
Erzeugern wund Vernichtern quadratischem
Hamulton-Operator.

d;(1) = exp(HoT)d; exp(—HoT)

wegen

[di(7), Ho]- = exp(HoT)[di, Hol - exp(—HoT) = Z Dy;d;(T

laufen alle Rechnungen analog

Die Art der wvereinbarten Ordnung ist fir
die Gliltigkeit des Wickschen Theorems nicht
wichtig. Ublich ist bei zeitabhingigen Erzeu-
gern/Vernichtern aber die Zeitordnung im
tatsdchlichen Wortsinn.
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definiere den Zeitordnungsoperator:
T(dl(’ﬁ)dg(’rg)) = @(7'1 — Tg)dl(Tl)dg(Tg) +ée @(72 — 7'1>d2(7'2)d1(7'1)

Merksatz:

‘Frijhere Operatoren operieren frUher.‘

bei Gleichzeitigkeit: Erzeuger links vom Vernichter (konsistent mit Def. oben)

alternativ:

— +
TErzeuger — TVernichter +0

0T: positives Infinitesimal

Das Wicksche Theorem gilt jetzt fiir zeitabhangige und zeitgeordnete N-Teilchen-
Korrelationsfunktion (s = 2N):

(T (d;, (1) - - -d;, (1,))© = {Summe iiber alle vollstindig kontrahierten Terme}

mit der Kontraktion:

di(73)d;(75) = (T (di(73)d;(75)))

= O(7 — 73){di(m)d; (1)) + £O(7; — 73)(d;(7;)d(7:)) ")
man nennt

—ca(T)eh(7) = —(T (ca(T)ch (7)) = Gap(r, 7))
Ein-Teilchen-Green-Funktion

(auch: Matsubara-Funktion, thermische Green-Funktion, imaginar zeitabhangige
Green-Funktion)

3.6 Mean-Field-Theorie

Konstrukton von Naherungen:

e Variationsprizip 0Q¢ y[p] = 0

e allgemeinster Ansatz p = py 7 mit t' und U’ beliebig
U exakte Losung p = pru

e (eingeschrankter) Ansatz p = p, mit Parameter(n) A liefert gemaB

0 ;
aQt’U[p)\] =0 fir A = )\0
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ein optimales p), mit
Qt,U[PAO] > Qt,U

e Ansatz fiir p durch Wahl eines Referenzsystems: H' = H}
pe = exp(=B(H} — pN))/Z,

e Berechnung von Korrelationsfunktionen fiir [} (statt /) als Approxima-
tion sinnvoll, falls H} einfach (I6sbar)

Dieses Approximationsschema ist nahelie-
gend, hat aber den ernstzunehmenden Nach-
teil, dass eine gute Approximation fiir p noch
lange keine gute Approzimation fir eine Kor-
relationsfunktion impliziert. Fiir Korrelations-
funktionen ist daher stets unabhdingig zu dis-
kutieren, wie weit die Ndherung trdgt.

Mean-Field-(Hartree-Fock-)N&herung:

H' =Hypo=> thsches t beliebig

ap

sei p/ =

Es wird also derjenige  FEin-Teilchen-
Hamiltonian H' gesucht, der zum optimalen
grof$kanonischen Potenzial fir H = Hpy
fiihrt. Dabei sind sdmtliche Fin-Teilchen-
Parameter t' frei und als Variationsparameter
aufzufassen.

Bestlmmung von t':

0=

0

otl,,,

ot,,,

0

ot,,,

0
8t’

0
8t’

— Qs ulpy]

Sp (pt/(HtU — uN +T1In py))
((Hew = 1Y + Sp lou T(=B)(H' = p¥) = 2]
((Hw pN)' — (H' = uN)' + Qt’,o)

/
<Ztagc 05—1-2 > Uag(;yc cﬁcﬁyc(g—ZtQﬁc Cg> +{c Tc,,}'

af3dy
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denn 9y /0L, = (clc,)’

definiere:
A clegy 1 s
Kius = o2 = {chea) (el = [ dr(el()es(r)ehen)’
v 0
dann ist:
0
0= Ztag avp T35 Z Uag(s,Yat/ cf cﬁcvc(; Ztaﬁ vl
af aﬂ'yé

H' bilinear O Wick-Theorem anwendbar:

(cheheres)’ = (ches)'(chey)' + elchey) (ches)’

also:

0
Y Z Uagsy <CLC%C'YC<5>/
HY ofyd

at, > Uassy ({ches)'(ches) +elche) (ches))

nr afyd

0 , ,
8t’ Z (UaﬁM + 5Ua,6’75) <CTaC§> <CEC,Y>

By afByd

- %:6 (Uagty + Uapys) (<C‘T3‘C5>/Kévwf + K, uu6<cﬂcv> )
afy

= Z (U'Yaéﬁ + gU'Yaﬁ(S) <C 05 au,uﬁ+ Z 04’755 + €U01’Y5ﬁ) Kozl/,uﬁ<ciryc5>/
afyé apyd

mit (a8vy) — (yaf) (1.Term) und (Bv9) — (v053) (2.Term)

= > ((Uyass + Uayss) + €(Usaps + Uaysp)) {clcs) Kl
afyd

=23 (Uayps +eUsaps) (cls) Kipp
af3vyo

mit Uagg,y = Uﬁa,yg

also folgt insgesamt:

0 = Zta,@Kéwuﬁ - Zt/aﬁ avpf + Z 0"‘(/85 +€U’YO¢,@5) <CTYC§>/KQIV#5
afl afl afvyo

af

0=> ( B — tog T Z arBs + €Usaps) (cles) ) K

Invertierbarkeit von K vorausgesetzt, bedeutet dies:
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thg =tap + Y (Uayps + £Usaps) (clcs)’
¥é

der optimale Ein-Teilchen-Hamiltonian ist also:
' =3 (tas + 5) clcs
af

mit

E05 = 3 Uanss + <Usass) (ches)
~d

0 M) Hartree-Fock-Selbstenergie, effektives Potenzial

beachte: die Bestimmung von ™) muss selbstkonsistent erfolgen:

D O g 0O (cheg)y O D

Kochrezept: Entkopplung des Wechselwirkungsterms

5 > Uapsychheses = > (Z ayBs + EUqags) (] >) cles

apyd af
ergibt sich aus der Ersetzung:

clcgcvq — CLCEC,Y05 + cgc}}cwc(; + 62020705 + cgc}%cwc(;

(ala Wick-Theorem, aber nicht ganz vollstandige Kontraktion)

Die Hartree-Fock-Selbstenergie ist hermitesch
und frequenzunabhdngig, ist also als ein (ef-
fektives) Ein-Teilchen-Potenzial zu interpre-
tieren. Der erste Term ist das Hartree-
Potenzial, der zweite das Austausch-Potenzial.
Dies wird deutlich beim Ubergang zur kontinu-
ierlichen Ein-Teilchen-ONB {|r)} (Ortseigen-
zustinde).

U: Coulomb-Wechselwirkung, spinlose Teilchen [J

47T€0//d3 //d3 " ((1 <’I“ < || 2)“7‘> ‘r///> 2)

1
+eW (@ <r\m|r’>(”|r’”>(”> (") (")

O (HF) (r,
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U(r): Feldoperator (Vernichter am Ort r)
r@: Ortsoperatoren der Teilchen i = 1,2

J fanen (s o

|r — "

SHE) (') = :
TEQ

1
r’ =]

+€5(’I‘// o 7‘/)5(7‘ o r///) ) <‘IJ(T//)T\I/(’I‘W)>

also:

2

/ & e g

E(HF)(T’ r) = dreg |r — 7|

471'80

Der erste Term st das (lokale) Hartree-
Potenzial und st als elektrostatisches Poten-
zial der Ladungsdichteverteilung (n(r")) inter-
pretierbar. Der Austausch-Term ist nicht klas-
sisch interpretierbar.

Darstellung des Dichteoperators in 1.Quantisierung:

N
’I‘”) _ 25(7‘” _ ,r(i))
=1

O Hartree-Term:

S ) = 5(r — o) ¢ >

Nach der Bestimmung der optimalen Fin-
Teilchen- Variationsparametert’ steht noch die
Berechnung des grof$kanonischen Potenzials
wn der Hartree-Fock-Ndiherung aus.

es ist:

N ulpy] = Sp (Pt'(Ht,U — uN +Tln Pt/))

=Quo+ <Ztagc cg+ = 5 Z Uag(;ﬂ,c cﬁcyc(; Ztaﬁc Cg>
af a3y

= Quot) tas(chcs) + Y (WUagsy + €Uapns) (ches) Cﬁc'y Z ta,ﬁ’
af aﬁ%
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und mit 3 = top + > (Uaygs + €Uqaps) (c cs)' folgt:
%)

Qt,U[Pt/ Quo+ = Z Uagsy + 6Ua575) <CLC§>,<CECW>/

aﬁvé
= > (Uayps + €Uxags) {ches)'(ches)’
aByd
2.Term: (afv) — (Bya) O
1
Qeulpy] = Qo — 3 > (Uagsy + €Uaprs) (ch@'(cgcvy
afyd
der Zusatzterm ist: —(1/2) ZE (clcg)

Wick-Theorem, aber “invers” [

Qt,U[pt/] Qp 0~ 5 Z Uaﬁéw C C%%QS) = Qp 073 ZE HF) ,6’>
afyd

Der erste Term ist das grof$kanonische Po-
tenzial des effektiven Modells unabhdngiger
Teilchen und beinhaltet tiber die Renormie-
rung der Ein-Teilchen-Energien, t — t', schon
Wechselwirkungseffekte. Der zweite Term ist
als eine Korrektur aufzufassen, mit der Dop-
pelzdhlungen vermieden werden.

man gewinnt eine exakte obere Schranke fiir das groBkanonisches Potenzial:

1
Qvo—3 N Uapsy(chicheses) > Qo
afvyo

setze [L1557 — A[]aggv
Entwicklung des groBkanonischen Potenzials in der Wechselwirkungsstarke A:

0o
O\

1
= Qt’o + )\5 Z Uaﬁ5»y<CLCTﬁC»yC§>/ + O()\Z)
af3yo

Qv = Qo+ A + O\

0y 1
= Qo+ (tas —t;ﬁ)at—tﬁ’o +0(N\?) +A§ > Uam(cgcgcvca)%@()\?)
af Q afvyo
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denn tag —thy = — Y (Uayps + eUsaps) (cles)’ = O(N)

vé

mit 0Qy o/0tas = (clcs) (und A = 1) folgt also:

1
Qe = Qo+ Z(tag - t@)(c&c@' + 5 Z anW(ch}}cvc(sy +0O(\?)
af apyd
1
=Qpo— Z Z%F)@LC@' + 5 Z Ua,g(gq,(cgc%cvc(;)' +0O(\?)
af af3vyo

1
= Qpo— 3 Z UaﬁM(chEcyc(g)’ +0O(\?)
afyd

— Qo] + ON?)

Hartree-Fock liefert also das bis auf O(\?) korrekte groBkanonische Potenzial



Kapitel 4

Wechselwirkende
Viel-Elektronen-Systeme

S = 1/2-Gitter-Fermi-Modelle

4.1 Gittermodelle

Gitterplatze: 1 =1, ..., L

Ortsvektoren zu Gitterplatzen:
D
R, = Z 1L QL mit i, € Z
k=1

Basis ay, ..., ap spannen Einheitszelle (EZ) auf
Volumen der Einheitszelle:
Viz = | det(ay, ..., ap)|
Systemvolumen V' = LVgy
reziprokes Gitter:

D
G, = Zlkbk: mit i, € Z

k=1

Basis by, ..., bp spannen reziproke Einheitszelle (rEZ) auf
a;b; =27 0;;

spezielle rEZ: 1. Brillouin-Zone (1BZ)
Vipz = | det(by, ..., bp)|

81
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es ist
VizVigz = (2m)"

periodische Randbedingungen auf dem Volumen V' [
Visz _ (2m)P Vg _ v
Ak (2m)P/V Viz

Anzahl der k-Punkte in der 1BZ: L

=L

(diskrete) Fourier-Transformation zwischen realem und reziprokem Raum:

1 .
Upp = —=e'FRi k €1BZ
k \/Z

U ist quadratisch!

U ist unitar:
1 . 1 ,
UUl =S UplUt =S ——¢ikRi —_~ikR; _ 5.

1 _ar 1 n
Ei: Uz’iUik/ - 21: ;;cUik/ - 21: ﬁe—lkﬂﬁezk R — 5kk/

mit der Darstellung des Kronecker-Deltas:

T o I —
6@']’ _ E Zezk(RrL Rj) 6kk/ — z Ze (k—K')R;
k

%

Diese Relationen gelten mit der Vereinbarung,
alle Wellenvektoren stets auf die 1BZ zu be-
schrdanken.

0 Ubung

Gittermodell: Ein-Teilchen-ONB {|a)} mit o = (i, m, o), wobei
i Gitterplatz
m: orbitaler Freiheitsgrad am Platz ¢
o: Spinfreiheitsgrad (o =T, | fiir Spin-1/2-Teilchen)
es ist
limo) = |im)|o) € H1 = H® @ H®)
Orbital |im) zentriert am Platz ¢

Hopping-Matrixelemente:
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timo,itmior = (IM0| (% + V(’l")) li'm'o")
V' spinunabhangig:

Liitmm/ oo’ = OgorLiitmm/
V' gitterperiodisch:

timoirmor = tumm (Ri — R;)

also:

_ i
HO — Z tii’mm/cimgci/m’a

iw’'mm’o

Fourier-Transformation der Ein-Teilchen-Basis:
limo) < |kmo) (m und o fest)

damit (hier der Einfachheit halber nur ein Orbital pro Platz, m weglassen):

Hy = Z Z €(k7 k/)chacka

kk ©
Hy “forminvariant” unter unitdren Transformationen der Ein-Teilchen-Basis

Ein-Teilchen-Matrixelement:

e(k, k') = ZUkzlt-jUjk/ = Ze kR, ek
Zeﬂk(ﬁ% R;) t(R; — R) —k)R;

:+] E Ze—sz,Lt(R i(k'—k)R; Ze—sz,t 6kk’
ij

1 - . —1—] 1 - R
=72 ¢ MR =" 1D e R Oy

ij ij
= (Skkléf(k)
1 , 1 .
e(k) = 7 2 e BT by = 2 3 MR e (k)
ij k

(diskrete) Fourier-Transformation diagonalisiert Hy:

Hy = ZtijCIUng = Zg(k)chacka

ijo ko

unter Ausnutzung der Translationsinvarianz ist:



84KAPITEL 4. WECHSELWIRKENDE VIEL-ELEKTRONEN-SYSTEME

1 . ,
e(k) = 7 D e METRI; = 3 e,
ij i
Tight-Binding-N&dherung: nur nachst-Nachbar-Hiipfen ¢,0 = —t
(kubisches Gitter, D = 3):

e(k)=—t Z e *Ri — _9¢(cos kya + cos kya + cosk,a)

n.n.

Wabhl des Energienullpunkts: ¢;; = 0

mehrere Orbitale:

Hy = Z 1274 mm’czmgcz mloc — Z 5mm’ Ckmo'ckm o

iw'mm’o kmm'o

eine weitere unitare Transformation (k-abhangig) zur Diagonalisierung der Matrix
Emm (k) wird notwendig

Z 57’ Ckrackra

kro

r: Bandindex

Fiir ein gitterperiodisches Potenzial, V(r +
R;) = V(r), vertauscht Hy mit den diskre-
ten Translationsoperatoren T; = exp(iR;p).
Ergenzustinde kénnen daher durch die Figen-
werte der Ty, also durch exp(ikR;), bzw. durch
k charakterisiert werden. Figenzustinde mit
k und k + G; liegen im gleichen gemeinsa-
men Eigenraum von H und von allen T;. Also
Beschrinkung auf k € 1BZ mdéglich. Eigen-
zustinde sind also charakterisierbar durch k €
1BZ und Bandindex r (Bloch-Theorem,).

Wechselwirkungsterm:
H, = 1 U (A
1=5 Z aBy8CaCaCsCy
afvyo
mit o = (i0):
_ _ (2 7 (1,2)
Uaﬁ'yé - Uio,ja/,ka”,la”’ - <¢ia ¢ja ‘Hmt ‘¢ko‘” cr”’>

HLL? spin-unabhingig (z.B. Coulomb-WW) [

int
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aﬁ'y5 <¢ (2 ‘Hl(nth ‘¢ko’ > 00'”60 lg! = Uijklgaa//éa’a”’

also:

1
— 5 Z Z Uijkl(scra'” 50/0///C;[O_C;O_,CZU///C]CU//

ijkl oo’c’ o'’

Z Z Uijhicly ]g’cla’cka

zgkl oo’

Translationsinvarianz [ Matrix-Elemente der Wechselwirkung im k-Raum:

Ukk/k//k/// = 5k+k,,k”+k/”Ukk/k//k/” |:| Ubung

mit Uk p(q) = Uk+qp—qikp (q: Impulsiibertrag) ist:

Z Z Uk P Ck:—l—qa p go' Cpo’ Cko

k:pq oo’

fir Ujju = 0;;0404U (lokale Wechselwirkung) folgt:

U
Ukk/k”km = 6k+k/,k"+kmf Uk,p(q) —

&~ S

ZZCHW Cpqo'Cpo’ Cho 0 Ubung

kpq oo’

4.2 Hubbard-Modell

spinunahbangiges, gitterperiodisches Potenzial
nur ein Orbital m pro Platz (m weglassen)
tight-binding-Naherung
n.N.
= DD tiyelatio = —t 3 > cloeio
ij o ij o
lokale Wechselwirkung Uj i = 00103 U

1
H, = B Z Z U&ijgikgilCIaC;U/Cla/Cka = — Z Z cwcw,cw,cw = Z Z NigNi—o
7 o

ijkl oo’ i oo’

H1 = UZniTni,l

Hubbard-Modell
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n.N. U
H=-t Z cjgcjg + B Zniani—a

jo

e 1963: J. Hubbard, J. Kanamori, M.C. Gutzwiller
e qualitative Beschreibung von:
Magnetismus, Mott-Isolatoren, unkonventionelle Supraleitung, etc.
e Motivation der Approximationen:
— stark lokalisierte 3d- oder 4f-Orbitale
— moglichst starke Vereinfachung
— Beibehaltung des nichttrivialen Wechselspiels zwischen Hy und H;
e fiir Hy # 0 und H; # 0 nicht allgemein l6sbar
e das Demonstrationsmodell der VT-Theorie
e einfachstes nicht-triviales Gitter-Modell

4.3 Grenzfille und Phasendiagramm

Parameter:
e Wechselwirkungsstake |U/t| (“Hubbard-U")

Teilchenzahl N =1, ..., 2L bzw. p (konjugierte Variablen)
TD Limes: N, L — oo, N/L = n =const.

n: “Fillung”,

n = 1: Halbfiillung

Temperatur

Gitter-Dimension D und -Struktur

U-n-T-Phasendiagramm? Anregungen (Spektroskopien)?

Liste der Grenzfalle des Hubbard-Modells, Spekulationen zum Phasendiagramm:

1) Band-Limes U =0

n.N.
H= -1 Z c;-racja

ijo
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O Fermi-Gas (tight-binding-Bild)
2) Atomarer Limes tij = 6ij€0
U
H=¢ an + B Zniani—a
U H =3, H;, exakt losbar 0 Ubung

3) Leeres Band n =0
|Eo) = 10,0,...))

4) Volles Band n =2
|Eo) = |1,1,..00)

EO E0|H‘E0 Z€0+ Zl— 2€0+U)

5) N klein

dimHg\?) = ( 2]\1; )

O kleiner Hilbert-Raum fiir N =0,1,2,... und N = 2L, 2L — 1,2L — 2, ...

6) D =1 (siehe unten: Luttinger-Flissigkeit)

nicht-trivialer Grenzfall, viele GroBen exakt berechenbar

7) D = oo (siehe unten: dynamische Mean-Field-Theorie)
nicht-trivialer Grenzfall
Abbildung auf einfacheres Modell méoglich (Storstellen-Anderson-Modell)

sehr gut numerisch zu behandeln

8) niedrige Gitterdimension
D = 1: keine LRO
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D = 2: keine LRO fir T > 0

9) n=1U—
Abbildung auf das einfachere Heisenberg-Modell méglich (s.u.)
O antiferromagnetische Ordnung (nicht-frustriertes Gitter!)

n — 1: t-J-Modell

10)n=1,U—0

Storungstheorie in U [J antiferromagnetische Instabilitat

11) n=11T>Ty
crossover Metall < Isolator (s.u.)

Phaseniibergang in metastabiler PM Phase bei 7' =0 und U = U,
(Mott-Ubergang)

12) U klein: schwach korreliertes System
Storungstheorie in U (s.u.)

Fermi-Flissigkeit

13) U groB, n # 1

Konkurrenz verschiedener langreichweitiger Ordnungen (LRO), normaler und
“seltsamer” metallischer Phasen:

- magnetische Phasen (dimensionsabhangig!!): AF, F
- inhomogene Phasen: Streifen, CDW

- (Hochtemperatur-)Supraleitung? (D = 2)

- Spinglas

- Pseudogap
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4.4 Symmetrien

Def: Symmetrie, Symmetrietransformation

Transformation 7 von Observablen und Zustanden, so dass Messresultate un-
verandert bleiben.

T:A— A
T :|U) — |V

Wigner: T ist eine (anti-)unitdre Transformation!

JU unitar: A’ = UAUT und |V') = U|W)

Antiunitire Transformationen treten in Ver-
bindung mit der Zeitumkehr auf und werden
hier nicht weiter betrachtet.

esist: A= Alca, cl] O A =UA[ca, U = AlUc,UT, ULUT = Al ]
und: AP = UvATUT = (AUNT = A7
und: [U) (U] — U} ('] = U[T)(¥|UT

O Angabe von ¢, — ¢, ist hinreichend zur Def. von 7
. aber nicht notwendig, d.h. die Unitaritdit

der Transformation muss dann noch nachge-
wiesen werden.

Beispiel: Teilchen-Loch-Transformation
Ca — ¢, =cl,
es folgt: ¢l — ¢,

Symmetrietransformation? 3U unitar mit CL =Uc,U', ¢, = UCLUT, Va7

~

es gilt: N' = (X, ches) = S, cach =S (1 —cley)=d— N
mit d: Anzahl der Orbitale (HM: d = 2L)
also: |0) = 10,0,..)07) — |0y = |1,1,..)0) = |1)
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Wenn |0) der (nichtentartete) Eigenzustand
von N zum Eigenwert 0 ist, dann ist |0)
der (nichtentartete) Eigenzustand von N’ (U
dndert den Entartungsgrad nicht) zum glei-
chen Eigenwert (U dndert Eigenwerte nicht).
also:
Ing,ma, Y = () ey o) = e 1) = |1 =y, 1= n, . )O)
O 7 permutiert die Basiszustinde in (™)

0 7 ist eine unitare Transformation!

Beispiel: U(1)-Eichtransformation
Co — € ¢, mit reeller Zahl ¢
esist ¢l — 1 = ecf
T = T, (kontinuierliche, abelsche) Transformationsgruppe U(1)
Symmetrietransformation, denn:
~U=Uy =N
— U unitar: klar
—Uec Ul = e ¢,
letzteres folgt aus dem Baker-Hausdorff-Theorem:
eMBe M = ¢ Map mit L(X) = [X, A]_

denn es ist: [co, N|- = [ca, 5] = Ca
B

also: L ycq = ¢, und somit

o % . 1
Uc U = eV e N = ¢7lne, = Z —

1 .
= Z _'(—iqﬁ)kca =",
k!

Beispiel: lokale U(1)-Eichtransformation
co — € %, mit reeller Zahl ¢,

analog mit U = ef 2on Patia
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beachte: Symmetrietrsf. H(~) — H (=) + unitire Trsf. der 1-T-Basis H; — H,!

H1 — Hy: Wechsel der "Darstellung” (Ort < Impuls < Energie < - - -
Ubergang zwischen zwei 1-T-ONB's: {|a)} — {|o/)} bzw. ¢, — ¢,

H in zweiter Quantisierung dargestellt durch c,, CL

Forminvarianz bei Darstellungswechsel

H) — H(): feste Darstellung, feste 1-T-ONB {|a)}

tas, Uapys fest, aber ¢, — ¢, = Uc, Ut

unitire Transformation im gesamten H(~) bei fester Darstellung
allgemeiner! (s. T-L-Transformation: ¢, ist ein Erzeuger!)

es gilt immer: [cfl,c’ﬁT]Jr = [Uc, UT,Ucs'UT] | = 0,5

Beispiel Spinrotation
Ca — UcyUt mit U = U(p) = e®
S Gesamtspin
U ist unitar, SU(2)-Transformationsgruppe (nicht-abelsch)
SU(2): cq — Uc, Ut mit U = ¢/
mit dem Baker-Hausdorff-Theorem folgt fiir & = (io):
Uc,nUN = e7Hes e,

und mit

CiT o CiT i 1 CiT
Les ( . ) = [( e ) PS5l = pg0 ( o )
< C%T ) — %S < Cit ) o~iPS _ —ipo/2 < Cit ) ] Ubung
Cil Ci| Ci|

analog:

(C;TT7 Cgljr) - €+i¢6/2(CIT7 Cj’-l)

ist

Invarianz von H unter Symmetrietransformationen?
H ist invariant unter 7 (beschrieben durch U), falls
H— H =UHU'=H bzw. U, H|_.=0

Invarianz [0 Generatoren sind ErhaltungsgroBen (fiir kontinuierliche Gruppen!)
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e U(1): co — e ¢y, ol —ec
O (falls H ~ cfe+ ciefec) H— UHUT = H
0 0=[U H] =[N, H. V¢
O [N,H-=0

ON ErhaltungsgroBe

e SU(2): ¢y — Uc,UT mit U = S
fir das Hubbard-Modell gilt: [S, H]_- =0 O Ubung
(direkte Rechnung oder manifest SU(2)-invariante Umformulierung)

U S ErhaltungsgroBe!

e Teilchen-Loch-Transformation: ¢;, < ¢l (diskrete Trsf.!)

U
H— H =" tijcipch, + B} > CioCloCigtl o

ijo i

U
= 2L€0 — Z tijc;o.cig + 5 Z(l - nia)(l - n’i*U)

1jo
t U A
= — Z tijciUCjU + 5 Z NigNi—o + U(L — N) + 2L€0
1jo 1o

+H nicht invariant!

e Spezialfall: bipartites Gitter, n.N.-Hopping, ¢y = 0, Halbfiillung: N = L

Fin Gitter heisst bipartit, falls es zweir Unter-
gitter A, B gibt, in die es zerlegt werden kann,
so dass jeder ndchste Nachbar von A in B liegt
und umgekehrt. Bsp: sc, Gegenbsp: fcc, Drei-
ecksgitter.

Symmetrietransformation 7 mit
Civ — Ciy, fallsi € A, ¢;, — —cip, fallsi € B
es gilt: n;e — n;e und fiir n.N. 4, 5 ist: cjacja — —cjacja
O H invariant unter kombinierter Trsf. 7 und T-L-Trsf.!
e H invariant unter Gittertranslationen, -rotationen, -spiegelungen, falls dies
Symmetrien des Gitters selbst sind.

z.B.: ¢iv — Citiyo, Translation um R;,

H invariant, falls ¢;; = ;i) i+,
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4.5 Anderson-Modelle

oft mehr als ein Orbital pro Platz fiir qualitative Beschreibung wichtig

Bsp Ce:
Elektronenkonfiguration von Ce: [Xe]4f'5d'6s> [J 2 Gruppen von Orbitalen:

4f: stark lokalisiert, groBes U: Erzeuger fi
5d, 6s: breites Band, U ~ 0: Erzeuger CZTC,
Modell (ohne Entartungen):

U
H = Z 5ffit7fw + B Z nfﬁ)nﬁf{, + Z tz’jCZTUCja + Hy

jo
Hg; ist eine Kopplung zwischen den f- und s-Subsystemen
e Hy Hybridisierung [ periodisches Anderson-Modell
e [ Interband-Austausch [0 Kondo-Gitter-Modell

e denkbar ist auch eine Dichte-Dichte-Interband-WW

periodisches Anderson-Modell (PAM):

U
H = Zéff;fw +3 Z nnd) 4 S tijclycio + > Vijlcl, fio + Hec)

ijo ijo

oft: V;; = V4;; als Modellannahme
Beschreibung von seltenen Erden und Aktiniden
Valenzfluktuationen:

Ef~ER
[l Hybridisierung sehr effektiv
Kondo-Limes:

epLep<KLer+U

[ stabiles lokales f-Moment

Kondo-Gitter-Modell (KLM):
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H = Z*fffitffw + % Z nz(c]:)nz(f)a + Ztijczacja - Z JSEf)Sgs)

jo

mit J < 0: (antiferromagnetisches) KLM

Letzteres kann als ein effektives Niederener-
giemodell zum periodischen Anderson-Modell
aufgefasst werden, wie weiter unten gezeigt
wird.

mit J > 0: ferromagnetisches KLM

(Bsp.) LaMnO;
atomare Elektronenkonfigurationen: La 5d'6s?, Mn 3d°4s?, O 2p*

Festkorper: La®*Mn3+03~

[0 Mn 3d*-Konfiguration

Band #eg g=2
.J>OD

Core M tag 0=3

S=3/2

Storstellenmodelle O keine Translationsinvarianz

Storstellen Anderson-Modell (SIAM):

H=> eifif, + % anf)n(_fg + Ztijczacjg + Z Vi(cl f, + Hc)

ijo

korrelierte (U > 0) Stérstelle (f) an einem (Zwischen-)Gitterplatz
gekoppelt (V;) an ein Band (t;;) von Leitungselektronen (cl,)

o

4.6 Mehrband-Modelle

mehrere Orbitale pro Platz: ONB {|imo)}
Ein-Teilchen-Anteil des Hamilton-Operators H = Hy + Hi:
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T
Z Z Liitmm? CimaCi'm’o

w'mm'’ o
(spinunabhangiges duBeres Potenzial)

Wechselwirkungsterm Hy:
H :1 U Tt
1= 5 Y~ UapysChescscy
af3yo
mit a = (imo):

U 5 p— U ;! [ 1l g1 gy 11 11— < |H 12 ‘gb lll 111 III>
afy mmo,i'm/o’ i""m" o’ 3" m! o zma 'm/o’ | +int i'm" o z m'o

g2

int

spin-unabhangig (Coulomb-WW) 0O ¢ =0¢", ¢/ = ¢"”

stark abgeschirmte, lokale Wechselwirkung [0 i =14 =" =i"”
Uaﬁ'y5 = Uiiii,mm’m”m”’ 62'1'/61'1'”61'1'/” 600”(50’0”’

Translationsinvarianz U Ujiii mm'm/m = Upm/m/mr

also:
E E E Umm m!m/! szaclm glczm/”a/cim”a
i mm/m”’m'" oo’

Fiir Modellbildungen werden meist nur direkte
und Austauschterme beriicksichtigt.

Terme mit nur zwei orbitalen Indizes:

m = m// m/ — m/// Hdirektn
m=m" m'=m" “Austausch”
m=m' m"=m" (wird nicht weiter betrachtet)

also:

Umm’m"m/” ~ 6mm" 6m/m"’ Umm/ + 6mm"’ 6m/m" ']mm/ (1 — 6mm’)

Der Fallm = m/' = m"” = m" darf natiirlich

nicht doppelt gezdhlt werden.

mit direkten WW—Parametern'

= // d3T1d3r2¢zma(rl)¢zma (7‘2) ¢ima(rl)¢im/a/(r2)

Umm’ = Umm/mm
41 €0

2 , 2\ i1 2
_ e / dS’]"ldg’l"Q ‘d)zma(’rl)‘ |¢zm o (TQ)‘
4dmeq |71 — 7o

|1 — 7o
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und Austausch-Parametern:

// dg?“ldgmﬁbzmg("“l)ﬁbm o (7“2) ¢im’a(rl)¢ima’ ("“2)

Jmm’ - Umm’m’m

471'80 "l”l _TQ‘

damit:

Hl _ Hl(dir) + Hlex)

wobei:
(dir) 1 T t
H 5 Z Z Uninw Cimo Cim/ o' Cim/ o’ Cimo
ioco’ mm/
— ol ol
-5 Z Z Umm/ szo‘ im! o Cim/ ' Cimo T 5 Z Z Umm/ szg im/ —o Cim/ —o Cimo
i mm/ ic mm/
-3 Z Z Umm’nzmanzm ot3 Z Z Umm’nzmanzm —ot3 Z Z Ummnzmanzm o
o0 mm/ o0 mm’ o m
(din) mz#m’
1
H - Z Z Umm NimoNim—o + 5 Z Z Umm’ nzmanzm o T NimoNim! — )
o m ic  mm/
und
(eX) Tt
Z Z 1 - mm mm’ Cimo Cim! o' Cimo’ Cim/ o
ioco’ mm/
— ol ol
- _Z Z J, m’szg im/ Uczmaczm’a+ Z Z J, m/czmo' im/—oCim—oCim/o
ic  mm/ ic  mm/
m#m/’ m#m/
_ T
- __Z Z Jmm’nzmanzma Z Z Jmm/czmgczm oCim/ —Cim’ o
o mm/ 1o mm/
jetzt gilt:
1 1 —
Z CimoCim—oCiny —oCim'c = im+Sim/f + Simf Sim/Jr
o
- Z(Szmzrszm’a: + Simysim’y) - Q(Szmszm’ - Szszzm’z)
und:

(Mimrt — Nignr|)

N | —

1
Simzsim’z - §(nzmT - niml)

1
SimzSim!z = Z(nianim’T + Nim | Nim’ | — Nim1Mim!/ | — nimmim/T)
SimzSim'z = Z Z(nimanim/a - nimanim’fa)
o
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also:
m#£m/ m#m/’
Hlex - __Z Z Jmnm! Nimo Nim o — Z Z It SimSimy
w0 mm/ i mm/
m#£m/
+— Z Z ']mm nzmanzm o nimanim/fa)
10 mm/
bzw:
m#m’ m#m/

i mm/ o mm’

H{eX) == Z Z Jmm/ Sz‘mSim’ - 4 Z Z Jmm’ NimoNim'c + NimoMim/ — U)

insgesamt ist also:

Z Z Umm nzmanzm g

o m

+- Z Z ( _Jmm’> (nimanim’a + nimanim’*a)

1o mm’ 2

m#m/

_Z Z Jmm’ Szmszm

mm/

oder mit U} = Un — Jor /2 Und Ny = D N
g

mz#m’ m#m’

ic m i i mm/

Z Z Umm NimeNim—o + 3 Z Z mm/ NimNim/ — Z Z Jmm’ SimSim’

4.7 Effektive Niederenergie-Modelle

Hubbard-Modell, n =1, U — oc:
— hopping der Elektronen unterdiickt
— Spinprojektion an jedem Platz als einziger dynamischer Freiheitsgrad

Idee:

HHubbard = Heff

fir Energien, Temperaturen < U
Idee der Renormierunsgruppe

Hw— H +— H" +— - Hgy
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— iteratives “Ausintegrieren unwichtiger Freiheitsgrade”

— Analyse des Fixpunkt-Hamiltonians Hy, liefert Niederenergiephysik von H
— bestimmt Phaseniibergange 2. Ordnung

— charakterisiert Niederenergieanregungen

U NRG, DMRG, funRG, ...

hier nur ein Schritt: Hubbard-Modell — H.g =7

Hubbard-Modell: H =T 4+ V mit
T = Ztijc;rgcja s V = UZniTnil

jo

definiere d = ZniTnil

Eigenwertgleichung:

d|d, )y = d|d,r)
d: Anzahl doppelt besetzter Gitterplatze, hochgradig entartet
definiere:

Py=>"|d,r){d,r| (Projektor auf den d-Unterraum)

T

Orthogonalitat und Vollstandigkeit

Pde/:(de/Pd Z.Pd:].

betrachte Schrédinger-Gleichung
H|V) = E|¥)
Zerlegung von H:

H: <Z_Pd> H <Z_Pd/>
d 7

Taa =Y PiradTPy
d

Trg andert d um Ad, hier: Ad =0, %1
H:T0+T1+T,1+V
Zerlegung von |U):
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‘@>:(§:Pd‘\l’>:‘\llo>+‘\lll>+...

Schrodinger-Gleichung:

(To+V +T 1 +T) (W) + [Vy) + ) = E(|Vo) + [¥1) +--+)

in Matrixform:

Ty T, |Wo) |Wo)
T Tov+U T, W) B W)
T, To+2U --- |Wsy) |Wsy)
hier:
(W) = [Vo) +[) W) = [¥1) + -
also:
Ty T Vo) \ _ g Yo
T H. 0>) 0)
2. Gleichung:
T1|Wo) + H- V) = E|Vs)
1
W) = E_ H>T1|‘I’0>
1. Gleichung:
To|Wo) +T4|¥5) = E[o)
<T0 +Tp— H>T1> [Wo) = E|Wo)
also:
Hg=Ty+T ! T
off = 1o E !

99

esist U >t [ Stérungstheorie in t/U
W

H- wirkt im d = 1-Unterraum

im d = 1-Unterraum ist H~ = U + O(t)
fir E = O(t) (d = 0-Unterraum) ist also:

1
Heg =Ty — ET_lTl + O(t%)
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e gleiches Resultat wie Brillouin-Wigner-Storungstheorie oder Methode der
kanonischen Transformationen

e algebraisch am wenigsten aufwandig

e Behandlung hoherer Ordnungen: Chernyshev et al, cond-mat/0407255 (www.arxiv.org)

setze U = 1, es ist:

1 1
HY =Ty =T T+ T\ T,T1 — 5 (TN Ty + T )+ (T Th)? = 5 T2, T

1
T\ T2Ty + T\ TyT\ Ty + ToT_\ Ty T, — 5(T_lTlTo2 +T2T_\Th) + O(F°)

was ist mit T7_1111,? verschiedene Resultate der 3 Methoden fiir Héff)!

0 verbunden durch unitdre Symmetrie!

4.8 Heisenberg- und ¢-J-Modell

Startpunkt: Hubbard-Modell

H=T + V = Z tijC;{Ung —+ % Z NigNi—o

jo 1o
Wie sieht fiir das Hubbard-Modell und fiir

N < L der effektive Hamalton-Operator Ty —
%T,lTl mn 2. Quantisierung aus?

erster Term:

T() = P()TPO = .P()E:tijCJ-r CjUP()

io
ijo

es ist:
Poc;-ra = Poc;-rani,a + Pocja(l —Niy) = Poc;-ra(l —Nio)

¢l (1 =n;_,) andert Doppelbesetzungen nicht:
T

[Cig (1 = Ni—o); NigNi—o)— = 0

im d = 0-Unterraum ist also:

TO - Ztijcja(l - ni—a)(]- - nj—cr)Cja

ijo

fiir Halbfiillung N = L ist 75 =0
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Anschaulich: Hopping st bei Halbfillung
unmdglich ohne doppelt besetzte Gitterplitze
2u erzeugen.

zweiter Term:

T_1T1 = P()TPETPO = P() ZtijC}LUCjapl Z tklc;;g’ClU’PO

ijo klo’
1#7 k#l
= Z Z tijtkl PoC}LUCjaplc;;alClU/Po
ijo klo’
fiir k # [ ist

Pict 1o Po|U) = ny_gich 1o Po|®) V| W)
und fiir beliebige |¥), |P):
<<I>|Poc;-racjc,nj_a . nk_a/cJ,LU,clU/Po\‘ll) #£0 nur fiir j = k
also:
1#£5,j#l
T_1T1 = Z Ztijtjl Poczacjanj_anj_afC}U/clc,/PO =A + B

ijlo oo’
A: Terme mit ¢ =1
B: Terme mit i # [

es gilt:
i# 5,7 ; ;
B = Z Z tijtjl POCinganj—anj—a’nglclcr’PO
ijl oo’

Man sieht, dass B fiir Halbfillung verschwin-
det, denn das durch ¢, erzeugte Loch miisste
durch CZTU wieder besetzt werden, was aber we-
gen i # | nicht moglich ist. Damit ist der Bei-
trag von B zu H.g sowohl klein von der Ord-
nung O(t?/U) als auch klein bei geringer Ab-
weichung von Halbfillung (“Dotierung”) und
wird deshalb vernachlissigt. Fin einfacher ef-
fektiver Hamiltonian kann demnach nur im
Limes geringer Dotierung erreicht werden.

es bleiben die Terme mit ¢ = [;
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7]
_ T T
T,1T1 = Z Z tijtji Pocwcjanj,anj,a/cja/cia/PO
ijo oo’
e T T | T
= Z Z tijtji PO(Cinganj—anj—angcia + Cigcjanj—anjacj—gci—a)PO
ijo O
e T T T
=2 > tijtyi Po(ClgnyoCio + CipCioCi_pCio) Py
ijo O

dies kann mit Hilfe des lokalen Spins einfacher geschrieben werden:
ch UU’CZU =29,z

es ist (i # j):
ZC’LO‘C]UC] oC chcl UC] oCjo

= _CITCilCLCjT - leciTC;Tle

= 5.8, — S-Sy

- _(Siw + iSiy)(ij - isjy) - (Six - isiy)(sjw + iSjy)
= —2(SiSjz + SiySjy)

und:

Dl oo = Y Mighy—o = mapny| + 4y
. 1 1
mit n; = n;; + n;; und n;p = §(nz +25;.) und n;| = §(nz — 25,,) folgt:

T —
Z CigMj—0Cioc =
ag

A~ =

1 1
= Z (2711”] — 8Siszz) = §nmj — 2Siszz

einsetzen:

i#] 1
T T = ZtZ]t]Z Py (57%7% - QSz‘szz - Q(Sixsjw + Siysjy)) I

1 2t 1
_ﬁT—lTl == %: U P() <SZSJ - annj) P()

n; und S; andern Doppelbesetzungen nicht [ im d = 0-Unterraum ist also:
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1 i#j
T T ==
U 141 ; 7

mit

2
2y

Jij = U

1
(SZS] — me)

fir N = L kann n; = 1 gesetzt werden

insgesamt folgt:

ijo

i#] 1
Hegr = Ztijcja(]- - ni—a)(]- - nj—cr)Cja — Z Jij (SZSJ — Z)

ij

fir Halbfiillung (N = L) ist:

(t-J-Modell)

Dieser effektive Hamulton-Operator hat im
d = 0-Unterraum die gleiche Wirkung wie der
Hubbard-Hamiltonian bis auf Terme der Ord-
nung O(t3/U?) fir N = L und Terme der
Ordnung O(t?/U) fiir N < L.

]
Heﬂ - = Z Jij

ij

(Sisj -

i)

Diskussion:

(Heisenberg-Modell)

e Herausprojizieren hochenergetischer Zustande
[] einfachere effektive Modelle mit weniger Freiheitsgraden

Idee der Renormierungsgruppe: Systematisie-
rung dieses Verfahrens, “Fluss” der Wechsel-
wirkungsparameter: U — J

e N = L: Niederenergiesektor des Hubbard-Modells: nur Spindynamik

Hopping wegen "Energiestrafe” U/t — oo unterdriickt

o fiir N = List §7 = 352 = 3(n;;+n;,—2d;)/4 = 3/4im d = 0-Unterraum
0 82=5(S+1) mitS=1/2

e Abbildung auf antiferromagnetisches Heisenberg-Modell, J < 0



104KAPITEL 4. WECHSELWIRKENDE VIEL-ELEKTRONEN-SYSTEME

[1 Hubbard-Modell bei Halbfiillung ist ein Antiferromagnet
mit Néel-Temperatur Ty ~ 1/U

e kinetische Energie + spinunabhangige Coulomb-WW + Pauli-Prinzip [
effektive Spin-Spin-Wechselwirkung

Vergleiche Heisenbergs Idee zur Erklirung von
Ferromagnetismus, hier allerdings Antiferro-
magnetismus.

Beispiel fiir (Anderson) Superaustausch-Mechanismus!

Direkte Rechnung fiir Zwei-Platz-HM 0 Ubung

Anschauliches Bild: Bei AF-Ordnung ist (vir-
tuelles) mndchst-Nachbar-Hopping  (hin  und
zuriick) mdglich (siehe Storungstheorie 2.
Ordnung) und fiihrt zu einem Gewinn an kine-
tischer Energie. Ferro- und paramagnetische
Zustinde sind dagegen energetisch ungiinsti-
ger.

’ : U
7

B
i j

e {-J-Modell: Hopping moglich

N = L — 1: Hopping fiihrt zu Frustration des AF [] String-Potenzial

oy byt
i O 24 O
byt .

gepaarte Locher sind mobiler [0 Supraleitung ?



4.9. KONDO-MODELL 105

bbb
ot +t00
R

— - —P

4.9 Kondo-Modell

gesucht: effektiver Niederenergie-Hamiltonian zum Storstellen-Anderson-Modell

U
H = Z 5ddld0+ 5 Z ndand,a+z tijCjUng—i‘Z %(Cjada —Fdlcia)

ijo

und

>
>

W,d]- = [W,ng- =0 Ng = Ndy + Nd—o , d = NgoNi—o

Im Unterschied zum Hubbard-Modell liegt hier
nur ein korreliertes (U # 0) Orbital vor. Des-
sen Doppelbesetzung kann 0 oder 1 sein.

Zerlegung von H gemaB 1 = Fy + Pi:
H=Ty+T1+T 14+ W =Hy+ H;

mit
Hy=Ty+W gelost
H=T1+T,=0(V) kleine Stoérung

im d = 0-Unterraum kann H durch H.g ersetzt werden:

1
Hyg =T, — ET,lTl +0O(V3)

FEin in zweiter Quantisierung einfacher effek-
tiver Hamilton-Operator ergibt sich nur fir
ng = 1 (analog zu N = L im Hubbard-
Modell). Hier ist allerdings [nqg, H|— # 0, so
dass ng = 1 nur erreicht werden kann im so-
genanneten Kondo-Limes.
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Kondo-Limes
g elk)<es+U lea —e(k)|, |ea+U —e(k)| >T e~ e(k)

1 .
mit e(k) = 7 S e kBT )4 und

]

F=mn (% ;W) po(0)

Mt der mattleren Hybridisierungsstdirke und
der Zustandsdichte der Leitungselektronen

1
po(w) = T > 0w — e(k)) lisst sich ein Mafs
k

fiir die “Breite” der Niveaus €4 bzw. e4+U de-
finieren. Im Kondo-Limes ist fiir niederener-
getische Viel-Teilchen-Zustdinde ng = 1.

«

\J &y —O—

im 7,4 = 1- und damit auch d = 0-Unterraum (Projektor F}) ist:

T.\T) = BTPTP, = Py Y. ViVi(cl,dy + dicio) Pi(c)dyr + d'icjor) Py

ijoo’
= > VP, cldong ona odlcior P
ijoo’
=N ViViBy(cld' od_yeio 4 clod,dl ;o)) Py
1jo
definiere:

e
Sij = 5 Z CivO oo’ Cjo!
oo’

s;; ist der lokale Spin der Leitungselektronen am Platz ¢

1 imr 1
S = z Ze k(R RJ)SZ'j = 5 ZCLUO'UU/CkU/

i oo’
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ist ein Spin fiir jedes k
damit gilt:
Z CJr d dT = — Z diadacjacj,a = —(5781‘]4 + SJFSZ']',)

= —2(Se8ija + Sysijy)

wobei S der lokale Spin der Storstelle ist:

S = ZdTaw/d

oo’

weiter gilt:

Z chd Ld_,cip = Z el ciedt ,d_, TC]ledl + CzlcjldeT
1 R N
= Z ((Z CIUC]'U —+ 28ijz)(nd — QSZ) -+ (Z C}LUC]'U — 2$Z'jz)(nd -+ QSZ)>

1
== czacjaﬁd — 255,
2 a
einsetzen:
1
T T\ = F, Z ViV <§ Z Cjacja - 253ij> By
ij o
damit:

TO = P(;TP, P’ (Z €dde -+ th ZUCJU)

ijo

= const. + P} tiicl cin P

ijo

und damit insgesamt:

H.g = const. + th CisCjo — Z Jij <Ssij - %Z Cjﬁja)

ijo 1]
= const. + Y thiclcio — > J;;Ss;
ijo j
wobei
2V,
Jij = — U] tw—t”+4Jm

fiir lokale Hybridisierung V; = V0, (io ist der Storstellenplatz) gilt:

H.g = const. + Zt” CigCio — JS8i,

ijo
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mit (Kondo-Modell)

_vE
i

0 antiferromagnetische Austausch-Wechselwirkung zwischen Stérstellen-Spin und
lokalem Spin der Leitungselektronen am Storstellenplatz

J:

Ist der Kondo-Limes realisiert, so hat die-
ser effektive Hamilton-Operator im ng = 1-
Unterraum die gleiche Wirkung wie der Ha-
miltonian des Storstellen-Anderson-Modells
bis auf Terme der Ordnung O(V3/U?). Der
Kondo-Limes kann erreicht werden fir V =
const. und U — oo [0 J — 0. Kondo konn-
te allerdings zeigen, dass das Modell nicht mait
Storungstheorie in J behandelt werden kann.
Fir J — 0 treten hier Divergenzen auf, die
erst bei Aufsummation von Stortermen belie-
big hoher Ordnung verschwinden.

4.10 Kondo-Gitter-Modell

Weitgehend analog verlaufen die Uberlequngen
zum periodischen Anderson-Modell.

periodisches Anderson-Modell mit lokaler Hybridisierung:

U
H = ngdl‘-gdia + 5 Zniani—a + Z tijcl’-crcjcr + Z V(C;radiff + d;raciff)
o i ijo i
(nia - dl‘-gdicr)
Gesamt-Doppelbesetzung:
dA = Znianifa
Zerlegung von H mit 1 =3, Py:
H:T+W:T0+T1+T,1+W:H0+H1
Hy=T+W Hy =Ty +T.1=0(V)

Kondo-Limes
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cq K €(ki) L eg+U
mit I' = 7V2py(0)

lea—e(k)|, lea+U—c(k)| >T e~ e(k)

O n;s +n;_, = 1 fiir niederenergetische Zustande

mit

T.\Ty = P,TP TP, = Y V2Pl di, P! .cjo) Py

J

ijoo’!

— Z V2P (cza(l — Ny ) Cio — d;,di_c,cz_acw) F;

1
= 2V2 Z Pé (inwcjacw — Sz'sz> Pé

H.g = const. + Zt;jczacja — > JS;s;
i

J:

_v:
i

(Kondo-Gitter-Modell)

[ lokale antiferromagnetische Austausch-Wechselwirkung zwischen den d- und
den ¢-Spins an jedem Gitter-Platz

Fine Ausrichtung des d-Spins an einem Platz
1 bewirkt via J eine dazu antiparallele Aus-
richtung des lokalen Leitungselektronenspin
am gleichen Platz. Durch Hopping-Prozesse
fiihrt diese zu einer Polarisation der loka-
len Leitungselektronenspins in der Umgebunyg,
so dass an einem anderen Gitterplatz 7 wie-
derum durch die Austausch-Wechselwirkung J
eine Ausrichtung des d-Spins erfolgen kann
(parallel oder antiparallel zur Ausgangsrich-
tung). Dieser RKKY-Mechanismus begiinstigt
eine magnetische Ordnung des Systems. Die
Curie- bzw. Néel-Temperatur wird fir kleine
J von der Ordnung O(J?) sein.
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)| L —= 1t |y




Kapitel 5

Green-Funktionen

5.1 Spektroskopien

(groBkanonischer) Hamiltonian des Systems:
H=H— uN =Ho+ H

Eigenenergien, -zustande:
H|m) = E,,|m) ONB: {|m)}

|m): Viel-Teilchen-Zustand, zu viel Information

Idee:
(schwache) Stérung [ Antwort des Systems
Anregungsprozess R [1 Wirkungsquerschnitt, Intensitat /

Anregungen liefern komprimierte und messbare Information iiber das System

Photoemission:
R =c,
winkel- und spinaufgelost: a = (k, o)
inverse Photoemission:
R=cl
komplementare Spektroskopie

Auger-Prozess:

111
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R = cqcp
Auftrittspotenzialspektroskopie:

R = ch}}
Transport, Raman, Neutronenstreuung, etc.:

R=clcs

dies sind elementare Anregungsprozesse
Ein-Teilchen-Anregungen: CL, Ca

Zwei-Teilchen-Anregungen: c,cs, CLCE, ches

dazu kommen muss eine “Spektroskopie-Theorie’

z.B. fiir die Photoemission in etwa so:

e elekronischer Ubergang induziert durch Ankopplung an Strahlungsfeld:
P—p—qA

e Vernachlissigung des A%-Terms, Coulomb-Eichung, Dipol-Approximation:

H—-H+V, Vi=Ap

e zweite Quantisierung:

V =3 (BlAepln)ale, + he. =Y Mgale, +hec.
By By

mit: a ~ hochenergetische Zustande, ¢ ~ Valenzzustande
e Endzustand in “sudden approximation”
(keine Wechselwirkung zwischen Photoelektron und Restsystem):
\f>%a£|m) Ey =E, +¢,
e Anfangszustand:
i) = |n) E,=FE,+ hv
mit
an|n) =0

e also:

(fIV]i) = (m]aq ;(Mmagcv +he)ln) = (m] S Mayey|n)
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e ohne Matrixelemente:

{(FIV]i) = (mlcy|n)
d.h.

R=c,

als elementarer Baustein der Photoemission

Berechnung der Intensitat fiir schwache Storung R:
zunachst 7' = 0: System im GZ |0)
Wahrscheinlichkeit fiir Ubergang [0) — |m)

|(m|R|0)|? (Storungstheorie 1. Ordnung in R)
Anregungsenergie:

w=2F, —E

Intensitat ~ spektrale Dichte der Uberginge mit Anregungsenergie zwischen w
und w + dw:

In(w) =>_ [(m|RIO)[*0(w = (En — Ep))
(esist w > 0, E,,, = E,,y moglich)

Dies st letztlich Fermis goldener Regel,
zeitabhingige Storungstheorie 1. Ordnung in
R, giiltig fiir schwache Stirung

fir T' > 0 ist das System anfanglich mit Wahrscheinlichkeit

L
Pn = 5€ FEn

A
im Zustand |n) O

Tn(w) = 5 3" e |(m| Rln) Po( — (B — E))

w < 0 moglich

fiir die komplementire Spektroskopie mit Operator R ist:

I (@) = 5 X B ml R )8 (B = )
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1 _
= = 2P n|Rim) *5(w — (B — En)
1
=~ > ¢ |(m|RIn)Pé(w — (B — En))  (mn)

= LS e o Rl (0 — (B — )

O Ipi(w) = e™Ip(—w)

bzw. Ir(w) = ™ Igi (—w)

Diskussion fiir R = ¢, (Photoemission), R = ¢! (inverse PE)

e Ipi(w) ist fiir w > 0 das normale (IPE) Spektrum
o [pi(—w) ist fiir w > 0 exponentiell unterdriickt, aber messbar

e Multiplikation mit Exponentialfaktor liefert das normale PE Spektrum Igz(w) =
e Ipi (—w)

e aber: die Messfehler werden ebenfalls exponentiell gréBer, Methode nur
geeignet fiir w — 0

5.2 Spektraldichte

Zusammenfassen von Spektroskopie und komplementarer Spektroskopie durch

Spektraldichte:

e PEm _ 7 e=PEn
Sap(w) = 7 (m|A[n)(n|Blm)é(w — (En — En))

mn

fiir beliebige Operatoren A, B (hier meist A = R, B = R')

Lehmann-Darstellung
g = 4+1: Kommutator-Spektraldichte
g = —1: Antikommutator-Spektraldichte
tibliche Wahl:

g=¢£"
k: die Anzahl der Erzeuger/Vernichter sind, aus denen sich A bzw. B aufbaut
es gilt (A= R, B=R):
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1
Srrt(w) = = > e " (n|Rlm)(m| RT|n)d(w — (Em — En))

22> e | Rpm) (m| R0} (0 — (B — E))

(nach Umbenennung m < n)
und somit:

Spat (W) = Ini(w) =2 e ™I (w) = (1 -2 ™) (w)

efw
]RJr (w> = eBw

Sprt(w)

mit Ip(—w) = e ™I (w) ist

1

Ip(—w) = mSRRT (w)

und

Srri (W) = Igi(w) — € Ir(~w)

Spektraldichte
PE IPE

0
Diskussion Spektraldichte:

— zentrale formale GréBe (&quivalent zur Green-Funktion)

— notwendig flir diagrammatische Storungstheorie

— Bezug zum Experiment

— elementare Anregungen des Systems aus dem Gleichgewicht

(prinzipiell also NichtgleichgewichtsgroBe, fiir schwache Storung aber gemaB
Stérungstheorie 1. Ordnung (Fermis goldener Regel) ein thermodynamischer Er-
wartungswert)

weitere Eigenschaften folgen unmittelbar aus der Lehmann-Darstellung:
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SAB(W) = —¢ SBA(—w)

fiir die Antikommutator-Spektraldichte:

Saat(w) reell und nicht-negativ (z=-1)

fiir die Kommutator-Spektraldichte (sign(w) = £1 fir w > 0, w < 0):

sign(w) S at(w) reell und nicht-negativ (=1

Fourier-Transformation:

X()= [l X(@d X(1) = % [ exp(iet) X (w)do
mit der Lehmann-Darstellung ist:

San) = 5 T A Bl - [ PP
O

Sun(t) = % %; e—BEm _ZE e~ FEn) (m| AJn) (n| Bjm)e~Ent it

- % 2 — _Zg ) ™ e ) | )

= 577 2= (¢ ml AW (0] Blm) — = e~ (] A() ) (n| Blm)

= o ((A()B(0)) — = (BO)A(1)

Sap(t) = % ([A(t), B(0)] =) (zeitabh. Korrelationsfunktion)
mit:

A(t) = exp(iHt)Aexp(—iHt) (groBkanonische Heisenberg-Darstellung)

e S, hat in Zeitdarstellung einfache Form
e zeitabhanigige Korrelationsfunktionen sind Fourier-transformierte Spektren

e (Anti-)Kommutator-Spektraldichte: Namensgebung offsichtlich
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Hier sieht man, dass die oben getrof-
fen Vereinbarung & = &% Sinn macht,
denn damit kann der auftretende (Anti-
)Kommutator auf die fundamentalen (Anti-
) Vertauschungsrelationen zurickgefihrt wer-

den.

Beispiel: Fermi-Gas

H= Z(ga - :U’)CLCOZ

Ein-Teilchen-(Antikommutator)Spektraldichte

Aus(w) = 8,4 (w) = [drers, (1) = o [dre™ (ea(t),chO)].)

esist (Lcg = [ca, H]- = (€0 — pt)ca)

Ca(t) — ethcaeszt — efztﬁca — 671(5a7u)tca

und somit

([ea(®), ch(O)]4) = €T [ca, chl4) = €7 715,

also:

1 . .
Aup(w) = %/dt ewte_z(aa_“)téaﬁ

und

Aap(w) = dap 0(w — (€a — 1))

fira=p0=k H=Yge(k)ckew:

Ap(w) = 0w — (e(k) — p))

freies System (keine Wechselwirkung H;) [ ein 6-Peak

mit H; # 0 ist allgemein (gemaB Lehmann-Darstellung):
Ap(w) = 8, 1 (W) =2 z(k)d(w — w, (k)

w,(k): Anregungsenergie
2, (k): spektrales Gewicht

fir V — oo:
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— /drzr(k:)(S(w — w,(k))

evtl. glatte Funktion von w [ Lebensdauerverbreiterung von Bandern

Lehmann-Darstellung fiir 7' = 0:

Sap(w) = Sip(w) — & Sipw)
mit
Sap(w) =D _(0|Alm)(m|B|0)d(w — (Ey — Ep)) (w>0)
Sip(w) =Y _(0|B|m)(m|A0)d(w — (Ey — En)) (w<0)
es gilt:

§-Peak in Spektraldichte (B = A") « unendliche Lebensdauer
“Beweis”: in einer Umgebung von wy > 0 sei Sgri(w) = 2z00(w — wp)
U

R|0) hat nichtverschwindenden Uberlapp nur mit Eigenzustinden der Energie
EO + wo

(denn sonst ist das Matrixelement endlich und weitere d-Peaks entstehen;
hierzu muss allerdings die (plausible) Annahme gemacht werden, dass keine
“hochenergetischen” Zustande auBerhalb der Umgebung von wy reinmischen)

0
R|0) ist ein Eigenzustand zur Energie Ey + wy
1l

die Anregung R zerfallt zeitlich nicht, das System verbleibt (bis auf einen Pha-
senfaktor exp(i(Ey + wp)t)) im angeregten Zustand R|0)

globale Eigenschaften der Spektraldichte:
mit LA = [A, H]_ ist i(d/dt)A(t) = LA(t) O
k-tes Moment der Spektraldichte:

/dw wkSAB /dw <Z—> e~ Wt

SAB(w)

t=0
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k
=27 <Z%> SAB(t) o

k
. (ﬂt) %q (0. BO))-2)|
= (1A, BO) |

0O-tes Moment:

/dw Sap(w) = ([A, B] =)

Beispiel: A = ¢;,, B = c}U 0
Ein-Teilchen-Spektraldichte S+ (w) = Ajjo(w)

jo

/dw Aijg(w) = <[Ci0'7 C;r'cr]—§> - 5ij

Die Spektraldichte erfillt eine wichtige Sum-
menregel.

Lehmann-Darstellung:

e BEm _ 7 o= BEn
Sap(w) =" 7 (m|An)(n|Blm) 6(w — (En — En))

mn

Sap(w) = Sp(w) + SYH (W)

wobei:
) En#E, 6—ﬂEm _F e—ﬂEn
Sipw) = > 7 (m|Aln)(n|Blm) 6(w — (En — Em))
Emnm=EFEn e~ BEm _ 7 o=BEn
SPw) = 3 Z (m|Aln)(n|Blm) §(w — (Ey — En))

mn

es ist:



120 KAPITEL 5. GREEN-FUNKTIONEN

Em7En o=BEm _ 7 ¢=BEn

Sipw) = > 7 (m[Aln)(n|Blm) é(w — (En — En))
| En#En
= (P — 5)2 > e PEn (m| Aln) (n|Blm) 6(w — (E, — Ey))
1l
1 , Em#En e—,@En
[ do —m—=Sip@) = Y “—(m|Aln)(n|Blm) = (BA) = Das
mit
En=En ,—BEn
Dap= > 7 (m|A|n)(n|B|m)
Wegen (exp(fw) — 1)d(w) = wi(w) = 0 sind
die Diagonalterme mit E,, = E,, gesondert zu
behandeln.
es ist
En=En o~BEn _ = o~BEm
Sipw) = > 7 (m|A[n)(n|Blm) 6(w)
damit folgt fiir
e=+1: SO =0,  Sapw)=9,5w)
und fiir
e=-1: SN (w) =2DApd(w)
1. L amyy — 1 _
g=—-1: /dw e,aw+1SAB(w) —/dw WQDAB(S(w) = Dyg
0
142
(BA) = /dw 3 gSAB(uJ) + Dagp (Spektraltheorem)
e W __

Fiir £ = +1 treten die Diagonalelemente D 45 als Korrekturterm auf!

e vergleiche freies Fermi-Gas:
(N) = [ dw f(w = 1)pol)
e Bedeutung der Fermi(Bose)-Funktion fiir wechselwirkende Systeme

e Zustandsdichte po(w) — Sap(w) Spektraldichte

aber fiir allgemeine A, B
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5.3 Linear-Response-Theorie

0?Q /O 2O\ p:

— statische Stérung [ statische Antwort [ imag. zeitabh. Korrelationsfunktion
Theorie elementarer Spektroskopien:

— elementare Anregung R [ Intensitat I [J Spektraldichte
linear-response-Theorie:

— zeitabhangige Storung [ zeitabhangige Antwort [ Green-Funktion

betrachte

H, =M+ \g(t)B mit Ap(t) klein und H zeitunabhingig

gesucht: Antwort (A); bis zu erster Ordnung in Ap(t) (“linear response” ):

6(A)
Ap(t)

)\B(t/)EO

offensichtlich ist

<A>t‘>\3(t’)50 = (A)g zeitunabhingig

[ explizit zeitabhingiger Hamiltonian H = H,

Gleichgewichts-Dichteoperator

plt) # e

erfiillt nicht die von Neumannsche Differenzialgleichung:

(1) = [Fe 1)

beachte:
d
dt

_ Z_me‘m (m| = me Ht\m><m\ Im) (m|H,) = [Hy, p(t)]-

[J System nicht im thermischen Gleichgewicht
O (gemischter) Zustand p = 77

aber: bei schwacher Zeitabhangigkeit (langsam oder schnell) ist zeitabhangige
Stérungstheorie (1. Ordnung) zur Bestimmung des Systemzustands moglich
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Bestimmung des (gemischten) Systemzustands

(hinreichend allgemeiner) Ansatz fiir p(t):

(1) = ¢ Ty (1)

damit ist:

iﬁp(t) =Hp(t) — p(t)yH + e (i%m (t)) it

und:

[He, p()]- = [H. p(t)]- + As(t)[B, p(t)]-
mit der von Neumannschen DGL fiir p(t) folgt:

e <¢ipl <t>) &M = Ap(B)]B, (0] = As()[B, e pi(1)e™]

dt
also:
d ; —i i —i
ngl(t) = M (Ap(t)B, e " p (1) _ M
d ; »
io(t) = (D)™ Be™™, pi(8)]-

Dies ist die Bewegungsgleichung fiir p,(t). Die
Idee zu dieser Ableitung ist im Wesentlichen
der Ubergang vom Schrodinger- zum Dirac-

Bild.

Umwandeln in Integralgleichung

Anfangsbedingung?

es sei: Ap(t) — 0 firt — —oo (“Einschalten der Stérung”)

dann folgt: p(t) — e 7/ Z und pi(t) — e ) Z fiir t — —oc0

also:
n(t) = %eﬁﬁ ~if ; dt' ()™ Be= ™ p (1]
Iterieren und Abbrechen nach 1. Ordnung:
p1(t) = %e‘ﬁH - i/too dt’ [\p(t")e™ Be= ™Mt %G_ﬁH]_ + O(A\%)

nach der Bestimmung von p;(t) folgt fiir p(¢):

1 t 3 . ’ . / 1 ;
p(t) _ EefﬁH_Z- dr' 671Ht [)\B(t/)eﬂ-lt Beszt ’ EefﬁH]ieth_i_O()\QB)
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! - ! 1
p(t) = / at' Ap(t)]e B, Z e O(NE)

jetzt ist der Zustand bekannt, es folgt die Brechnung von (A);:

(A)y = Sp p(t)A

1 t - ! - !
= Spe A — Z/ dt' \p(t") Sp ([e‘m(t_t ) BeMt=t) —

Terme der Ordnung O()\%)
nachldssigt.

t . o ,
(A), = (A)o—1 /_ dt’ \g(t') Sp <[6—2’H(t—t ) BelMt=t) %e—ﬂ’){]_ A)

Ausnutzen der zyklischen Invarianz der Spur:

Z Sp ()

1
Z

sind

e_ﬁH]_A>

ver-

_ (e—z’H(t t’ Z’H t—t') —ﬁHA) Sp (e—ﬁHe—iH(t—t’)BeiH(t—t’)A)

Sp (e BH fp—iH(t—t )Bem(tft’)) —Sp (676HefiH(t7t’)BeiH(tft’)A)

S

Z
A

p

(e

o o )
oMt A =Mt iHt Be—mt) Sp (e—ﬁHeth Be—iHt ethAe—th)

(A(t)B(t) — Z(B(")A(t))
{([A®BE)]-)

beachte:
A(t) = e Ae=: “freie" (Heisenbergsche) Zeitabhingigkeit

1
(A) = 7 SpePMA = (A)g: “freier” Erwartungswert

damit folgt (bis auf Terme der Ordnung O(\%)):

Ay = (A — i [ d a(HADBE)L)

oder:
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(Kubo-Formel)

(Nichtgleichgewichts-)Eigenschaften des gestorten Systems H + A\g(t) B werden
bis zu linearer Ordnung in Ag(t) durch Gleichgewichtseigenschaften des Systems
‘H bestimmt!

der lineare Response ist gegeben durch die:

retardierte Kommutator-Green-Funktion

GO (1) = —iO(t — ) [AW)B)]-) = ((A(t); B(t)))eV

da ‘H nicht explizit zeitabhangig ist, gilt
Giy (1) = GLg (t =)
(Homogenitat der Green-Funktion) 0 Ubung
der Faktor O(t — t') ist Ausdruck des Kausalitatsprinzips:

Die Reaktion des Systems zur Zeit ¢ kann nicht von einer zur Zeit ¢’ > t vorlie-
genden Storung verursacht werden.

Diskussion:

e Zusammenhang mit Spektraldichte:
Gy (t.t) = —iO(t — ) {[A(t) B(t)]-) = —2miO(t — t)Sap(t — )

o GUV(¢,t') und Sap(t—t') haben gleichen Informationsgehalt (Formel zur
Berechnung von S bei gegebenem G s.u.)

e linear-response-Theorie “formal sauberer” als Theorie der elementaren An-
regungen oben

e linear-response-Theorie motiviert ij;t (t,t') nur fir hermitesche A, B,
nicht fir A =c¢,, B = c},

definiere: AA(t) = (A), — (A)
Fourier-Transformation:

AA(H) = % [ et aaw)

1 -
. d —iwt’ )\
—W/ we B(w)

re 1 i () re
Gt =) = o [ dwe G5 W)



5.4. FREQUENZABHANGIGE GREEN-FUNKTION 125

damit gilt:

/ dt' GS (t — t)Ap(t)

_/ dt’ G(ret) t—t')%/dw €_iwtl>\B(u})
mit der Substitution t' — t —t/

= —/dwe “ipg(w /dt’ e GED (¢

/ dw e~ G (W) Ap(w)

AAw) = G4 ()W)

also: Im linear-response-Bereich bewirkt eine mit w oszillierende zeitabhangige
Storung eine Antwort des Systems, die mit gleicher Frequenz oszilliert!

bzw.: Ein response bei anderen Frequenzen als w zeigt, dass die Storung zu stark
ist, um in erster Ordnung behandelt werden zu kénnen (Bsp.: Spektroskopien
mit starken Laser-Feldern, Frequenzverdopplung, nichtlineare Optik).

5.4 Frequenzabhingige Green-Funktion

Hier soll mit der Green-Funktion die zentrale
Grife der Viel-Teilchen-Theorie systematisch
diskutiert werden. Ausgangspunkt der Diskus-
sion ist die retardierte Green-Funktion.

Berechnung von GY% (w):

el / dt e G (1) = / dt ¢ (—271)O(£)Suz(1)
_ iwt( o - - 1 —iw't /
—/dte ( 27rz)@(t)27r/dw ¢S (W)

_ / dw' Sap(w) / dt =)o 1)
das t-Integral ist eine Distribution:

/ dt ¢ (—i)O(t) = lim / dt ¢+ —)O)(1)
n\0

1 . R
_ hm(—z) : : ez(w—w +in)t
7N\0 i(w—w +in)t 0
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) 1
= lim ————
N0 w — W' +1in
B 1
C w—w 410t
damit folgt:
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(ret / dw’
W —

SAB

w' 4+ 7,0+

Verallgemeinerung:

(Spektraldarstellung der retardierten Green-Funktion)

zu beliebigem A, B definiere (Anti-) Kommutator-Green-Funktion

Gap(w / d/SAL
w—w

WweER wéR!

(Spektraldarstellung der Green-Funktion)

dies ist die Green-Funktion, sie umfasst:

retardierte Green-Funktion

GUY(w) = Gap(w + i07)

avancierte Green-Funktion

G (W) = Gap(w —i0%)

(w reell)

(w reell)

thermische Green-Funktion, Matsubara-Funktion

GUR (wn) = Gapl(iw,)

mit

= 2n+ )nT

n ez

wp = 2n)7T n ez

(Fermionen)

(Bosonen)

Eigenschaften von G4p(w)?

es ist:

Sap(w) = —Z

—BEm __

durch Einsetzen folgt unmittelbar:

e (ml Aln) (n| Blm)o(w — (En = En))
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Gap(w) = %Z(e_ﬁEm — e 7P)(m| Aln) (n\B|m>w — (Ei — E,,)

mn

(Lehmann-Darstellung der Green-Funktion)

analytische Eigenschaften von G 4p(w)

e G ,p(w) ist eine analytische Funktion auf C\ R

e [ < oo (vor dem thermodynamischen Limes) [
diskrete Eigenenergien F,,, diskrete Anregungsenergien w,,.,, = E, — F,,

G ap(w) besitzt Pole 1. Ordnung bei w = w,,,, € R

Im thermodynamischen Limes hat man ggfs.
ein kontinuierliches Anrequngsspektrum.

e Pole von G4p(w): Anregungsenergien des Systems

e Residuum von Gp(w) in w = E, — E:

Qpm = wagyllriEm(w - En - Em)GAB(w>
1
= (e — 2 ) () Al ] Blm)

O nur bestimmte Pole besitzen ein nichtverschwindendes Residuum und
sind nicht hebbar

anm
S P
e hiufiger Spezialfall: B = Af

1 _ _
Apm = E(e Pl — ce BEH)‘<m‘A|n>‘2

Antikommutator-GF (2 = —1): ay,, > 0
Kommutator-GF (2 = +1):
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'

Pole von G

e

— e o000 00 om0 &
Re w

[1 Anwendungen der Funktionentheorie moglich

Schreibweise: Gagp(w) = ((4; B)).

Bilinearitat der Green-Funktion beziiglich der Operatoren A und B:
((c1A1 + c2A2; B))o, = c1{(Ar1; B))w + c2((A2; B) )
((A; 1By + c2B2)) = c1((A; B1))w + c2((A; B2))w

A, B ErhaltungsgroBen [ Green-Funktion trivial; z.B. [B, H]_ = 0 impliziert:

(A; BY)y = %;(e‘w’" = & e ) m| )b {nlm) —— (Ei ~E,)
= Z(1=2) X e m|AB|m)
= (1_5)@ =(1 —E)%

mit ¢ = +1 fiir die Kommutator-GF bedeutet das, dass der linear response
verschwindet

beachte:
H + Ap(t')B und H haben gemeinsamen Satz von Eigenzusténden
insbesondere ist also fiir 7' =0 (A); = (GZ|A|GZ) unabhingig von Ap(t)!

es gilt:
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Gpa(w) = %Z(G_ﬁEM_ge_ﬁEn)<m|B‘n> (n\A|m>w _ (Ei — En)

mn

= 2 (e ) | Aln) (o] Blm)

1
- (Em - En)

— _g% > (e e PP — e=PEmy(m| Aln) (n| B|m) —w— (;n —E,)

= E% Y (e77Fm —z e PP ) (m|Aln)(n| Blm) o (;n — By,

also:

GBA(w) = EGAB(—(U)

Verhalten von G ap(w) fiir w — oo

Sap(w
Gt = [y 520
aB(w o — o
_
1—w/w

= ;‘/700du)/ SAB(w')

oo

:—/ dw' Sap(w Z W' Jw)*

o 1 o0
:ZW/ dw’ SAB(W/)CUIC
k=0 -

k-tes Moment der Spektraldichte: /Oo dw' Sap(w)w™ = ([LFA, B]_
mit LA = [A, H]_

)

m]

also:
© [,"“'A B]_z)
Gap(w kz—:o BEs!
insbesondere:
A, B|_z
Gap(w) — % fir w— oo

Verhalten von G 4p(w) fir w — 0

Gap(w) = Gyp(w) + GLP (W)

wobei:
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1 Em?éEn

1
! — —BEm = —BEn A B
o) = 5 D (€ =2 e )l Al o] Blm)
(D) L S P BE 1
= — TPEm g e PEn A B
Gliw) =5 3 (e =2 ) ml A ol Blm) —— s
es ist:
liIr(l) Gyp(w) =G 5(0) lir%wG;‘B(w) =0 (kein Pol bei w = 0)
andererseits ist fiir w # 0:
1 Fm=En 1 1-—%
Gip(w)=(1=2) > e (m|Aln)(n|Blm) — = —=Day

insgesamt:

lir%wGAB(w) = (1 — E) DAB

Antikommutator-Green-Funktion (2 = —1):
G ap(w) hat bei w = 0 einen Pol 1. Ordnung mit Residuum 2D 45

Kommutator-Green-Funktion (2 = +1):
Gap(w) ist analytisch bei w =0

5.5 Retardierte und avancierte Green-Funktion

Fiir gegebene Spektraldichte ist die Green-
Funktion tiber die Spektraldarstellung gegeben.
Diese Relation lisst sich (zumindest fiir reel-
le Spektraldichte) auch invertieren. Damit be-
sitzen Green-Funktion und Spektraldichte den
gleichen Informationsgehalt.

Dirac-ldentitat:

1 1 1 1
=P—-—1 log: =P—-+1
PR Px imo(z) analog: — Px—l—mé(x)
beachte:
[ pw) =t [ e f(a)
x x)=lim [ dx x
x + 10" 1—0 T+

Juplsir=pu ([ b
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[ ded@)f (@) = £(0)

fir w € R und Sap(w) reell gilt:

SAB
+ /
_;ImGAB(w—l—ZO ——Im/d w+20+—w /deA )5(w — ')

also:

1
San(w) = ——ImGap(w +i07) = | G5 (W) (w reell)

(Darstellung von S mit retardierter Green-Funktion)

und:

Sap(w) = %ImGAB(w —i0%) = Lim G (w) (w reell)

(Darstellung von S mit avancierter Green—Funktion)

Ggg)(w) (fo};) (w)) kann in die obere (untere) komplexe Halbebene analytisch
fortgesetzt werden (und ist dort mit G4p(w) identisch)

' '

Imw Imw

Pole von G@)

e

o © 00 00|00 OO O
& &

Re w Re w

Pole von G(reY

Man kann die analytischen Figenschaften von
retardierter und avancierter Green-Funktion
ausnutzen, um eine Relation zwischen thren
Real- und Imagindrteilen herzuleiten.

G (w) analytisch fiir Imw >0 O

(ret
7{(1 ” —w—zO* (W' reell)

(Pole von G (w) unterhalb der reellen Achse, weiterer Pol bei w = w’ — i0)
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Imoo‘

T e e e sm e o >
Re w

N

Pole von GV

A, B| _z
wegen G4 (w) — (4, Bl¢) fir w — oo folgt:
w
ret )

0_/ dw
w! —uJ—ZOJr

Ausnutzen der Dirac-ldentitat
(ret

O—P/d Gap @) | igteen )
somit:
(ret)
G (w) = —77/01 /7 (w reell)
und:
Im G(ret) )
Re (ret) d/"(i /
e G (w 7’ S
R (ret) /
Im G,ieBt = —P/d ' eGAB ReGap (&) (Kramers-Kronig-Relationen)

avancierte Green-Funktion: analoge Relationen

Fourier-Transformation

= / dt e'G(t)
G(t) = % /du) e G (w)

w reelle Variable! [0 Fourier-Transformation nur fiir G4 (w) und G%Y) (w)
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es gilt:

1 . 1 .
- d —wt__ - — @ :l:t —w't
27r/ we w—w 10" TiO(£t)e

Beweis (fiir oberes Vorzeichen):

schon oben wurde gezeigt:

1
—10(t) —
®l) = o
also auch:
1
— —iO(t
W+ 0t )

direkter Beweis:

Integrationswege:

t>0 /RO

sei t > 0, Imw < 0 auf dem Integrationsweg [

1 oo . 1 1 » 1
_/ dw e—zwt—‘ - 7{ dw e—zwt—'
27 J—o w—w +i0t 27 Je w—w +10*

1 » 1
= %QWi(—l)resw/(e_Wtw — w’)

R
— —je w't

sei t <0, Imw > 0 auf dem Integrationsweg [

IS . 1 1 » 1

—/ dwe ™ — = — 7{ dwe ™ ————— =0

21 J—oo w—w' 410t 27 Jc w—w + 10T
insgesamt:

]_ oo . 1 .

—/ dwe ™ — = —iO(t)e "

21 J— w—w +10T

zweites Vorzeichen: analog

damit gilt:

re ]- —1 re
G (1) = 5= [ dwe 6 @)
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B _ Sap(w)
I d zwt/d /
/ we w+z0+—w/

_ / du' Sap(W)(—0)O(t)e ™'t
= (—1)O(t)2m Sap(t)
= —iO(t)([A(t), B(0)] )

unter Ausnutzung der Homogenitat der Green-Funktion:

G(ret)( —t') = —iO(t — t'){[A(t), B(t')] )

analog:

GRE(t=t) =0 — O)([A®), B(t)] =)

5.6 Linear Response, statischer Limes

statischer Response auf statische Storung?
Kubo-Formel:

(A= (Do + [ dt A(t)GS3 (¢ —¢)
es muss gelten:

Ap(t') — 0 fir ¢ — —o0
daher sei

Ap(t) = Age™
mit einen positiven Infinitesimal 7 (bzw. statischer Limes:  — 0)
dann gilt:

/dt GOVt — A ™

= Age™ /dt GEV(t — 1) e 1)
= Age™ /d GOV (t — ') eit=t) mit w = in

_ )\BentG(ret ( )
im Limes  — 0 ist:

(A) — (A) = GYR(0) Ap
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Beachte, dass hier die frequenzabhdingige
Green-Funktion gemeint ist!

System z.Zt. t = —oo: H [ Erwartungswert (A)

System z.Zt. t = 0: H +d\gB 0O Erwartungswert (A) + Gg?(O)d)\B

Diese Schreibweise deutet an, dass das Ergeb-
nis natirlich nur bis zu erster Ordnung in \p

gelten kann.

also:

9{A)
O\p

einschalt.

— = G(;{;f) (w=0) (Storung langsam eingeschaltet)

Vergleich mit Resultat fiir zeitunabhangige Storung:
System: H O Erwartungswert (A)

A
System: H + dA\gpB O Erwartungswert (A) + %& >d)\B
B
linear response:
0(A s
U _ sy - [ ar(Br)A0)
8)\3 0
weitere Auswertung mit Eigenzustanden von H:
es ist:
B
— [ dr(B(1)A(0))
0
g1
_— / dr— - (e ™™ Be ™ |m) (m] Aln)
0 m,n

1 B
— = e [ drelE B (| Blm) | Aln)
m,n 0

falls £,,, = E,,, ist:
B
e_ﬂEn/ dTe(En_Em)T — /Be_ﬂEn
0

falls E,, # E,, ist:
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1 e_IBEm _ e_ﬁEn

¢—BEn /5 dre Bn—Em)r _ ,—BEn (e,a(En—Em) _ 1) _
0

E, - E, E, - E,
U

1 En=En

—/de(B(T)A(O))Z—BE Y. e 7 (n|Blm)(m|Aln)

ty X g nlBlm)(mlAn)

m,n

mit (s.o.)

1 En=En,

Dap= > ¢ {mlAln)(nlBlm)

ist der erste Terme durch —3D 45 gegeben

mit dem rein imaginaren Infinitesimal 0" gilt fiir den zweiten Term:
1 Em7£En 6—ﬂEn _ e—,@Em

7 2 E,—E,,

m,n

(n| Blm)(m|Aln)

1 Em7£En 6—ﬂEm _ e—,@En

=7 2 7;0+—(En—Em)<

m,n

n|B|m){m|Aln)

1 e_IBEm _ e_ﬁEn

= — B A
73— By M mlAR
Die Terme mit B, = E, kinnen ergdnzt wer-
den, da der Nenner nie verschwinden kann.
damit ist:
0(A ‘o
) B(ANB) - BDap + G (w = 0)
OA\p
oder:
0(A
o) _ ((A—(A); B—(B)))w=iot — BDa_(a),B—(B)
OA\p
denn:
1. B L~ e e ) (B
(5 B)or = 5 2 s gy (e Bl

also:
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({const.; B)),—io+ = ((A;const.)) —io+ =0

und
1 Bm=En

Da_(ay,B-(B) = 7 n;l e PP (m|A — (A)|n)(n|B — (B)|m)

Da_iay,5-By = Dap — (A)(B)

Ll im allgemeinen sind also die Antworten verschieden!

es ist:

9(A) _9{4)

o\g  I\p

einschalt.

betrachte System ohne Energieentartungen, d.h. F,, = E, = m =n

dann ist
1 Bm=En

D =5 > ¢ (mlAln)(n|Bjm) = %;e%mmrnxnrmm

und es folgt fiir 7" — O:
D ap = (0[A]0){0]B|0) = (A)(B)

Dies st plausibel, denn in diesem Fuall ent-
wickelt sich der (nichtentartete) Grundzu-
stand firt — —oo kontinuierlich in den (nich-
tentarteten) Grundzustand fir t = 0, ohne
dass sich Zustinde kreuzen. Bei Systemen mit
Entartung, sieht dies anders aus.

Beispiel: verschobener harmonischer Oszillator
1
H = w (b*b + 5) + A(b+0b")

zunichst direkte Berechnung von 9(A)/O\ mit A = b+ b

Anderung des  Ortserwartungswerts — bei
Verdnderung des dufleren linearen Potenzials.

definiere
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c=b+ N wy O [c,cl]_ =1

damit:

H = w ((cT A wo) (e — M) + %) F e+l — 20 w)

1
= wy (cTc—i- 5T )\Q/w?)) —22% Jwg

also:

1\
H = wy <cTc+———>

2 Wi

ONB von H: {|n)} mit [n) = (¢")*|0)/v/n!, Energien: E,, = wy(n+1/2—\2/w?)

7= {nle )

n=0

Chemisches Potenzial ;1 = 0 (Phononen).
Bei trivialer Verallgemeinerung auf (unend-
lich groffes) System entkoppelter Oszillatoren
macht (grofl)kanonische Gesamtheit Sinn.

Z = i e BEn — i(@*WO)"@ﬁ()\Q/wOfwo/Z)
n=0 n=0
Q= T Z = Tl - e ) /2~ Xy
o052 A
(A) = (b+ ) = = _2w_0
o4 _oe 2
O\ O\2 wo

jetzt Auswertung gemal

HA) _ ye (7
=B~ [ dr (A(n)A©)
wegen [c, H|_ = wyc ist L¢ = wye und
e(r) = eMee ™™ = 7T = 7907 (1) = e*c!

Beachte: ¢'(1) # (c(1))T!
also:

(A(T)A(0)) = ((b+b)(r)(b+b1))
= ((c+ o — 2 /wo)(7T)(c + e — 2\ /wo))
= (c(r)c!) + (M (T)e) + 4N* Jwp
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= e 7 (cct) + e (cle) — 4N Jwd
denn: (c) = {(¢(7)) =0

/ dr e = — (1 eA0) / dr e (ﬁwo 1)
also:

/Oﬁ dr (A(1)A(0)) = L ((1 — e ) (ecl) + (P — 1)<CTC>) + 422 Jw}

wo
1 2 2 2/ 9
(1+1)+4/\/0— + 4N\ Jw;
a)(] wo
und:

- /Oﬁ dr (A(F)A(0)) = 3 <_2i>2 B

Wo Wo Wo

Beispiel: verschobener harmonischer Oszillator

2
H = wy (bTb+ 1>—|—)\(b+bT)—w0 <c C-}-l—)\—) (¢ =b+\wp)
2 2wl
es gilt:
A 0(A) 2
(4) = (b+0") " R "

zeitabhangige Storung:
Hy=H+ f(t)(b+1b")

Berechnung der retardierten Green-Funktion:

= (Je(t), ') + ([c!(t), c] ) = 7ol — giwot
Gret) (t) = +10(t)(e iwot __ e—iwot)

(ret (w /dt ezwt zwot . efiwot)
=3 dt (etlwtwolt _ pi(w—wo)t
JAC )
— 1 ei(w—i—wo)t > — - 1 ei(w—wo)t >
(w+wp) 0 i(w—wp) 0
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fir w =11 mit n > 0 ist

1 1
G (in) = —— + =
)=~ G o) T Gon— o)
n — 0:
2
(ret) - _ =
GrI(0) =~
also:
9(A)
(ret) —
GV (0) B
in der Tat ist:
1 Em=En 1
Daa = 5 3 AR elalm = 5 Sl A ol
A A
et T — — — — 44—
(n|Aln) = (n|c+ ¢ 2w0|n> 2w0

also:
2

Daa = {(n|Aln){n|Aln) = 42—8 — (4

5.7 Bewegungsgleichung

Heisenberg-Gleichung [

G (1) = i O [A(), B(0)]2)]
_ 4 [%@(ﬂ)] ([A(t), B(0)] _2) F iO(+t) %<[A(t),3(0>1€>

= 0(t)([A(t), B(0)]_z) F iO(xt)([[A, H]_(t), B(0)]_z)
also:
i%((A(t); B(0)>>(ret/av) = 6(t)([A, B] =) + ({(|A, H]_(¢); B(O)>>(ret/av)

(Bewegungsgleichung der Green-Funktion)
Randbedingung: ((A(t); B(0)))®/®) = 0 fiir t < 0/t > 0
(([A, H]_(t); B(0)))x/2"): “hihere” Green-Funktion
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Die  “héhere”  Green-Funktion ist 1i.allg.
(ndmlich wenn H nicht nur bilinear ist) aus

mehr Erzeugern/Vernichtern aufgebaut als
({[A(t); B(0)] )/,

Fourier-Transformation:
((A(t); B(0)))I¥/2¥)  ((A; B))Uet/av)
o(t) — 1
d

I— > W

dt
Bewegungsgleichung fiir frequenzabhangige Green-Funktion:

w((A; B))5™ = ([A, Bl-2) + (([A, H]-; B))S*™)

rein algebraisch!

Beachte, dass sowohl der Kommutator als
auch der Kommutator/Antikommutator auf-
tritt!

Bewegungsgleichung fiir hohere Green-Funktion:

W(([AH] B)S™ = ([[AH], Bl-2)+([[A, H], H]-: B) S/
Dies ergibt eine Kette von immer komple-
zeren Bewegungsgleichungen. In Spezialfillen
kann die Hierarchie der Bewegungsgleichun-
gen abbrechen; dann liefert das Lésen der
Bewegungsgleichungen ein einfaches und ele-
gantes Verfahren zur Bestimmung von Green-
Funktionen.

retardierte und avancierte Green-Funktion erfiillen dieselbe Bewegungsgleichung
der Unterschied liegt in den spezifischen Randbedingungen

w— w=+i0" O retardierte/avancierte Green-Funktion

die Green-Funktion G 4p(w) ist die analytische Fortsetzung von GS‘;;/”) (w) in

die obere bzw. untere komplexe Halbebene, also:

we C\R 0O Green-Funktion G4p(w)

Beispiel: Ein-Teilchen-Green-Funktion Gys(w) = ({ca; C/Ez>>w
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t=¢!
Bewegungsgleichung:

(et ) = (o chl-e) + {(fea I €l
betrachte bilinearen Hamiltonian ohne Wechselwirkung:

H =73 tagcles

ap
dann ist:
[cay H]- = D (tarr — 1) Cas o]
o B
fir e = —1 (Fermionen) und € = 1 (Bosonen) ist gleichermaBen:
[Cas choep]- = bawrcy
also:

[ca, H]- = Z(ta,ﬁ” - :u(saﬂ’)cﬁ’
/8/

und
w((Cai €)= Oap + I (tas — pap){{ca ch))e
ﬁ/
Die Kette der Bewegungsgleichungen bricht al-

so ab. Wegen des fehlenden Wechselwirkungs-
terms tritt keine neue héhere Green-Funktion

auf.
Matrixschreibweise:
wG(w) =1+ (t — pl)G(w)
Losen der Gleichung durch Matrixinversion:

B 1
S wtu—t

G(w) (Green-Funktion fiir w € C \ R)

retardierte/avancierte Green-Funktion:

1
G (ret/av) __
(@) w0t -t

Diese besonders einfache Form fiir die Green-
Funktion ohne Temperaturabhdingigkeit und
mat trivialer p-Abhdngigkeit ist eine Konse-
quenz der nicht betrachteten Wechselwirkung.
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unitare Transformation der Ein-Teilchen-ONB:
= Z Uaa/\a> o/ = Z Uaa/c
damit:

<<Ca/70ﬁ/ ZUO(O/COU ZUﬁﬁ/Cﬁ

Z Ca, C,ﬁ’ Ugﬁ/

also:

G (v) =U'Gw)U

Die  Fin-Teilchen-Green-Funktion transfor-
miert sich bei unitdarer Transformation der
ONB genauso wie die Hopping-Matriz t.

Konsistenzcheck:

1 1
G'(w) = — T
wH+pu—t w4+p—-UTtU
_ 1 L
CUlw+p—tWU Uw+p—tU!
1
U ———U=U'Gw)U
wHpu—1

Beachte: 1/(ABC) = (1/C)(1/B)(1/A) fir
Matrizen A, B, C.

sei U die Transformation, die t diagonalisiert:
(bei translationsinvariantem Gitter: Fourier-Transformation i < k)
e = U'tU diagonal 0 G’ diagonal mit Elementen
1
G S

m(w) w+p—Een
retardierte Green-Funktion:
1
G(ret) =G 4 '0+ —

m () m{w +07) w40t + pu—ep

Ein-Teilchen-Spektraldichte:

1
Ap(w) = —;ImG,(;et)(w) =0(w+p—em)



144 KAPITEL 5. GREEN-FUNKTIONEN

Die iibliche Bezeichnung fiir die Ein-Teilchen-
Spektraldichte: A (w)

Bilinearitat der Spektraldichte Syp(w) bzgl. A, B [
Aup(w) = Z Usm0(w + p — 5m)U;ﬁ

5.8 Selbstenergie und Dyson-Gleichung

FEin  Wechselwirkungsterm wm Hamiltonian
fiihrt 1.allg. dazu, dass die Kette der Be-
wegungsgleichungen  nicht mehr abbricht,
dass also die hohere Green-Funktion sich
nicht durch die Ausgangs-Green-Funktion
ausdriicken ldsst. Fir die Ein-Teilchen-
Green-Funktion kann dieses Problem auf
die sogenannte Selbstenergie wverschoben
werden, die hier kurz diskutiert werden soll.
Die wvolle Bedeutung der Selbstenergie zeigt
sich aber erst in Zusammenhang mit der
diagrammatischen Stérungstheorie.

Hamiltonian H = Hy + H;:
H = i 1 U Tt
=) tapcles+ 3 > Uagyschehese,
af afyd

Ein-Teilchen-Green-Funktion ((c; C,Tg>)w, Bewegungsgleichung:

{{Cas b)) = s + ({[eas Mol ) + ({[cas Hal s b))
(H:HO—MN+H1)
es ist:

[ca, H] - = Z(ta“f — Mo )Cy

’Y

Dieser Term bereitet also keine Schwierigkei-
ten und fihrt wieder auf die Ein-Teilchen-
Green-Funktion.

(Def.) Selbstenergie ¥,5(w)
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(([cas Ha)- ZEM CW;C,E»UJ
firw e C \ R

retartierte Selbstenerige 25;”( ) = Bap(w +1i07)

avancierte Selbstenerige Z&aﬁv) (w) = Xap(w —i0")
damit ist:

w{(Ca; C,G = 0ap + Z ay = HOary)({Cy; C}a’»w + Zza'y(w) ((cy; C}j>>w

Matrix-Schreibweise (Matrix G(w) mit Elementen G,5(w) = ((ca;cg»w):
WwGW) =1+ (t—pl) Gw) + X(w) G(w)

auflosen:
1
RS
1
H =0 O Ow)y=—— 0 Z(w) =
1=0 0 Gw) =GY(w) REa— (w)=0

Die Selbstenergie beschreibt also sdmtliche
Wechselwirkungseffekte. Die wechselwirken-
de Green-Funktion erscheint als freie Green-
Funktion eines effektiven Hamiltonians Héeﬁ),
der aus Hy durch die Ersetzung t — t + 3 (w)
hervorgeht. Diese Sichtweise ist allerdings we-
gen der w-Abhdngigkeit und wvor allem we-
gen der fiir nicht-reelle w vorliegenden Nicht-
Hermatizitdt von Héeﬁ) problematisch.

mit G = 1/(w + p — t) folgt:
1
GOw)! - 2(w)

Gw)=

also:

Sw) = GOw) '~ Gw)™

(alternative Definitionsmdglichkeit fiir die Selbstenergie)
Multiplikation mit G©) (von links) und mit G' (von rechts):
GV (W)BW)G(W) = Gw) - G” (W)

und damit:
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Gw) =G9w) + GYwW)Z(w)G(w) (Dyson-Gleichung)

iterieren:
G(w) = GOw) + GV (W)Z(w) (GV(w) + GV(W)Z(w)G(w))
= GOW) + GOW)Z(W)GO (W) + - --

Die Entwicklung zeigt, dass sich die wvolle
Green-Funktion aus der freien Green-Funktion
durch wiederholte “Wechselwirkungsprozesse”
ergibt. Dies hat in der Diagrammtheorie eine
tiefere Bedeutunyg.

Verhalten von ¥ (w) fiir groBe |w]|?

es ist:
x ([Lreq,cl) <)
Gap(w) = ];] R
k=0:

([cas chl-2) = Sag
k=1

Lco = [ca, Ho)— + [ca, Hi]-
es ist (fiir e = £1):

[Car Hol— =D _(tay — 10ar )y

5

und:

1
[Ca, H1] - = ) Z(Uaﬁév + 5Uﬁa5v)cgcvc5
Bvé

HCOM Hl]—a CE]—E - Z(anﬂé + 5U’yaﬁ5)6jryc5 m Ubung

7%

und somit:

0o 1 _
Gop(w) = =2 + = (taﬁ — pap + D _(Uangps + SUwaﬁa)@%)) +O0(w™)

w "

definiere:
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HF
S =3 (Uanps + eUsags)(chs)

7%

ES}F) war im Zusammenhang mit statischer Mean-Field-Theorie als effektives
Potenzial im Referenzsystem eingefiihrt worden

damit ist:
1 1
I F (HF) -3
G(w)—w+w2(t p+3M) + 0w
und es folgt:
1
Y(w) = —t— ——
(w) =w+p Gw)
+ t !
1—|—w2(t—,u—|—2 )—l—O( 3)
w
=w+pu—t—

L+ w ! (t—p+3M) + Ow2)

—wtp—t-w(l-w(t—p+ M)+ O@W?)

also:

Y(w) =XM1 O@w™)

statische Mean-Field-Theorie approximiert also die Selbstenergie durch ihren sta-
tischen Hochfrequenzanteil XHP)

man kann zeigen:

3 (w) analytisch in C\ R, Pole 1. Ordnung auf R

O Definition der retardierten/avancierten Selbstenergie sinnvoll

Kramers-Kronig-Relationen fiir die retardierte Selbstenergie:

Fiir den Beweis hat man lediglich G sp(w)
durch B0 (w) — 2P 2y ersetzen.

(ret)
Rez(ret)(w) P/d /M
w—w
(ret) (HF
300 () — _p/d  ReXt(W) — B (falls ) reell)
w—w
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Analoge Relationen gelten fiir die avancierte
Selbstenergie.



Kapitel 6

Einfache Anwendungen

Hier sollen einige Anwendungen des Forma-
lismus der Green-Funktionen vorgestellt wer-
den, um zu zeigen, wie man (lésbare) Pro-
bleme effizient lisen kann und einfache Ap-
proximationen (fiir nicht lésbare Probleme)
konstruiert werden konnen. Im Vordergrund
stehen dabei die Bewegungsgleichungsmetho-
de und Entkopplungsschemata. Weitere me-
thodische Zugdnge zur Berechnung von Green-
Funktionen (Pfadintegral, Diagrammtechnik,
Funktionaltheoretische Methoden) werden erst
spater diskutiert.

6.1 Atomares Hubbard-Modell

atomares Hubbard-Modell (Fermionen, ¢ = —1):

H=> eyclecy + g > nen_g

149
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Ein-Teilchen-Green-Funktion:

Go(w) = ({cos b))

Kommutator:

(na = CLCU)

KAPITEL 6. EINFACHE ANWENDUNGEN

Streng genommen ist ein Modell H = >, H;
voneinander unabhdngiger atomarer Modelle
H;, mat i = 1, ..., L zu betrachten, wober L —
oo, um sinnvollerweise Statistik fir T > 0
diskutieren zu kénnen bzw. um den grofSkano-
nischen Dichteoperator als (gemischten) Zu-
stand des Systems rechtfertigen zu kdnnen.
Die FErgebnisse sind aber trivial von H; auf
H =3, H; zu tbertragen.

[co, H]- = (g0 — pt)co + Ucon_,

Bewegungsgleichung:
WG, (W) =14+ (g0 — )Gy (w) + UT,(w)

hohere Green-Funktion

Iy (w) = ({con_g;cl))s

Bewegungsgleichung:

wly(w) = ([econ_q, c

]

(e

J+) + (leon—o. H]-sch))e

= (n_o) + (g0 — p){{con—0; C¢T7>>w + U<<Can2—a§ C¢T7>>w
= (n-o) + (0 = p+ U)l's(w)

I's =
(w) w+u—€o—U

einsetzen:

wGy(w) =14 (g9 — p)Go(w) +U

(n_o)

Kette der Bewegungsgleichungen bricht ab!

(n_q)
w+ﬂ—€0—U

mit Partialbruchzerlegung folgt:

Go(w) =

1—(n_,) N

(n_o)

_w+u—m

wH+pu—eo—U
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Die Green-Funktion und damit die Spekt-
raldichte sind also abhdngig von der Beset-
zung der Storstelle und von der Tempera-
tur (iber den Erwartungswert (n_,))! Sol-
che Abhdngigkeiten sind durch die Wechsel-
wirkung induziert und in einem freien System
nicht mdaglich, wo die Form der Spektraldich-
te stets unverdndert bleibt. Dies ist typisch fiir
Viel-Teilchen-Systeme.

1
Ein-Elektronen-Spektraldichte: A, (w) = ——=ImG,(w +i0™)
m

As(w)=(1—(n_p))0(w—+p—=¢o)+ (n_y)d(w+p—eco—U)

Es bleibt noch die Bestimmung des Erwar-
tungswerts.

Spektaltheorem (mit Fermi-Funktion f(w) = 1/(exp(fw) + 1)):

CU /dwf

also:
(ng) = (1 = (n—s)) fleo — 1) + {n—s) fleo —pn+U)
Dies sind fiir o =1, | zwei lineare Gleichungen
fir die Unbekannten (n,) und (n_,).
|6sen:

- - fleo— 1)
o) = (n-a) = 1+ fleo—p) = fleo —p+U)

Keine magnetische Ordnung in einem endli-
chen oder sogar atomaren System, daher spi-
nunabhdngige Green-Funktion.

Go(w) = G_s(w) spinunabhangig

Interpretation der Spektraldichte
Aw) = (1= (n_o)) d(w+ p—eo) + (n—o) d(w+p—eo — U)

e Ein-Elektronen-Spektraldichte:
Photoemission (PES), inverse Photoemission (IPE)
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allgemein ist:
e

Igp(w) = B ESRRT (w)
hier: (R = cf, Fermionen)
e
Iipp(w) = WA(W)
fir 7' = 0:
Ipgp(w) = O(w)A(w) und
also:

Ipi(—w) =

Ipps(—w) =

Ipps(w) = O(w)A(-w)

w > 0: IPE-Spektrum und w < 0: PES-Spektrum

® i< &0
O (ny)=0
0 A(w) =d(w+ p — €o)
O nur IPE-Spektrum

o u>co+U
O (n,)=1
0 Aw) =0(w+pu—¢eo—U)
O nur PES-Spektrum

o o< u<en+U
O (n_,)=1/2

w=¢pg—pu>0

w=¢ego—pu+U<O0

0 A(w) =(1/2)0(w+ p —e0) + (1/2)d(w + p — g0 — U)

O IPE- und PES-Spektrum

Berechnung der Selbstenergie:
Sw)=G0w) ™ = Gw) ™

1—(n_y)

=W+ pu—¢g—
e <w+u—€o

nach kurzer Rechnung:

-1
i (n—s) )
W+ H@—¢&g— U

Y(w)=Un_,)+

U? (n_o)(1-(no))

wHp—co—U(l—(n_,))
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Der erste  Term ist die Hartree-Fock-
Selbstenergie. Der zweite Term ist wvon
der  Ordnung O(1/w). Der Imagindrteil
der retardieren Selbstenergie ist, bis auf
den Faktor —1/m, eine Delta-Funktion:
Nw+pu—eg—U(l—(n_,))). Eine retardierte
Selbstenergie, deren Imagindrteil aus einer
endlichen Anzahl von Delta-Peaks besteht, ist
typisch fiir endliche Systeme. Fermi-Flissig-
keitsverhalten, d.h. Im¥(w + i0%) o« w?
kann sich erst im thermodynamischen Limes
ergeben.

6.2 Hubbard-I-Nidherung und Mott-Isolator

Die Einfachheit der Rechnung fiir das atomare
Problem verfiihrt zu einer einfachen Niherung
fiir das entsprechende Gitter-Modell.

Idee der Hubbard-1-Naherung;:

e freie (U = 0) Ein-Teilchen-Green-Funktion des Hubbard-Modells:

1
¢ =

e volle Green-Funktion: G(w) gegeben mittels Dyson-Gleichung:
G(w) =G w) + GV (W)E(w)G(w)

e Approximation: Y(w) ~ Batom. (W)

Ea‘com.,ij (w) - 5ijzatom. (w)

Yatom (W) = U(n_,) +

wobei o = tn

U? (n_o)(1—-(no))

wHp—eo—U(l—(n_,))

e selbstkonistente Bestimmung von (n_,):

(n_,) = —%/ F(w) ImGii(w + i07)

mit G;;(w) = (G(w));
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Es fragt sich natirlich, wie eine solche
Ndherung zu rechtfertigen ist. Antwort: Die
Hubbard-1-Néiherung kann als erster Schritt
i einem systematischen Verfahren verstanden
werden, das letztlich zur exakten Ldésung fiir
G(w) konvergieren muss.

Idee der Cluster-Stérungstheorie:

Verallgemeinerung der Hubbard-I-N&herung fiir endliche Cluster:
1

W= 3w

mit

b (w) ~ Ecluster (W>

3 custer (W) ist die Selbstenergie eines Systems enkoppelter Cluster:

Hubbard—Modell System entkoppelter Cluster

3 custer (W) kann exakt berechnet werden:

Ecluster((")> - G(O) (w>_1 - Gcluster (w)_l

cluster

Es wersteht sich, dass G((:?l)lster(w), bzw.
Gauster (W) fiir ein endliches (und nicht zu
grofles) System exakt aus der Lehmann-
Darstellung berechenbar sind, wenn notig mait
numerischer Bestimmung der Eigenenergien

und Figenzustinde des einzelnen Clusters.
Hubbard-Modell: H = Hy(t) + H,(U)
Cluster-System: H' = Hy(t')+ H,(U) mitt' = t—V, V: Inter-Cluster-Hopping

einsetzen:
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1

Gw) =

GOw) -G
1

Cll.)lster (W)™ + Geuster (W) 7!

- W+ pu— t— (w + - t,> + (;cluster(W>_1

1

Gcluster (W)_l —t+ t,

also:

G(w) = !

Gcluster (w)il - V

O korrekt im Limes groBer Cluster N, — oo (N.: Anzahl Platz pro Cluster)
[0 N.= 1: Hubbard-I-Naherung

Ein Nachteil des Verfahrens ist, dass offen-
sichtlich (fir N. # 1 und N, # oo) die Trans-
lationssymmetrie der Green-Funktion durch
die Ndherung gebrochen wird. Denkbar sind
aber Verfahren, die direkt im reziproken Raum
arbeiten. Offen ist weiterhin, wie das Verfah-
ren (aufer fir N. # 1) selbstkonsistent ge-
macht werden kann. Dies ist wichtig, um z.B.
magnetische Ordnung beschreiben zu kinnen.
Ohne Selbstkonsistenz konnen magnetische
Phasen nicht erfasst werden, da G(w) aus der
Cluster-Green-Funktion fiir N. < oo konstru-
tert wird, und fir N. < oo keine spontane
Symmetriebrechung maglich ist.

Diskussion fiir N, = 1:

mit der Hubbard-I-Naherung ist:

1

Se(w) = — Ze—ik(in—Rj)Zij (W) = Latom. (W)

L

ij

[0 k-unabhangige Selbstenergie in dieser Naherung

Cl(w) L

= -1
GY - D)

1

T ot i (k) - Ulny) - Cod0=lig)

Hu-U(1—(n—0))
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(mit g = t;; = > _e(k) = 0 durch Wahl des Energie-Nullpunkts)
k

mit Partialbruchzerlegung folgt:

. Oél(k?) Oég(k?)
Grlw) = w—wq(k) + w — wo(k)

mit

4
wi2(k) = U1 = (n))
a)g(k) — wl(k)
beachte: exaktes Resultat fiir Grenzfalle:

U = 0 (Band-Limes) und (k) = £y = 0 (atomarer Limes)
und (n_,) =0 (n_,) =1

wi2(k) = %(U +e(k)F \/E(U —e(k)2+Uln_y)e(k) — p

06172(’6) =

vereinfachte Diskussion fiir U — oo:
wi(k) = (1= (n_,))=(k) — p
wa(k) =U+ (n_y)e(k) — p
aj(k)=1—(n_,)=1—as(k)

also:

_ 1—(ny) 1 (n—s)
wHp—(1—(n_y))ek) wH+p—(n_yelk)+U

lokale Spektraldichte:

Agw) = %§Ak<w> — [ dzp0(2)A. )

Gk(w)

wobei po(2) % S 6z — (k)

... denn die k-Abhingigkeit von Ag(w) ist nur
mittels z = (k) gegeben.

also:

Aaw) = [ dzpo(2) (1= (n_0)) 8w+ s = (1= (n_,))2)

+ / dz po(2) (n_g) 8(w + 1 — (n_g)z + U)

und somit:
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Aii(w):/dzpo(z) 5<2_%> H(Z_%)

also:
B W+ wt+p-U
Aii(w) = po <m> o <W)
U=0 U groR3
m <n> Klein
0 w 0 z

~U

-

<n> grof3
‘ y N
0

— Satellit 0 oberes und unteres “Hubbard-Band”

Viel-Teilchen-Effekte:

— band-narrowing

— fiilllungsabhangige Zustanddichte “spectral-weight transfer”
— temperaturabhéngige Zustanddichte (via (n_,))
— korrelationsinduzierter Mott-Isolator bei Halbfiillung

(n_y)y=1/2firp=0/2 O

(n_y) =0, (n_,) = 1: Band-Isolator

(n_,) = 1/2: Mott-Isolator
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Dies st eine qualitativ korrekte Vorhersage
der Hubbard-I-Niherung, die in besseren Ap-
proximationen bestdtigt werden kann. Ein De-
fekt der Ndherung ist aber, dass der Mott-
1solierende Zustand bei Halbfillung fiir alle
U, also insbesondere fiir kleine U # 0 beste-
hen bleibt. Plausibler ist, dass es einen kriti-
schen Wert U, > 0 gibt, an dem der Ubergang
zum Metall stattfindet. Die Hubbard-I-Ndhe-
rung liefert (falschlicherweise) U, = 0.

Resultate der Cluster-Storungstheorie:
(D. Senechal, D. Perez, M. Pioro-Ladriere, Phys. Rev. Lett. 84 (2000) 522)

Hubbard-Modell, D =1, n.n.-Hopping ¢, U = 4t, N, = 12

n = 1:

n =>5/6:

m=1

1

N

S

I\ L
N— '&ﬂ k=m/2
"‘
R
1 A
N ‘i
k=mt
—4 -2 o-u 2 4 6
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{n)="5/6

k=0

—c—

5

k=m/2

-3

k/mt

e n = 1: Mott-Isolator, n # 1: Metall
e freie Dispersion: (k) = —2tcosk

e A: Spinon, B: Holon (D: Spiegelband), C: Hubbard-Band (kein LL-Feature!)



