Blatt 3 SS 2005

Ubungen zur Quantentheorie der Vielteilchensysteme

Aufgabe 11 — Zeitabhdngiger Vernichter
Beweisen Sie (durch Taylor-Entwicklung von f(\) = e Be™ um X = 0), die
Baker-Hausdorff-Formel

AMBe—M _ ,~Map
fiir zwei beliebige lineare Operatoren A, B, fir A € C und La(X) = [X, A]-,
LA(X) =[[X, A]l_, A]_, etc.!

Nutzen Sie dieses Resultat, um die Zeitabhangigkeit des Vernichters c,(t) im Hei-
senberg-Bild zu berechnen. Nehmen Sie dazu an, dass der Hamilton-Operator ein
Ein-Teilchen-Operator ist:

H = Z taﬂC:;Cﬂ .
af

Gibt es hier Unterschiede zwischen Fermionen und Bosonen?

Aufgabe 12 — Koharente Zustinde
Betrachten Sie den harmonischen Oszillator:

1 p? 1
H= fe+ =) = + —muw’q.
w(cc—|—2) 2 —|—2qu

Fiir komplexes ¢ sei durch die Eigenwertgleichung des Vernichters,

cle) = olp) ,

ein koharenter Zustand |¢) definiert.

a) Geben Sie den koharenten Zustand in Ortsdarstellung an, d.h. berechnen Sie
©(q) = {(q|¢). Begriinden und I6sen Sie dazu die Differenzialgleichung

d%](p(Q) = <\/2mw ©o(q) — qu) e(q) !

b) Berechnen Sie die Erwartungswerte von Ort und Impuls, {(g), (p), und die Vari-
anzen A%q = {(q¢ — (¢))?) und A%p = {(p — (p))?) im Zustand |p) und iiberpriifen
Sie die Heisenbergsche Unscharferelation!

c) Das System befinde sich zur Zeit ¢ = 0 im koharenten Zustand |p). Zeigen Sie,
dass sich das System zu einer spateren Zeit ¢ weiterhin in einem koharenten Zustand



|¢'(t)) befindet und geben Sie ¢'(t) an! Berechnen Sie (g); udn (p),!

d) Zeigen Sie, dass der Verschiebungsoperator
D(p) = 5! =¥

die folgenden Eigenschaften besitzt:

D()]0) = [»)
D(p)' = D(—~¢)
D

b

ka()—c+¢
P)F(cf,c)D(p) = F(c'+ ¢*c+¢) !

(F ist hier eine beliebige analytische Funktion).

(

(¢)' =

(¢)™" = D(—p)
(=

D(~

Aufgabe 13 — Skalarprodukt koharenter Zustande
A und B seien Operatoren mit

[A,[A, B]-]-=[B,[A4,B]_]-=0.
Zeigen Sie, dass
eMBe™™ = B4+ \[A4,B] |

Beweisen Sie:

A B _ ,A+B+[A,B]/2

e’e ,

indem Sie die Differenzialgleichung

L (M) = (A+ B+ 4, B) (M)

ableiten und losen!

Nutzen Sie das Resultat, um eine zur Vorlesung alternative Berechnung des Skalar-
produkts zweier koharenter Zustande aufzuzeigen:

(o1 ox|p) - ) = (0]exp (Z%%) exp Zsogcg 0y !



