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Kurzfassung

Modellierung des Spektrums des Krebsnebels und Suche
nach Oszillationseffekten verborgener Photonen in

Röntgendaten

Der Krebsnebel ist eines der prominentesten Objekte der Astrophysik. Er wurde in
allen zugänglichen Wellenlängenbereichen vermessen. In dieser Arbeit werden die
neuesten Beobachtungen zusammengestellt, um ein Modell der spektralen Energie-
verteilung an die Daten anzupassen. Das Modell wird im Rahmen von Theorien der
Teilchenbeschleunigung und Strahlungserzeugung diskutiert und auf seine Überein-
stimmung mit theoretischen Vorhersagen überprüft. Ferner wird der hochenergetische
Teil des modellierten Spektrums benutzt, um Energiekalibrierungsfaktoren für abbil-
dende Cherenkov-Teleskope zu bestimmen.
Der Krebsnebel bietet nicht nur die Möglichkeit, Beschleunigungsmechanismen in der
Astroteilchenphysik zu studieren, er stellt darüber hinaus eine Quelle dar, mit der
physikalische Phänomene untersucht werden können, die von Theorien jenseits des
Standardmodells der Materie vorhergesagt werden. In Theorien, die alle Wechselwir-
kungen der Natur vereinheitlichen, wie z.B. der Stringtheorie, werden häufig weitere
Eichsymmetrien vorhergesagt. Im einfachsten Fall ist dies eine neue U(1) Eichgrup-
pe, deren Boson als verborgenes Photon bezeichnet wird, falls es nicht mit Materie
des Standardmodells wechselwirkt. Es kann allerdings über den Effekt der kinetischen
Mischung mit dem Photon wechselwirken und dadurch oszillatorische Effekte im be-
obachteten Spektrum des Krebsnebels zur Folge haben.
Röntgenbeobachtungen des XMM-Newton-Satelliten werden auf solche Modulatio-
nen hin untersucht und es wird gezeigt, dass sich Tests für periodische Signale auf
den hier diskutierten Fall anwenden lassen. Die Analyse von Röntgendaten könnte in
Zukunft genutzt werden, um die Masse der verborgenen Photonen in einem bis dahin
nicht erreichten Bereich einzuschränken.
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Abstract

Spectral Modeling of the Crab Nebula and Search for
oscillatory features in X-ray data induced by hidden

Photons

The Crab Nebula is one of the most prominent objects in astrophysics. It has been ob-
served in every accessible wavelength and in this work the most recent measurements
are compiled and used to derive a model that describes the spectral energy distribution
of the nebula. The model is discussed using the mechanisms of particle acceleration
and radiation and checked for consistency with theory predictions. Furthermore, the
very high energy end of the modeled spectrum is used to derive energy calibration
factors for imaging air Cherenkov telescopes.
The Crab Nebula not only offers the opportunity to investigate particle acceleration
processes in astroparticle physics, it allows for tests of physics beyond the Standard
Model of particle physics. Theories that unify all of nature’s interactions, e.g. String
theory, often predict additional gauge symmetries, in the most simple case an additional
U(1) gauge group. If the gauge boson of such a group does not interact with Standard
model matter it is called hidden photon. Hidden photons can nevertheless interact with
ordinary photons via a kinetic mixing mechanism. This mixing leads to oscillatory
features in energy that might be observed in data from the Crab Nebula.
Using the X-ray observations from the XMM-Newton satellite the mixing angle and
the mass of the hidden photons are constrained. It is shown that tests for periodic
signals in data can be applied in this scenario and that X-ray data might be used in the
future to constrain the hidden photon mass in a so far unequalled low mass regime.
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1 Einleitung

Der Versuch, mittels mathematischer Modelle die Natur zu beschreiben, wurde bereits
von den Griechen der Antike unternommen. Sie begründeten beispielsweise die mo-
derne Astronomie (�st r = Stern; �stron = Sternbild) und befassten sich mit Über-
legungen zu den Grundbausteinen unserer Materie (so leitet sich das Wort „Atom“
aus dem griechischen �tomoc ab, was „unteilbar“ bedeutet). Diese beiden Teilgebiete
der Physik – die Astro- und Teilchenphysik – der größten und kleinsten Längenskalen
in unserem Universum führt die Astroteilchenphysik zusammen, indem sie versucht,
astrophysikalische Phänomene im Universum durch die Wechselwirkung von Teilchen
untereinander zu erklären.
Immer modernere Teleskope und Satelliten machen es heutzutage möglich, auch ent-
fernte Himmelsobjekte in einem weiten Energiebereich, angefangen bei Radiowellen
bis hin zu ultrahochenergetischer Strahlung, präzise zu untersuchen. In den vergan-
genen Jahrzehnten ist dabei die Erkenntnis gereift, dass im Universum Teilchen auf
Energien beschleunigt werden, die selbst mit den neuesten Beschleunigern, wie dem
Large Hadron Collider (LHC), unerreichbar sind.
Der Krebsnebel und sein zentraler Neutronenstern stellen geradezu ein Laboratorium
der Astroteilchenphysik dar. In diesem Überrest einer Explosion eines massereichen
Sterns, einer sogenannten Supernova, beheimatet in unserer Galaxie, werden Teilchen
bis auf das Tausendfache der Energie beschleunigt, die Teilchen bei Kollisionen am
LHC erreichen. Ein Ziel dieser Arbeit ist es, das beobachtete Spektrum des Nebels
mit einem theoretischen Modell der Teilchenbeschleunigung akkurat zu beschreiben.
Dazu ist es zum einen notwendig, die Prozesse der Strahlungserzeugung und zum an-
deren die Mechanismen der Teilchenbeschleunigung selbst, zu studieren. Ein solches
Modell muss in der Lage sein, das Spektrum des Nebels über viele Größenordnungen
in der Energie zu beschreiben und die Ergebnisse vieler verschiedener Experimente zu
reproduzieren.
Das Modell soll des Weiteren genutzt werden, um Teleskope, die die sehr hochener-
getische Strahlung von astrophysikalischen Objekten vermessen, untereinander zu ka-
librieren und so eine systematische Messunsicherheit zu eliminieren. Dies könnte in
Zukunft genutzt werden, um noch genauere Aussagen über physikalische Ergebnisse
zu treffen.
Das zweite Ziel dieser Arbeit ist es, die Strahlung des Krebsnebels auf Effekte zu
untersuchen, die von bislang nicht experimentell bestätigten Theorien der Teilchen-
physik vorhergesagt werden. Verschiedene theoretische Überlegungen und experimen-
telle Evidenzen der vergangenen Jahrzehnte deuten darauf hin, dass unser bisheriges
Verständnis der Teilchenphysik nicht der Weisheit letzter Schluss ist. In dieser Arbeit
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1 Einleitung

sollen die Vorhersagen der Theorie der verborgenen Photonen (hidden Photons) un-
tersucht werden. Diese bislang nicht nachgewiesenen Teilchen wechselwirken nur mit
Photonen jedoch nicht mit anderen Elementarteilchen. Dies gestaltet ihren Nachweis
als schwierig, allerdings würden sie zu einer oszillatorischen Modulation von Spek-
tren führen. Röntgenspektren des Krebsnebels sollen auf solche Veränderungen hin
untersucht und die Parameter der Theorie der verborgenen Photonen gegebenfalls ein-
geschränkt werden.
Die Arbeit ist folgendermaßen gegliedert: In Kapitel 2 wird der Supernovaüberrest SN
1054 vorgestellt und der zentrale Neutronenstern und die Morphologie des umgebenen
Krebsnebels beschrieben. Anschließend wird in Kapitel 3 das Modell des Spektrums
präsentiert. Dabei werden die wichtigsten Strahlungsprozesse und eine Theorie zur Be-
schleunigung der Teilchen im Nebel eingeführt. Des Weiteren wird eine Methode der
Kalibrierung von Instrumenten am theoretischen Modell beschrieben und auf das Bei-
spiel des diffusen Photonenhintergrundes angewendet. Die Theorie der verborgenen
Photonen wird in Kapitel 4 besprochen, zusammen mit existierenden Einschränkun-
gen und den Parametern, die mit Röntgenspektren des Krebsnebels überprüft werden
können. Außerdem sollen quantenfeldtheoretische Rechnungen zur Wechselwirkung
der verborgenen Photonen mit Photonen vorgestellt werden. Kapitel 5 befasst sich mit
der Auswertung der Röntgenspektren und es werden obere Grenzen auf die Parameter
der verborgenen Photonen hergeleitet. Abschließend folgt eine Zusammenfassung und
ein Ausblick auf zukünftige Erweiterungen der Arbeit in Kapitel 6.
Als Ergänzungen finden sich in Anhang A die Beschreibung der selbstgeschrieben
Computerprogramme, sowie in Anhang B einige grundlegende Begrifflichkeiten zu
statistischen Verfahren, die in dieser Arbeit verwendet werden. Anhang C stellt Rech-
nungen zur Theorie verborgener Photonen vor, die für Kapitel 4 benötigt werden.
Auszüge der Arbeit wurden unter anderem auf einem Poster beim Fermi Symposi-
um 2009 in Washington, D.C., vorgestellt. Der Beitrag ist online bei www.arXiv.org
unter der Nummer 0912.3754 und im Literaturverzeichnis unter Meyer et al. (2009)
zu finden. Außerdem ist ein wissenschaftliches Papier in Arbeit, das auf Teilen dieser
Arbeit aufbaut und im Journal Astronomy & Astrophysics erscheinen soll. Es ist im
Literaturverzeichnis als Meyer et al. (2010) gekennzeichnet.
Abschließend folgt eine Auflistung der verwendeten Naturkonstanten und Einheiten-
systeme.
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Naturkonstanten, verwendete Einheitensysteme und Konventionen

Sofern nicht anders angegeben oder explizit ausgeschrieben, werden in Formeln in
dieser Arbeit natürliche Einheiten verwendet, das heißt c = ~ = 1 mit c der Lichtge-
schwindigkeit und ~ der reduzierten Planck-Konstante (siehe Tabelle 1.1). Dies hat zur
Folge, dass Energie und Masse die selbe Dimension haben und das außerdem gilt,

[Energie] = [Masse] = [Länge]−1 = [Zeit]−1. (1.1)

T 1.1: In dieser Arbeit verwendete Naturkonstanten in SI-Einheiten, siehe zum Bei-
spiel Amsler et al. (2008).

Symbol Name Wert
c Lichtgeschwindigkeit 2,99792458 · 108 m s−1

h Planck-Konstante 6,62606896 · 10−34 J s
~ ≡ h/(2π) reduzierte Planck-Konstante 1,054571628 · 10−34 J s

e Ladung des Elektrons 1,602176487 · 10−19 C
m Masse des Elektrons 9,10938215 · 1031 kg
σT Thomson-Wirkungsquerschnitt 0,6652458558 barn

= 0,6652458558 · 10−28 m2

α Feinstrukturkonstante 1/137,035999679
kB Boltzmannkonstante 1,3806504 · 10−23 J K−1

pc Parallaxensekunde (Parsec) 3,0856776 · 1016 m

Bei der Angabe von Spektren kommt außerdem häufig das Gaußsche Einheitensystem
zum Einsatz. Dabei wird vor allem die Einheit erg ≡ 10−7 J für die Energie und G =
10−4 T für die Magnetfeldstärke verwendet. Für die Energie wird außerdem die Einheit
eV (Elektronenvolt) benutzt, 1 eV ≡ 1,6022 · 10−19 J. Häufig verwendete SI∗-Präfixe
sind in Tabelle 1.2 zusammengestellt.

T 1.2: In dieser Arbeit verwendete Einheitenpräfixe und deren Wertigkeit.

Präfix Bezeichnung Wert
µ Mikro 10−6

m Milli 10−3

c Zenti 10−2

k kilo 103

M Mega 106

G Giga 109

T Tera 1012

P Peta 1015

∗ SI steht für Système international d’unités und bezeichnet das internationale Einheitensystem.
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1 Einleitung

Im Allgemeinen kennzeichnen griechische Indizes an vektoriellen Größen Vektoren
in der vierdimensionalen Raum-Zeit, dem Minkowski-Raum, wobei der 0. Index für
die Zeitkomponente reserviert ist. Ein kontravarianter Ortsvektor im Minkowski-Raum
wird geschrieben als

xµ = (x0, x), (1.2)

mit µ = 0, 1, 2, 3. Generell bezeichnen in dieser Arbeit Vektoren der Form x dreidi-
mensionale Vektoren mit den Komponenten xi, i = 1, 2, 3. Kovariante Vektoren werden
geschrieben als

xµ = (x0,−x), (1.3)

und sind mit kontravarianten Vektoren verknüpft über die symmetrische Metrik gµν

mit der Signatur (+,−,−,−), xµ = gµνxν, und es gilt die Einsteinsche Summenkonven-
tionen, dass über wiederholte Indizes summiert wird. Die zugehörigen Ableitungen
ergeben sich zu

∂µ ≡
∂

∂xµ
=

(
∂

∂x0 ,∇
)

(1.4)

und ∂µ = gµν∂ν (siehe beispielsweise Peskin & Schroeder 1995).
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2 Der Supernovaüberrest SN 1054

A 2.1: Höhlenmalerei
amerikanischer Ureinwohner im
Chaco Canyon (New Mexico,
USA), die als Beobachtung der
Supernova 1054 interpretiert wird.
Dies lässt sich aus der Position der
Sonne, des Mondes und der Hand
schließen, wobei die Hand die
Supernova repräsentiert. Quelle
der Abbildung: Private Fotografie

Eine der prominentesten Quellen der Astrophy-
sik stellt der Krebsnebel und dessen zentraler
Neutronenstern im Sternenbild des Stieres dar.
Duyvendak (1942) und Mayall & Oort (1942)
brachten den Krebsnebel zum erstem Mal in Ver-
bindung mit den Beobachtungen einer Superno-
va, deren Ausbruch auf das Datum des 4. Ju-
li 1054 geschätzt wird. Die Supernova wurde
auf der ganzen Welt beobachtet, denn es finden
sich viele historische Quellen, die das Ereignis
beschreiben. Das Datum des 4. Juli leitet sich
aus Quellen von chinesischen und japanischen
Astronomen ab (Ho et al. 1972). Es wurden auch
Felsmalereien der amerikanischen Ureinwohner
gefunden, von denen ausgegangen wird, dass sie
die Supernova beschreiben. Abbildung 2.1 zeigt
so eine Malerei, wie sie im Chaco Canyon in
den USA gefunden wurde. Aus der Konstellati-
on der Sonne und des Mondes konnte geschlos-
sen werden (Brandt & Williamson 1979), dass es
sich um die Supernovaexplosion handeln könn-
te. Das genaue Datum ist jedoch umstritten und
vor allem das Fehlen europäischer Quellen wird
kontrovers diskutiert (siehe zum Beispiel Collins
et al. 1999). Wiederentdeckt wurde der Nebel
durch den englischen Astronomen John Bevis im
Jahre 1731 und Charles Messier machte ihn zum ersten Objekt, mit der Bezeichnung
M1, seines berühmten Kataloges astronomischer Objekte (Hester 2008). Seine Entfer-
nung wird auf d ≈ 2 kpc abgeschätzt (Trimble 1968).
Das Kapitel ist folgendermaßen strukturiert: In Abschnitt 2.1 wird kurz auf das Phä-
nomen der Supernova durch einen gravitativen Kollaps eines Sterns eingegangen und
anschließend werden die einzelnen Bestandteile des Supernovaüberrestes – der Neu-
tronenstern und der umgebene Nebel – vorgestellt. In Teil 2.2 werden drei Instrumente
vorgestellt, die den Krebsnebel beobachten haben und deren Ergebnisse in dieser Ar-
beit von Wichtigkeit sind. Dabei handelt es sich um (sortiert nach aufsteigendem Ener-
giebereich, der beobachtet werden kann) den europäischen Röntgensatelliten XMM-
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2 Der Supernovaüberrest SN 1054

Newton∗, das Large Area Telescope (LAT) an Bord des Fermi-Satelliten und das High
Energy Stereoscopic System (H.E.S.S.), welches stellvertretend für die abbildenden
Cherenkov-Teleskope (Imaging Air Cherenkov Telescope, IACT), vorgestellt wird.

2.1 Bestandteile des Supernovaüberrestes
(Krebsnebel und Pulsar PSR B0531 + 21)

Sterne mit sehr hohen Massen im Bereich von 8–10M�† fusionieren in ihrem Kern
Elemente bis hin zu Nickel (56Ni) beziehungsweise Eisen (56Fe) (Unsöld & Baschek
2002). Weitere Energiegewinnung ist durch Kernfusion nicht möglich, da keine Bin-
dungsenergie durch Fusion zu höheren Elementen mehr frei wird (Povh et al. 2002).
Das Zentrum des Sterns kann somit dem Druck der Gravitation keinen Strahlungs-
druck mehr entgegensetzen und es kommt zu einem gravitativen Kollaps. Darauf fol-
gend entsteht eine nach außen propagierende Schockwelle, die die Hülle des Kerns
aufheizt und nach außen schleudert. Diese Explosion wird als Supernova bezeichnet
und werden Energien von ≈ 1053 erg freigesetzt. Ungefähr 99% der Energie wird in
Form von Neutrinos abgegeben, das restliche Prozent wird in kinetische Energie der
Hülle und elektormagnetische Strahlung umgewandelt. Es wird davon ausgegangen,
das auch der Krebsnebel durch so eine Explosion entstanden ist.
Je nach Masse des Vorgängersterns kann beim Gravitationskollaps ein Neutronens-
tern entstehen kann, was bereits von Baade & Zwicky (1934) diskutiert wurde. Der
Druck in einem solchen Stern ist so hoch, dass durch den inversen β-Zerfall Neutronen
durch den Prozess e− + p → n + νe entstehen. Diese sind stabil, da durch die hohe
Anzahl an Elektronen im Stern alle Zustände im Phasenraum besetzt sind. Die Beset-
zung jedes infinitesimalen Volumenelementes dΩ = d3x d3 p dieses 6-dimensionalen
Raumes ist für Fermionen bestimmt durch das Pauli-Prinzip: jede Einheitszelle von der
Größe h3 kann maximal mit zwei Elektronen (eins für jede Spinausrichtung) besetzt
werden. Dies wird durch die Fermi-Dirac-Statistik beschrieben. Im Neutronenstern
sind die Dichten so hoch, dass alle Volumenelemente bis zu einer bestimmten Ener-
gie gefüllt sind, die größer ist, als die beim β-Zerfall maximal erlaubte Energie der
Elektronen. Somit ist der Zerfall unterdrückt. Im inneren des Sterns wird die Dichte
der stark inkompressiblen Neutronenflüssigkeit auf ρ & 1014 g cm−3 abgeschätzt (Un-
söld & Baschek 2002). Die Radien von Neutronensternen sind typischerweise in der
Größenordnung O(10) km, was unter der Annahme der Erhaltung des Drehimpulses
des Vorgängersterns zu sehr schnellen Rotation des Sterns führt. Solche schnell ro-
tierenden Neutronensterne werden Pulsare genannt, da sie Strahlung von Radio- bis
Gamma-Energien in einem gebündelten Strahl ähnlich dem eines Leuchtturmes aus-
senden. Der Stern im Zentrum des Krebsnebels stellt genau so einen Pulsar dar.
Die einzelnen Bestandteile des Supernovaüberrestes sollen im Folgenden vorgestellt

∗ Die Abkürzung XMM steht für X-Ray Multi Mirror.
† M� steht für die Sonnenmasse von 1,989 · 1033 g.
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2.1 Bestandteile des Supernovaüberrestes

werden. Ins Besondere werden dabei die Strahlungsfelder im Krebsnebel diskutiert,
da diese bei der Modellierung des Spektrums in Kapitel 3 von erheblicher Bedeutung
sind.

Der Pulsar

Staelin & Reifenstein (1968) und Comella et al. (1969) konnten zum ersten Mal den
Pulsar (PSR B0531 + 21) im Zentrum des Nebels im Radiobereich nachweisen. Der
Pulsar emittiert Strahlung bis hin zu GeV-Energien, oberhalb von 25 GeV bricht der
gepulste Fluss jedoch stark ab (Albert et al. 2008). Seine Pulsationsperiode von P =
33 ms ist nicht konstant, sondern nimmt mit einer Rate von Ṗ = 4,21 · 10−13 ab (alle
Zahlenwerte dieses Abschnitts sind entnommen aus Hester 2008). Der Pulsar verliert
somit Energie, die als Spin-down-Leuchtkraft Lspin bezeichnet wird. Unter der Annah-
me, dass der Pulsar eine Sphäre mit einem Radius von 10 km ist, deren Masse sich auf
1,4M� beläuft, kann diese berechnet werden zu

Lspin = 4π2I
Ṗ
P3 ≈ 5 · 1038 erg s−1, (2.1)

wobei für das Trägheitsmoment, I, einer homogenen Vollkugel angenommen wurde.
Die mittlere Helligkeit über die gesamte Lebensdauer des Nebels kann auf ≈ 1,2 ·
1039 ergs s−1 abgeschätzt werden. Der Pulsar gibt die Energie in Form eines Plas-
mas aus Elektronen, Positronen und möglicherweise Ionen, sowie magnetischer Fel-
denergie ab. Die Teilchen werden auf relativistische Geschwindigkeiten beschleunigt
und man spricht von einem relativistischen Wind, den der Pulsar aussendet. Der Wind
selbst ist nicht beobachtbar und trifft auf die durch die Supernova ausgeschleuderte
Hülle des Vorgängersterns, wodurch eine Schockfront entsteht. Bei der Überquerung
der Schockfront gewinnen die Teilchen Energie. Dieses Phänomen ist bekannt unter
der sogenannten Fermi-Beschleunigung, die in Abschnitt 3.3.1 theoretisch diskutiert
wird.

Der Synchrotronnebel

An der Schockfront können Teilchen bis zu PeV-Energien beschleunigt werden. Im
Plasma stromabwärts von der Schockfront existiert ein magnetisches Feld, das die ge-
ladenen Teilchen ablenkt, wobei diese elektromagnetische Strahlung emittieren. Diese
wird als Synchrotronstrahlung bezeichnet und wird in Abschnitt 3.1 theoretisch be-
schrieben. Es kommt zum beobachteten Sychrotronnebel, der den gesamten Super-
novaüberrest ausfüllt. Solche Überreste, die mit Radioemission „ausgefüllt“ sind und
deren Energiequelle ein Pulsar ist, werden allgemein als Plerione bezeichnet (Weiler &
Panagia 1978). Abbildung 2.2(a) zeigt den Nebel bei einer Radiofrequenz von 5 GHz.
Die Position der Schockfront wird häufig mit feinen Strukturen, sogenannten Wisps‡

(Scargle 1969), in Verbindung gebracht, die auf Zeitskalen von Tagen variieren kön-
‡ Wisps ist Englisch und lässt sich mit „Irrlicht“ übersetzen.
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2 Der Supernovaüberrest SN 1054

nen, siehe auch die zentrale Region in Abbildung 2.2(b). Es handelt sich dabei um lo-
kale Strahlungsintesitätsmaxima, die für optische und Röntgenenergien, aber auch bei
Radiofrequenzen beobachtet werden (Hester 2008). Chandrabeobachtungen (Weiss-
kopf et al. 2000) lassen auf eine Entfernung des Schocks vom Pulsar von rs = (0,14 ±
0,1) pc schließen.
Abbildung 2.2(b) zeigt eine Überlagerung von Aufnahmen des Synchrotronnebels bei
Radio- (rot), optischen (gelb) und Röntgenenergien (blau). Aus dieser Abbildungen
wird deutlich, dass des Synchrotronnebel in seiner Größe mit der Energie variiert. Ge-
nerell lässt sich der Trend feststellen, dass der Nebel bei um so höheren Energien
um so kleiner erscheint. Des Weiteren lässt sich erkennen, dass der Nebel bei Rönt-
genenergien nicht sphärisch symmetrisch ist, sondern eine Torussymmetrie zusammen
mit ausströmenden Jets aufweist. Diese Morphologie lässt sich in Abbildung 2.2(b)
gut erkennen.

(a) (b) (c)

A 2.2: (a) Der Krebsnebel bei einer Radiofrequenz von 5 GHz, aufgenommen
durch das Very Large Array (VLA). Die Abbildung zeigt einen Ausschnitt des Himmels
von 0,1167◦ × 0,1167◦. Quelle der Abbildung: VLA-Homepage . (b) Überlagerung von
Aufnahmen im Röntgenbereich durch das Chandra-Teleskop, dargestellt in bläulicher Far-
be, optischer Wellenlängen, dargestellt in Gelb, durch das Hubble-Weltraum-Teleskop
(Hubble Space Telescope, HST) und der Abbildung (a) des VLA in Rot. Im 200′′ × 200′′

Zentralbereich ist die Torus-Jet Struktur sowie helle Regionen zu erkennen, die als Wisps
bezeichnet werden. Quelle der Abbildung: HEASARC-Homepage (HEASARC steht für
High Energy Astrophysics Science Archive Research Center der NASA). (c) Überlage-
rung von Aufnahmen verschiedener optischer Wellenlängenbeobachtungen des HSTs. Die
Filamente entstehen durch Linienemission von Atomen, die durch die Synchrotronstrah-
lung ionisiert wurden. Gezeigt sind Linien von Sauerstoff und Silizium. Die Synchrotron-
strahlung, die den Nebel ausfüllt, ist in hellblau dargestellt. Der Torus aus Abbildung (b)
befindet sich im Zentrum dieser Abbildung. Quelle der Abbildung: Hester (2008).

Filamente und Staub

Der Krebsnebel zeigt neben der Synchrotronemission auch Linienemission im opti-
schen und thermische Strahlung im Submillimeter-Wellenlängenbereich. Die Liniene-
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2.2 Beobachtungen des Krebsnebels von Röntgen- bis Hochenergie-Gammastrahlung

mission stammt von den sogenannten Filamenten, fingerartigen Strukturen, die sich
ausdehnen und den Synchrotronnebel einschließen. Abbildung 2.2(c) zeigt eine Über-
lagerung mehrerer optischer Wellenlängen und Röntgenemission (letztere ist in blau
dargestellt). Die Linienemission hat ihren Ursprung in der Photoionisation: die ener-
giereiche Synchrotronstrahlung ionisiert das ausgeworfene Material der Supernova
und durch Rekombination der Ionen wird Licht bei optischen und UV Energien emit-
tiert (Davidson & Fesen 1985).

Des Weiteren lässt sich thermische Emission im Submillimeter-Bereich gegen den
Synchrotronhintergrund nachweisen, die aufgeheiztem Staub zugeschrieben wird. Der
Staub scheint vor allem in Regionen hoher Gasdichte konzentriert zu sein und Schät-
zungen des Verhähltnisses von Staub zu Gas im Nebel variieren zwischen ca. 1,5% und
ca. 0,02%, in den Filamenten gehen Schätzungen dagegen von bis zu 10% aus (Hester
2008 und dortige Quellen).

Schematisch ist der Nebel mit zentralem Pulsar in Abbildung 2.3 dargestellt. Der rela-
tivistische Wind wird dort als „ungeschockter“ Wind bezeichnet, da die Teilchen noch
nicht durch die Überquerung der Schockfront beschleunigt wurden. Im Synchrotron-
nebel kommt es zusätzlich zu inelastischen Stößen der Elektronen (und Positronen)
mit dem umgebenen Photonengas. Dies kann die Photonen zu sehr hohen Energi-
en beschleunigen. Die Theorie dieses Prozesses der sogenannten inversen Compton-
Streuung (IC-Streuung) wird in Abschnitt 3.1 erläutert. Die resultierende sehr hoch-
energetische Strahlung (Very High Energy, VHE) wurde zum ersten Mal von Weekes
et al. (1989) für den Krebsnebel nachgewiesen.

2.2 Beobachtungen des Krebsnebels von Röntgen-
bis Hochenergie-Gammastrahlung

Der Supernovaüberrest SN 1054 wurde über die letzten Jahrhunderte mit einer Vielzahl
von Teleskopen beobachtet. Wie sich in Kapitel 3 zeigen wird, umfassen die Beobach-
tungen nahezu alle mit Experimenten erreichbaren Wellenlängenbereiche. Allein die
Vorstellung aller modernen Instrumente, die den Krebsnebel und -pulsar beobachten,
wäre eine Arbeit für sich, weswegen sich hier auf drei Instrumente beschränkt wird,
die in dieser Arbeit von besonderer Wichtigkeit sind. Diese sind der XMM-Newton-
Satellit, der Fermi-Satellit, sowie die H.E.S.S.-Teleskope als Beispiel der abbilden-
den Cherenkov-Teleskope. Mit XMM-Newton wird in Kapitel 5 Röntgenstrahlung des
Krebsnebels auf Effekte verborgener Photonen untersucht, während mit den Messung
des Fermi/LATs das räumlich gemittelte Magnetfeld des Nebels bestimmt wird. Das
Modell des Krebsnebels, dass in Kapitel 3 vorgestellt wird, ermöglicht außerdem eine
Energiekalibration der Cherenkov-Teleskope.
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A 2.3: Schematische Darstellung des inneren des Supernovaüberrestes SN 1054.
Der Pulsar treibt die Emission von Strahlung innerhalb des Nebels an. Der relativistische
Wind aus Positronen und Elektronen endet an einer Schockfront, an der der Wind auf das
umliegende Material des Supernovaüberrestes trifft. Die einzelnen Strahlungsmechanis-
men sind in Kapitel 3 beschrieben. Quelle der Abbildung: Aharonian & Bogovalov (2003)
und Übersetzung aus Zechlin (2009).

2.2.1 Röntgenstrahlung: XMM-Newton

Der XMM-Newton-Satellit der europäischen Weltraumagentur (European Space Agen-
cy, ESA) befindet sich seit dem 10. Dezember 1999 in einem 48-Stunden-Orbit um
die Erde (als Referenzen dienen in diesem Abschnitt die Artikel von Jansen et al.
2001; Strüder et al. 2001). Der Orbit hat eine hohe Exzentrizität, was eine rein pas-
sive Kühlung der Instrumente an Bord ermöglicht. Der 10 m lange und 4 t schwere
Röntgensatellit beherbergt eine optische Kamera, zwei Reflektionsgitterkameras, so-
wie drei weitere CCD-Detektoren∗: eine EPIC- (European Photo Imaging Camera)
pn- und zwei EPIC-MOS- (Metal Oxide Semiconductor) Kameras. Um das Röntgen-
licht auf die Detektoren zu lenken, verfügen sowohl die EPIC-Kameras als auch die

∗ CCD steht für Charged-Coupled Device.
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2.2 Beobachtungen des Krebsnebels von Röntgen- bis Hochenergie-Gammastrahlung

zwei Reflektionsgitterkameras über jeweils 58 Wolter-I-Spiegel (Wolter 1952). Diese
können das Röntgenlicht über streifenden Einfall auf die Bildebene der einzelnen Ka-
meras fokussieren. Eine künstlerische Darstellung des XMM-Newton-Satelliten ist in
Abbildung 2.4(a) gezeigt. Des Weiteren ist das Teleskop mit einem Elektronendeflek-
tor ausgestattet, der ein magnetisches Feld erzeugt, das Elektronen daran hindert zu
den Kameras zu gelangen.
In dieser Arbeit werden auschließlich Daten der pn-Kamera verwendet, weswegen de-
ren Prinzip und Leistungsmerkmale kurz besprochen werden sollen. Die pn-Kamera
besteht aus einer 6×6 cm2 CCD-Anordnung mit einer Auflösung von 6,6′′ bei 1,5 keV†.
Der Energiebereich, in dem die pn-Kamera sensitiv ist, erstreckt sich über 0,15 keV –
15 keV. Der Detektor selbst besteht aus mit Donatoren und Akzeptoren dotiertem Si-
lizium, entsprechend einer Diode (daher auch die Bezeichnung pn-CCD). Silizium ist
ein Halbleiter bei dem Photonen ab einer mittleren Energie von 3,7 eV Elektron-Loch-
Paare erzeugen, die mit Hilfe eines starken elektrischen Feldes separiert werden, bevor
sie rekombinieren. Die angesammelten Ladungen werden mittels Transferregister an
das Ende der jeweiligen Zeile des Chips transferiert, dort ausgelesen, verstärkt und in
ein digitales Signal umgewandelt. Das Chipdesign ist in Abbildung 2.4(b) gezeigt.
Die pn-Kamera kann je nach Beobachtung in verschiedenen Modi verwendet werden.
So kann entweder die gesamte Anordnung von 12 CCD-Chips benutzt werden, oder
nur ein Chip. Ferner stehen schnelle Auslesemodi (der sogenannte Timing- und Burst-
Modus) zur Verfügung, bei denen einer der 12 CCD-Chips in 30 µs, beziehungsweise
in nur 7 µs, ausgelesen wird. Der Burst-Modus eignet sich vor allem zur Beobachtung
heller Quellen wie dem Krebsnebel, was in Kapitel 5 noch genauer besprochen wird. Je
nach Modus in dem die pn-Kamera betrieben wird, ändert sich auch das Gesichtsfeld
(Field of View, FoV) des Detektors. Wird die gesamte CCD-Anordnung benutzt, so
beträgt das FoV 27,2′×26,2′, während es sich im Burst-Modus auf 1,4′×4,4′ reduziert.
Die pn-Kamera wurde vor dem Start einem ausgedehnten Kalibrierungsprogramm un-
terzogen (Gondoin et al. 1998a,b) und die Energieauflösung wird während der laufen-
den Mission durch radioaktive Quellen an Bord ständig überprüft. Im Burst-Modus
geben Kirsch et al. (2006) die relative Energieauflösung mit E/∆E = 10–50 im Be-
reich (0,2–15) keV an.

2.2.2 Gammastrahlung: die Fermi-Mission

Das Fermi Gamma-ray Space Telescope wurde am 11. Juni 2008 von der NASA ins
All gebracht (als Referenz dieses Abschnittes dient Atwood et al. 2009). An Bord sind
zwei Instrumente: das Large Area Telescope (LAT), sowie der Gamma-ray Burst Moni-
tor (GRB). Ersteres soll nun vorgestellt werden. Das LAT deckt einen Energiebereich
von 20 MeV bis 300 GeV ab und besitzt ein großes Gesichtfeld von 2,4 sr. Für solch

† Die Auflösung wird häufig als FWHM (Full Width Half Maximum) der sogenannten Point Spread
Function, PSF, zu Deutsch Punktspreizfunktion, angegeben. Die PSF beschreibt, wie stark eine
Punktquelle durch die verwendete Optik verschmiert wird und ist abhängig von der Energie der ein-
fallenden Strahlung.
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(a) (b)

A 2.4: (a) Eine künstlerische Darstellung des XMM-Newton-Satelliten in der
Erdumlaufbahn. Zu sehen sind die drei Teleskope für die zwei Reflektionsgitter- und
EPIC-Kameras. Quelle der Abbildung: XMM-Newton-Homepage. (b) Das innere eines
pn-Chips. Gezeigt sind die Pixel und Transferregister über die die Ladungen zur Auslese-
elektronik transferiert werden. Quelle der Abbildung: Strüder et al. (2001)

hohe Energien können keine abbildenden Optiken mehr hergestellt werden, weswe-
gen das LAT die Energien der einfallenden Photonen durch Paarerzeugung misst. Die
einfallenden Photonen durchlaufen dazu den sogenannten Tracker, der aus einem Ma-
terial mit hoher Kernladungszahl besteht (im Falle des LAT ist es Wolfram), so dass
die Photonen mit virtuellen Photonen der Atomkerne wechselwirken können und da-
durch in e±-Paare umgewandelt werden. Die Elektronen und Positronen verlieren im
Material ihre Energie durch Bremsstrahlung und die so entstandenen Photonen können
wiederum umgewandelt werden. Auf diese Weise entwickelt sich ein elektromagneti-
scher Schauer, dessen Eindringtiefe in das Material mit der Energie des einfallenden
Photons verknüpft ist. Im Tracker befinden sich zusätzlich Siliziumschichten, so dass
durch eine Ausleseelektronik der Weg der Teilchen rekonstruiert werden kann. Der
schematische Aufbau und die γγ → e+e− Konversion ist in Abbildung 2.5 gezeigt.
Die Energie des Schauers wird anschließend im Kalorimeter gemessen. Es besteht aus
einer Anordnung von Cäsiumiodidkristallen, die optisch von einander isoliert sind, so
dass neben der Energie auch die Schauerentwicklung vermessen werden kann.
Des Weiteren verfügt das LAT über einen Antikoinzidenzdetektor, der Photonen von
geladenen Teilchen unterscheidet, die ebenfalls elektromagnetische Schauer induzie-
ren können. Er besteht aus insgesamt 89 Szintillatorplatten (für die Funktionsweise
eines Szintillators siehe zum Beispiel Povh et al. 2002), die den Tracker von außen
umkleiden (siehe Abbildung 2.5). Für die Separation zwischen photonischen und ha-
dronischen Schauern wird zusätzlich die Analyse des Schauers herangezogen.
Das LAT wurde vor dem Start einer intensiven Kalibrierungskampagne unterzogen
und die Ergebnisse mit detaillierten Simulationen verglichen. Abhängig von der Ener-
gie des einfallenden Photons liegt die relative Energieauflösung ∆E/E zwischen +5%
und -10% (Abdo et al. 2009). Die räumliche Auflösung des LATs verbessert sich mit

12



2.2 Beobachtungen des Krebsnebels von Röntgen- bis Hochenergie-Gammastrahlung

A 2.5: Schematische Ansicht des LATs. Im oberen Teil ist der Tracker zu sehen,
in dem eintreffende Photonen mit Atomkernen des Wolframs wechselwirken und so e±-
Paare erzeugt werden. Die Spur der Teilchen kann durch Siliziumschichten nachverfolgt
werden. Die Energie der Schauer wird anschließend im Kalorimeter gemessen. Der Tra-
cker ist von Szintillatorplatten abgedeckt, die als Antikoinzidenzdetektor dienen. Quelle
der Abbildung: Fermi-Homepage

zunehmender Energie der einfallenden Photonen, für Photonen mit Energien ≥ 10 GeV
beträgt sie ≤ 0,15◦, bei 100 MeV jedoch nur noch 3,5◦.

2.2.3 VHE-Photonen: abbildende Cherenkov-Teleskope

Der enorme Vorteil dieser bodengestützten Teleskope besteht darin, dass im Gegensatz
zu weltraumgestützten Beobachtungen große Sammelflächen für einfallendes Licht
realisiert werden können. Dadurch lassen sich auch geringe Flüsse von sehr hoch-
energetischen Quellen im TeV-Bereich noch nachweisen. Die Kameras der Teleskope
bestehen aus einer Anordnung von Photomultipliern (PMTs), wobei jeder Photomulti-
plier einen Bildpixel darstellt. Die typische Winkelauflösung von IACTs beträgt 0,1◦.
Cherenkov-Teleskope nutzen, wie das Fermi/LAT, das Phänomen der elektromagne-
tischen Schauerbildung, um hochenergetische Photonen nachzuweisen (als Referenz
dient in diesem Abschnitt Hinton 2009, sofern nicht anders angegeben). Die Photonen
wechselwirken mit Atomen der Atmosphäre und bilden so elektromagnetische Kaska-
den aus. Die Atmosphäre dient somit den Teleskopen als Kalorimeter und ist dadurch
Bestandteil des gesamten Detektors. Bewegen sich die so entstandenen Elektronen und
Positronen mit einer Geschwindigkeit v > c/n, wobei n der Brechungsindex der At-
moshäre ist, so emittieren sie unter dem dem Winkel θ, der gegeben ist durch die Re-
lation (siehe zum Beispiel Jackson 2006, Kapitel 13)

cos θ =
c
vn
, (2.2)

das sogenannte Cherenkovlicht. Der gesamte Fluss des Cherenkovlichtes ist propor-
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tional zur Spurlänge aller entstandenen Teilchen, deren Anzahl wiederum proportional
zur Gesamtenergie des primären Teilchens ist, das den Schauer ausgelöst hat. Der Öff-
nungswinkel des Cherenkovlichts beträgt typischerweise 1◦, was bei einer Beobach-
tungshöhe von ca. 2000 m über Normalnull (NN) und einem Schauermaximum von
10 km einen belichteten Kreis mit einem Radius von ≈ 120 m ausmacht. Dieses Licht
kann mit IACTs beobachtet werden, wie in Abbildung 2.6 schematisch dargestellt ist.

A 2.6: Schematische Darstel-
lung der Beobachtung von Luftschauern
mit IACTs. Gezeigt ist das primäre Pho-
ton (Gamma-ray), das einen Teilchen-
schauer (Particle Shower) induziert. Die
Teilchen wiederum senden Cherenkov-
licht (Cherenkov light) aus, das von
bodengestützten Teleskopen beobachtet
werden kann.

Um Quellen hochenergetischer Gamma-
strahlung beobachten zu können, ist es au-
ßerdem wichtig, die Quellen vom Hinter-
grund der kosmischen Strahlung zu unter-
scheiden. Den Hauptanteil der kosmischen
Strahlung machen Protonen (zu 87%) und
schwerere Atomkerne (zu 11%) aus (Lon-
gair 1992, Kapitel 9). Glücklicherwei-
se unterscheiden sich die durch Photo-
nen, beziehungsweise Leptonen, induzier-
ten Schauer von solchen, die durch Hadro-
nen ausgelöst wurden. Die Rekonstruktion
des Schauers macht es demnach möglich,
hadronische Ereignisse auszuschließen. Es
ist bislang jedoch nicht möglich, Schauer
zu unterscheiden, die von Photonen oder
Elektronen (Positronen) induziert wurden.
Eine Verbesserung der Rekonstruktion des
Schauers bringen steoroskopische Mes-
sungen. Dabei handelt es sich um die Be-
obachtung einer Quelle mit mehreren Te-
leskopen. Dadurch lässt sich die Schau-
ergeometrie und somit die Energie des
Primärteilchens besser rekonstruieren. Die
stereoskopische Beobachtung wurde zum
ersten Mal erfolgreich von der HEGRA- (High Energy Gamma Ray Astronomy) Kol-
laboration durchgeführt.
Bei dem H.E.S.S.-Experiment handelt es sich um ein stereoskopisches System, das aus
vier Teleskopen besteht. Es ist im Khomas-Hochland in Namibia auf einer Höhe von
1800 m stationiert. Die Teleskope bilden die Ecken eines Quadrates mit einer Kanten-
länge von 120 m. Es ist in Abbildung 2.7 gezeigt. Das FoV beträgt 5◦ und die Energie-
schwelle 0,1 TeV. Die typische relative Energieauflösung beträgt ∆E/E = 15% (Horns
et al. 2007). Als Erweiterung (H.E.S.S. Phase II) ist ein fünftes Teleskop geplant, das
in der Mitte der vier ersten Teleskope errichtet werden soll. Mit einer Spiegelfläche
von 600 m2, verglichen mit einer Fläche von 108 m2 der ersten Teleskope, soll es die
Energieschwelle auf 20 GeV senken (Vincent 2005).
Als weitere IACT-Systeme, die in Betrieb sind, lassen sich noch MAGIC (Major Atmo-

14



2.2 Beobachtungen des Krebsnebels von Röntgen- bis Hochenergie-Gammastrahlung

spheric Gamma-ray Imaging Cherenkov Telescope), VERITAS (Very Energetic Radia-
tion Imaging Telescope Array System) und CANGAROO (Collaboration of Australia
and Nippon for a Gamma-Ray Observatory in the Outback) nennen.

A 2.7: Die H.E.S.S.-Teleskope im Khomas-Hochland in Namibia auf einer Höhe
von 1800 m über NN. Quelle der Abbildung: H.E.S.S.-Homepage
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3 Modell der spektralen
Energieverteilung des
Krebsnebels und Anwendung des
Modells auf die Kalibration von
Cherekov-Teleskopen

Der Krebsnebel ist ein intensiv studiertes Objekt in der Astrophysik, das in allen zu-
gänglichen Wellenlängenbereichen beobachtet wird. Aufgrund der Vielzahl von Mes-
sungen über einen Energiebereich, der mehr als 15 Größenordnungen abdeckt, ist es
möglich, ein detailliertes Modell der spektralen Energieverteilung (spectral energy dis-
tribution, SED) des Nebels zu erstellen und somit die zugrunde liegenden physikali-
schen Prozesse, die im Nebel stattfinden, zu untersuchen.
Die spektrale Energieverteilung kann in verschiedenen Größen dargestellt werden. In
dieser Arbeit wird entweder die Strahlungsflussdichte mal der Frequenz, ν fν, oder die
Leuchtkraft (Gesamtenergieabgabe durch Strahlung pro Zeit) pro Frequenzintervall
mal der Frequenz, νLν, verwendet. Die Strahlungsflussdichte ist diejenige Energie, die
pro Energieintervall und Zeit durch eine Einheitsfläche hindurch tritt (Unsöld & Ba-
schek 2002). Sie ist verknüpft mit der differentiellen Anzahl der Photonen, dN/dE, die
pro Energieintervall [E, E + dE], Zeit und Einheitsfläche beim Beobachter eintreffen,

ν fν = E2 dN
dE

, (3.1)

und wird in den Einheiten ergs s−1 cm−2 angegeben. Die Leuchtkraft pro Frequen-
zintervall ist mit der Strahlungsflussdichte über Lν = 4πd2 fν verknüpft und trägt die
Einheit ergs s−1 Hz−1, wobei d der Abstand zwischen Quelle und Beobachter ist.
Die in dieser Arbeit verwendeten Beobachtungen sind in Tabelle 3.1 zusammenge-
stellt. Die Beobachtungen reichen vom Radiobereich bis hin zur VHE-Gamma-Strah-
lung. Die Referenzen sind Aharonian et al. (2004) entnommen und durch neue Beob-
achtungen der Instrumente Iso & Scuba, Spitzer, XMM-Newton, IBIS/ISGRI (Imager
on Board INTEGRAL∗ / INTEGRAL Soft Gamma-Ray Imager), SPI (SPectrometer
on INTEGRAL), Fermi/LAT, H.E.S.S. und MAGIC ergänzt beziehungsweise ersetzt.
Die Strahlungsflussdichte des Nebels nimmt mit der Zeit ab, weswegen der Fluss der

∗ INTEGRAL ist ein Akronym für The International Gamma-Ray Astrophysics Laboratory.
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T 3.1: Zusammenstellungen von Beobachtungen des Krebsnebels von Radio- bis
hin zu sehr hohen Energien.

Frequenzbereich Instrument Referenz
Radio Dvingeloo Radio Telescope Baars (1972)

Submillimeter MPifR Bolometer am IRTF & UH Telescope Mezger et al. (1986)
bis Ferninfrarot MPifR Bolmeter am IRAM Telescope Bandiera et al. (2002)

Iso & Scuba Green et al. (2004)
Spitzer Temim et al. (2006)

Optisches Palomar Telescope Kirshner (1974)
Kontinuum und IDS (Mount Lemmon Observatory) Davidson (1987)

Filamente Palomar 5m Hale Telescope Hester et al. (1990)
RCA CCD am 1,2m Teleskop Veron-Cetty & Woltjer (1993)des Observatoire de Haute Provence

Sammlung von Daten Davidson & Fesen (1985)
nahe UV- und UV Strahlung UIT, ANS Hennessy et al. (1992)

Röntgen- bis ROSAT HRI, BeppoSAX LECS, MECS, Kuiper et al. (2001)Gammastrahlung PDS, COMPTEL, EGRET
XMM-Newton Kirsch et al. (2005)

SPI an Bord von INTEGRAL Jourdain & Roques (2008)
IBIS/ISGRI an Bord von INTEGRAL Jourdain et al. (2008)

BATSE Ling & Wheaton (2003)
FERMI (vorläufig) Fermi Collaboration (2009)

VHE HEGRA Horns et al. (2003)
H.E.S.S. Aharonian et al. (2006)
MAGIC Albert et al. (2008)

älteren Radiodaten korrigiert werden muss. Die Radiomessungen wurden nach Fran-
cisco Macias-Perez et al. (2008) mit einer angenommenen Abnahme von 0,18% pro
Jahr auf ein gemeinsames Datum, den 1.1.2000, skaliert.

Abbildung 3.1 zeigt die Datenpunkte der SED zusammen mit dem Modell, welches
in diesem Kapitel vorgestellt wird. Die SED ist in doppellogarithmischer Darstellung
in Abhängigkeit der Energie in eV und der Frequenz in Hz aufgetragen. Die schwarze
durchgezogene Linie zeigt das gesamte Modell als Summe seiner einzelnen Kompo-
nenten. Die graue durchgezogene Linie beschreibt den Beitrag der thermischen Strah-
lung des Staubs im Nebel, während die orangene durchgezogene Linie die optische
Emission der Filamente darstellt. Alle Beiträge werden in Abschnitt 3.2 besprochen. In
dieser Arbeit wird von der Annahme ausgegangen, dass der Nebel mit relativistischen
Elektronen mit einer räumlich gemittelten differentiellen Anzahl, dNel/dE, gefüllt ist.
Die rot und blau gestrichelten Linien zeigen den Beitrag durch Synchrotronstrahlung
und inverser Compton-Streuung zwei verschiedener Elektronenspektren. Diese zwei
Spektren sind nötig, um die Änderung des Strahlungskontinuums im Radiobereich
zu erklären. Die theoretischen Grundlagen dieser Strahlungsprozesse werden im Ab-
schnitt 3.1 erläutert, während die zugrundeliegenden Elektronspektren in Abschnitt 3.3
diskutiert werden.

Anstelle einzelner Datenpunkte, sind die Beobachtungen im Röntgenbereich von XMM-
Newton, IBIS/ISGRI und SPI als Potenzgesetze mit Einhüllenden, entsprechend der
statistischen Fehlern, in Abbildung 3.1 angegeben. Wie sich in den Abschnitten 3.1
und 3.3 zeigen wird, kann die SED für Strahlungsprozesse, die für die Röntgenemissi-
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A 3.1: Spektrale Energiedichte des Krebsnebels in doppellogarithmischer Dar-
stellung. Neben den Datenpunkten aus Tablle 3.1 sind die einzelnen Beiträge des Modells
(thermische Strahlung des Staubs: graue durchgezogene Linie, optische Emission der Fila-
mente: orangene durchgezogene Linie, Synchrotron- und IC-Strahlung der Elektronspek-
tren: rot beziehungsweise blau gestrichelte Linien) sowie das Gesamtmodell als schwarze
durchgezogene Linie gezeigt.

on des Nebels verantwortlich sind, durch Potenzgesetze in der Energie,

dN
dE
∝ E−Γ, (3.2)

beschrieben werden, wobei Γ als Photonenindex bezeichnet wird. In einer doppelloga-
rithmischen Darstellung entspricht der Photonenindex eines Potenzgesetzes der Stei-
gung der Funktion, während die Normierung den Schnittpunkt mit der Ordinate be-
stimmt.
Sowohl SPI als auch XMM-Newton wurden in der Datensammlung berücksichtigt,
da beide Instrumente durch detaillierte Simulationen und Labormessungen kalibriert
wurden (siehe Kapitel 2.2.1 und Attié et al. 2003). Frühere Instrumente wurden häufig
mit Hilfe von Messungen des Krebsnebels kalibriert und dahingehend korrigiert, dass
ein gewisses Spektrum des Krebsnebels reproduziert wurde (siehe zum Beispiel Toor
& Seward 1974). Vergleicht man die Messungen von XMM-Newton und IBIS/ISGRI
beziehungsweise SPI, so stellt man fest, dass sie von der Steigung her gut überein-

19



3 Modell der spektralen Energieverteilung des Krebsnebels

stimmen, allerdings die Normierungen um etwa 20% voneinander abweichen. Diese
Diskrepanz ist nicht mehr im Rahmen der statistischen Fehler zu erklären. Ein mögli-
cher Grund dafür ist, dass in die IBIS/ISGRI- und SPI-Messungen Beiträge des Pul-
sars enthalten, da SPI, im Gegensatz zu XMM-Newton, den Krebsnebel nicht räum-
lich auflösen kann. Das Modell wird deshalb so gewählt, dass es das Potenzgesetz
von XMM-Newton reproduziert und somit einen niedrigeren Fluss vorhersagt, als die
Beobachtung von IBIS/ISGRI und SPI nahelegen.
Es wird davon ausgegangen (siehe zum Beispiel Atoyan & Aharonian 1996; Aharo-
nian et al. 2004; Volpi et al. 2008), dass der Hauptanteil der Strahlung des Krebsne-
bels durch Synchrotronstrahlung und inverse Compton-Streuung erzeugt wird. Deshalb
werden diese sogenannten nicht-thermischen Strahlungsmechanismen im Folgenden
erklärt, bevor das eigentliche Modell der SED vorgestellt wird.

3.1 Nicht-thermische Strahlungsprozesse

Im Allgemeinen wird Strahlung als nicht-thermisch bezeichnet, wenn der beobachte-
te Fluss weder durch das Spektrum eines Schwarzen Körpers (für den Photonenfluss
eines schwarzen Körpers siehe Gleichung 3.36) noch dem der thermischen Bremss-
trahlung∗ beschrieben werden kann (Longair 1994).
Es wird zunächst die emittierte Synchrotronstrahlung eines geladenen Teilchens und
einer Teilchenverteilung besprochen und anschließend auf den Prozess der inversen
Compton-Streuung eingegangen. Wie sich bei der Modellierung der SED herausstellen
wird, kann das Spektrum alleine durch Emission von Elektronen beschrieben werden,
weswegen sich hier auf Elektronen beschränkt wird. Die Darstellung folgt den Refe-
renzen Blumenthal & Gould (1970), Longair (1994) und Jackson (2006). In diesem
Abschnitt wird das Gaußsche Einheitensystem verwendet.

3.1.1 Synchrotronstrahlung

Man betrachte ein Elektron der Energie E = γmc2 mit der Geschwindigkeit v, das sich
in einem Magnetfeld B spiralförmig entlang der Magnetfeldlinien unter dem Winkel
θ = ^(B, v) (dieser wird im Englischen als pitch angle und in dieser Arbeit als Pitch-
Winkel bezeichnet) mit der Kreisfrequenz

ΩB =
eB
γmc

(3.3)

bewegt, wobei B = |B| ist. Als beschleunigte Ladung emittiert das Elektron Strahlung.
Bei relativistischen Elektronen spricht man dabei von Synchrotronstrahlung, ansonsten
wird sie als Zyklotronstrahlung bezeichnet. Das emittierte Spektrum kann entweder
durch die Liénard-Wiechert-Potenziale oder – im Ruhesystem der Elektronen – durch
∗ Thermische Bremsstrahlung bezeichnet die Strahlung, die entsteht, wenn freie Elektronen in einem

Plasma durch Coulombwechselwirkungen mit Ionen abgebremst werden (Longair 1992).
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3.1 Nicht-thermische Strahlungsprozesse

Compton-Streuung an virtuellen Photonen des Magnetfeldes (siehe zum Beispiel Lieu
et al. 1989) berechnet werden. Ersterer Ansatz soll in diesem Abschnitt kurz skizziert
werden.
Die Bewegung des Elektrons ist bestimmt durch die Maxwellgleichungen

∂µFµν =
4π
c

jν ⇔ �Aν − ∂ν(∂µAµ) =
4π
c

jν, (3.4)

mit dem Viererpotenzial Aµ(x) = (A0,A), dem elektromagnetischen Feldtensor Fµν

und dem Viererstrom jµ(x),

jµ(x) = ec
∫

dτuµ(τ)δ(4)(x − r(τ)), (3.5)

wobei uµ(τ) die Vierergeschwindigkeit und r(τ) die Trajektorie des Elektrons mit der
Eigenzeit τ bezeichnet. Diese Differentialgleichungen können zum Beispiel über den
Ansatz der Greenschen Funktionen gelöst werden. Es muss außerdem gelten, dass das
Viererpotenzial nur einen Beitrag zur Zeit τ = τ0 liefert, da elektromagnetische Strah-
lung der Lichtkegelbedingung, (x−r(τ0))2 = 0, genügen muss. Dies kann zum Beispiel
durch die Wahl (x− r(τ0))µ = (R,R n) erreicht werden, wobei n der Einheitsvektor ent-
lang der Sichtlinie zwischen Elektron und Beobachter ist, die getrennt sind durch den
Abstand R.

Emittierte Leistung eines Elektrons

Die emittierte Leistung eines Elektrons lässt sich am einfachsten in einem Inertial-
system berechnen, in dem sich das Elektron nicht-relativistisch bewegt, |v| � c. Das
elektrische Feld, das sich sich aus der Lösung des Viererpotenzials ergibt, vereinfacht
sich dann zu

E =
e
c

(
n × [n × β̇]

R

)
ret
. (3.6)

Der Index ret bezeichnet das retardierte elektrische Feld und β = v/c. Die abgestrahl-
te Leistung pro Raumwinkel, dP/dΩ ist mit dem Poyntingvektor S = c/4π (E × B)
verknüpft,

dP
dΩ
= |A(t)|2 = R2 · |S| =

c
4π
|R E|2. (3.7)

Einsetzen des elektrischen Feldes und Integration über den Raumwinkel Ω liefert die
sogenannte Larmor-Formel,

P =
dE
dt
= −

2
3

e2

c3 |v̇|
2. (3.8)

Um eine lorentzinvariante Formulierung der abgestrahlten Leistung zu finden, benutzt
man, dass v̇ = 1/m · dp/dt ist und ersetzt dp/dt mit dpµ/dτ. Dadurch erhält man eine
lorentzinvariante Gleichung, die im nicht-relativistischen Limes wieder die Larmor-
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3 Modell der spektralen Energieverteilung des Krebsnebels

Formel ergibt. Nutzt man weiter die relativistische Gleichung zur Impulserhaltung,
dpµ/dτ = Kµ = q/cFµνuν mit der Ladung q des Teilchens, so erhält man unter Aus-
nutzung von uµ = γ(c, v) einen lorentzinvarianten Ausdruck für die emittierte Leistung
eines Elektrons für beliebige Pitch-Winkel θ,

P = −
2
3c

(
e2

mc2

)2

γ2B2|v|2 sin2 θ. (3.9)

Der Term in Klammern ist proportional zum Thomson-Wirkungsquerschnitt σT = 8π/
3[e2/(mc2)]2. Fügt man des Weiteren die magnetische Feldenergie Umag = B2/(8π)
und β = |v|/c ein und mittelt über eine isotrope Verteilung von Pitch-Winkeln mit der
Wahrscheinlichkeitsdichte (siehe Anhang B.1) f (θ)dθ = 1/2 sin θdθ im Intervall [0; π],
so erhält man

−
dE
dt
=

4
3
σTcUmag β

2γ2. (3.10)

Diese Gleichung beschreibt den mittleren Energieverlust eines Elektrons, das während
der Zeit, in der es Energie durch Synchrotronstrahlung verliert, zufällig gestreut wird
und so viele verschiedene Werte des Pitch-Winkels annimmt. Dies rechtfertigt die Mit-
telung in obiger Gleichung. In geeigneten Einheiten erhält man

−
dE
dt
≈ 6, 0 · 10−12

( B
10−4 G

)2

γ2β2 eV s−1 (3.11)

Emittiertes Spektrum eines Elektrons

Das emittierte Spektrum, also die abgestrahlte Energie pro Frequenz und pro Zeit, kann
ebenfalls aus Gleichung 3.7 ermittelt werden. Integriert man die Gleichung über die
Zeit, so erhält man die abgestrahlte Energie pro Raumwinkelelement dE/dΩ. Mittels
einer Fouriertransformation des Vektorpotenzials gelangt man zu dem Ausdruck

dE
dΩ
=

+∞∫
−∞

dω|A(ω)|2 =

+∞∫
0

dω
d2I

dωdΩ
, (3.12)

wobei die Integration über die Zeit t und eine Integration über die Kreisfrequenz ω
bereits ausgeführt wurde. Die Größe d2I/dωdΩ definiert die abgestrahlte Energie pro
Frequenz und Raumwinkel und lässt sich für reelle Vektorpotenziale A(ω) schreiben
als

d2I
dωdΩ

= |A(ω)|2 + |A(−ω)|2 = 2|A(ω)|2. (3.13)

Diese Größe kann durch die allgemeine Lösung des Viererpotenzials und dessen Fou-
riertransformation berechnet werden. Dazu muss ein Integral über die Zeit gelöst wer-
den. Für die Details sei auf Jackson (2006, Kapitel 14) verwiesen. Eine wichtige Nähe-
rung in der Berechnung besteht darin, dass der Beobachter nur einen kurzen Puls der
Strahlung sieht und zwar genau dann, wenn der Geschwindigkeitsvektor entlang der
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3.1 Nicht-thermische Strahlungsprozesse

Richtung der Sichtlinie zeigt. Dies liegt daran, dass die abgestrahlte Energie eines re-
lativistischen Teilchens in einem komprimierten Kegel in Vorwärtsrichtung abgestrahlt
wird. Der Ort, die Geschwindigkeit und der augenblickliche Krümmungsradius ρ der
Teilchentrajektorie müssen also nur für einen kurzen Augenblick bekannt sein.

Nach Wahl eines Koordinatensystems zerfällt d2I/dωdΩ in Integrale über modifizier-
te Besselfunktionen (siehe zum Beispiel Bronstein & Semendjajew 1991). Für eine
Kreisbewegung das Elektrons, also θ = π/2, führt eine Integration über den Raumwin-
kel auf

dI
dω
=
√

3
e2

c
γ
ω

ωc

∞∫
ω/ωc

K5/3(ξ)dξ. (3.14)

Dabei bezeichnet K5/3(ξ) die modifizierte Besselfunktion vom Grad 5/3. Die kritische
Kreisfrequenz ωc ist gegeben durch ωc = (3/2)γ3(c/ρ) und kann für eine Kreisbewe-
gung geschrieben werden als ωc = (3/2)γ3ΩB. Gleichung 3.14 gibt die abgestrahlte
spektrale Energie pro Zeit pro Umlauf an. Die emittierte Leistung erhält man durch
Multiplikation mit ΩB/(2π). Als Endergebnis, geschrieben in Abhängigkeit von der
Frequenz ν = ω/(2π) (man beachte einen zusätzlichen Faktor durch den Variablen-
wechsel, dν/dω = 2π), erhält man schließlich die gesamte momentan abgestrahlte
Leistung eines Elektrons, das sich im Magnetfeld auf einer Kreisbahn bewegt,

P(ν) ≡
d2E
dtdν

=

√
3e3B
mc2 F

(
ν

νc

)
, (3.15a)

F
(
ν

νc

)
=

ν

νc

∞∫
ν/νc

K5/3(ξ)dξ, (3.15b)

νc =
3
2
γ3ΩB

2π
=

3eBγ2

4πmc
. (3.15c)

Die Funktion F(ν/νc) wird als Synchrotronfunktion bezeichnet und erreicht ihr Maxi-
mum bei für ν ≈ 0,29 νc. Sie kann genähert werden durch (Manolakou et al. 2007)

F(x) ≈ 1,85x1/3e−x, (3.16)

oder numerisch berechnet werden. Um eine größere Genauigkeit bei der Berechnung
des SED-Modells zu erreichen, wurde eine Routine in der Programmiersprache C ge-
schrieben, die F(x) mittels numerischer Integration berechnet. Das Ergebnis ist mit der
Näherung in Abbildung 3.2 verglichen.

Für einen beliebigen Pitch-Winkel wird Gleichung 3.15a mit sin θ modifiziert. Die
emittierte Leistung ist gleich der Leuchtkraft und somit ergibt sich die Einteilchen-
Synchrotronleuchtkraft LSy

ν zu

L
Sy
ν = sin θP(ν). (3.17)
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A 3.2: Vergleich der Näherung der Synchrotronfunktion aus Gleichung 3.16 und
der numerischen Berechnung. In der unteren Abbildung ist der relative Fehler aufgetragen.
Vor allem für kleine Frequenzen ist eine konstante Abweichung zu erkennen, weswegen
für die Berechnung des SED-Modells die numerische Berechnung verwendet wird.

Die kritische Frequenz ändert sich ebenfalls zu

νc =
3eBγ2

4πmc
sin θ. (3.18)

Der Vollständigkeit halber seien noch die Ergebnisse in passenden Einheiten angege-
ben,

L
Sy
ν = 2,344 · 10−39 sin θ

( B
10−4 G

)
F

(
ν

νc

)
ergs s−1 Hz−1, (3.19a)

νc = 4,199 · 102 γ2 sin θ
( B
10−4 G

)
Hz. (3.19b)

Mit Hilfe dieser Gleichungen wird in Abschnitt 3.2 das Modell der SED berechnet.

Emittiertes Spektrum einer Elektronenverteilung

Im Fall des Krebsnebels ergibt sich das beobachtete Spektrum nicht durch ein Elek-
tron, sondern durch eine Elektronenverteilung. Nimmt man eine räumlich gemittelte
differentielle Verteilung der Elektronenanzahl, dNel/dγ, an, die außerdem isotrop im
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3.1 Nicht-thermische Strahlungsprozesse

Pitch-Winkel ist, so ergibt sich die gesamte Synchrotronleuchtkraft LSy
ν zu

LSy
ν =

∞∫
1

L
Sy
ν

dNel

dγ
dγ. (3.20)

Die untere Integralgrenze stellt dabei die Ruheenergie der Elektronen dar, für die der
Lorentzfaktor γ = 1 ist. Das Elektronenspektrum im Krebsnebel kann, wie sich her-
ausstellen wird, durch mehrere Potenzgesetze von der Form

dNel

dγ
= N0γ

−S , γ1 < γ < γ2, (3.21)

beschrieben werden, wobei N0 eine Normierung ist und S als spektraler Index be-
zeichnet wird. In der Näherung, dass νc(γ1) � ν � νc(γ2) ist, kann das Integral aus
Gleichung 3.20 analytisch berechnet werden (Westfold 1959) und man erhält

LSy
ν ∝ B(S+1)/2 ν−(S−1)/2. (3.22)

Dieses ist ein wichtiges Ergebnis: hat man ein Spektrum Lν mit spektralem Index α ge-
messen, so kann man eine Aussage über den spektralen Index des zugrunde liegenden
Elektronspektrums machen, da

α = (S − 1)/2 ⇔ S = 2α + 1 (3.23)

gilt.
Es sei noch etwas zu den verschiedenen spektralen Indizes angemerkt, da es leicht zu
Verwirrungen kommen kann, welcher Index was beschreibt. In dieser Arbeit wird S
immer den Spektralindex der Elektronen bezeichnen, während α den Index des ge-
messenen Spektrums Lν, aber nicht νLν oder ν fν bezeichnet. Für letztere Darstellungen
ist der spektrale Index gegeben durch α′ = α − 1. Der Photonenindex Γ wiederum ist
mit α verknüpft durch Gleichung 3.1 und 3.2 zu Γ = 1 + α. Diese Beziehungen sind
in Tabelle 3.2 noch einmal zusammengefasst und die Relationen, die S beinhalten,
beziehen sich auf den Fall der Synchrotronstrahlung.

T 3.2: Zusammenfassung der Relationen der Spektral- und Photonenindizes. Jede
Zeile gibt den jeweiligen Index in Abhängigkeit des Index der jeweiligen Spalte.

Beschriebene Größe dNel/dγ Lν ν fν, νLν dN/dE
Spektral- bzw. Photonindex S α α′ Γ

S 2α + 1 2α′ + 3 2Γ − 1
α (S − 1)/2 α′ + 1 Γ − 1
α′ (S − 3)/2 α − 1 Γ − 2
Γ (S + 1)/2 α + 1 α′ + 2
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3 Modell der spektralen Energieverteilung des Krebsnebels

3.1.2 Inverse Compton-Streuung

Synchrotronstrahlung kann Photonen bis zu einer theoretischen Maximalenergie von
hνmax ≈ κ 68 MeV mit κ ≈ 1 – 3 erzeugen (Aharonian et al. 2004). Somit kann sie nicht
den hochenergetischen Teil des Spektrums von Energien E & 100 MeV, die (VHE-)
Gammastrahlung, erklären. Ein weiterer nicht-thermischer Mechanismus, der Photo-
nen auf diese hohen Energien beschleunigen kann, ist die inverse Compton-Streuung.
Sie beschreibt die inelastische Streuung von Photonen der Energie ε an relativisti-
schen Teilchen der Energie E. Die Diskussion beschränkt sich wieder auf den Fall der
Elektronen. Die Feynmandiagramme der niedrigsten Ordnung sind in Abbildung 3.3
gezeigt.

�p0 + k0

p0

k0

p1

k1

�p0 − k1

p0

k0

p1

k1

A 3.3: Feynmandiagramme der niedrigsten Ordnung der inversen Compton-
Streuung, hier für den Prozess e−γ → e−γ. Zu sehen sind die Diagramme des t und u
Kanals.

Wichtig sind die folgenden Grenzfälle (Limits):

• Thomson-Limit: die Photonenergie ε′ im Ruhesystem des Elektrons ist viel ge-
ringer als die Ruheenergie des Elektrons, ε′ � mc2,

• Klein-Nishina-Limit: Die Photonenergie im Ruhesystem des Elektrons ist viel
größer als die Ruheenergie des Elektrons, ε′ � mc2.

Es wird die folgende Notation verwendet: Größen, die mit einem Apostroph versehen
sind, beziehen sich auf das Ruhesystem des Elektrons. Die initiale Energie des Pho-
tons wird mit ε bezeichnet, Größen nach der Wechselwirkung werden mit dem Index
„1“ versehen. Wählt man den Elektronenimpuls entlang der x-Achse des Koordina-
tensystems, pµ = (E, px, 0, 0), so bezeichnet θ den Winkel zwischen Photonenimpuls
kµ = (ε, k cos θ, k sin θ, 0) und der x-Achse (in diesem Zusammenhang ist θ nicht mit
dem Pitch-Winkel zu verwechseln).

Energieverlustrate im Thomson-Limit

Angenommen ein hoch-relativistisches Elektron bewegt sich durch ein Photonengas.
Durch den inversen Compton-Prozess wird es dabei Energie verlieren. Im Thomson-
Limit ist die Energie des gestreuten Photons im Laborsystem K viel größer, als seine
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3.1 Nicht-thermische Strahlungsprozesse

Energie vor dem Stoß, die deshalb vernachlässigt werden kann. Der Energieverlust des
Elektrons ist dann

−
dE
dt
=

dE1

dt
,

wobei E1 die Energie des Photonengases ist. Die Energieänderung dE1/dt ist lorent-
zinvariant, da sie sich unter einer Lorentztransformation verhält wie das Verhältnis k0/
x0
∗. Des Weiteren gilt im Thomson-Limit und im Ruhesystem des Elektrons K′, dass

ε′1 ≈ ε
′. Mit der totalen Energiedichte des Photonengases in K′, U′ =

∫
ε′dn′, ergibt

sich der Energieverlust zu

−
dE
dt
=

dE1

dt
= σTcU′. (3.24)

Die Energiedichte der Photonenverteilung U im Laborsystem erhält man auf folgende
Weise: zunächst ist genau wie dE1/dt auch dn/ε lorentzinvariant†. Des Weiteren erhält
man für die Photonenenergie ε′ in K′ durch eine Lorentztransformation in x-Richtung

ε′ = γε(1 − β cos θ). (3.25)

Somit kann die Energiedichte der Photonen im Laborsystem berechnet werden, wobei
β→ 1 genähert werden kann,

U′ =
∫

(ε′)2 dn′

ε′
= γ2

∫
(1 − cos θ)2εdn. (3.26)

Für eine isotrope Verteilung kann über θ gemittelt werden, so dass 〈(1−cos θ)2〉 = 4/3.
Im Laborsystem ist somit der Energieverlust des Elektrons gegeben durch

−
dE
dt
=

4
3
σTcγ2Uiso. (3.27)

Vergleicht man dieses Ergebnis mit dem Energieverlust der Synchrotronstrahlung aus
Gleichung 3.10, so stellt man fest, dass die beiden Gleichungen für β = 1 und Uiso =

B/8π übereinstimmen. Dies spiegelt die Tatsache wieder, dass Synchrotronstrahlung

∗ Für ein Photon gilt ds2 = dt2 − (dx)2 = 0 = kµkµ. Daraus folgt, dass k0/x0 = ki/xi. Mit dieser
Beziehung und einer Lorentztransformation ergibt sich dann

k0

x0
=
Λ0µk′µ

Λ0νx′ν
=
Λ00k′0 + Λ0ik′i

Λ00x′0 + Λ0ix′i
=

k′0
x′0

Λ00 + Λ0ik′i/k′0
Λ00 + Λ0ix′i/x′0

=
k′0
x′0
,

und somit ist k0/x0 lorentzinvariant.
† Die differentielle Anzahl der Teilchen dN, zusammen mit dem Volumenelement dV , ergibt die dif-

ferentielle Anzahl der Teilchen pro Volumen dn = dN/dV . Das dreidimensionale Volumenelement
kann durch das lorentzinvariante Vierervolumen d4x ausgedrückt werden, so dass gilt

dn =
dN
dV
=

dN
d4x

dx0.

Somit transformiert dn wie x0 und dn/ε ist lorentzinvariant.
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3 Modell der spektralen Energieverteilung des Krebsnebels

auch als Compton-Streuung an virtuellen Photonen des Magnetfelds betrachtet werden
kann.

Spektrum der inversen Compton-Streuung

Um das Spektrum zu berechnen, welches entsteht, wenn ein Elektron an der initialen
Photonverteilung streut, betrachtet man die Verteilung der gestreuten Photonen pro
Zeit in der Energie und im Raumwinkel. Im Energieintervall der einfallenden Photonen
[ε; ε + dε] ist sie im Ruhesystem der Elektronen, K′, gegeben durch

d4Nγ,ε

dt′dε′1dΩ′1dε′
= dn′(ε′, ε)c

d2σ

dΩ′1dε′1
, (3.28)

mit dn(ε; ε′)dε′ der differentiellen Photonendichte in K′ im Intervall [ε′; ε′ + dε′], die
sich aus den Photonen im Intervall [ε; ε+dε] ergeben. Der differentielle Wirkungsquer-
schnitt kann mit Hilfe der klassischen Elektrodynamik berechnet werden. Die gestreute
Photonenverteilung im Laborsystem erhält man durch Integration,

d2Nγ,ε

dtdε1
=

"
d4Nγ,ε

dt′dε′1dΩ′1dε′
dt′

dt
dε′1
dε1

dε′dΩ′1. (3.29)

Die Details zur Berechnung dieses Integrales können zum Beispiel Blumenthal &
Gould (1970) entnommen werden. Für das Klein-Nishina-Limit gestaltet sich die Be-
rechnung der Photonenverteilung ähnlich, jedoch muss der Rückstoß des Elektrons mit
in Betracht gezogen werden. Als Ergebnis erhält man

d2Nγ,ε

dtdε1
=

3
4
σTc
γ2

n(ε)dε
ε

fIC(ε, ε1, γ), (3.30)

mit n(ε) der über θ gemittelten Photonendichte und fIC(ε, ε1, γ) der IC-Strahlungsver-
teilungsfunktion

fIC(ε, ε′, γ) = 2q ln q + 1 + q − 2q2 +
1
2

(
4εγ
mc2 q

)2

1 + 4εγ
mc2 q

(1 − q) (3.31)

mit der kinematischen Variablen q, wobei hν = ε1 ist,

q =
hν

4εγ2[1 − hν/(γmc2)]
. (3.32)

Die Funktion fIC(ε, ε1, γ) beschreibt eine breite Verteilung und ist maximal für ν = 0.
Die Photonenverteilung n(ε) an der das Elektron streut, wird häufig als Saat-Photonen-
feld (seed photonfield) nSeed bezeichnet. Schließlich erhält man durch Integration über
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3.2 Modell der SED

alle einfallenden Photonenenergien ε die Leuchtkraft eines Elektrons,

LIC
ν = ν

hν∫
hν/(4γ2)

d2Nγ,ε

dtdν
dε. (3.33)

Für die Variable q erhält man aus der Kinematik des Streuprozesses die Beschränkun-
gen 1 � (1/4)γ2 ≤ q ≤ 1 aus der sich ebenfalls die Integrationsgrenzen der obigen
Gleichung ergeben.

3.2 Modell der SED

Mit Hilfe der Gleichungen für nicht-thermische Strahlungsprozesse lässt sich nun ein
Modell für die spektrale Energieverteilung des Krebsnebels berechnen. Die folgenden
Annahmen werden für das Modell getroffen:

• Der Nebel wird vereinfachend als sphärischsymmetrisch angenommen.

• Der Nebel ist gefüllt mit einer Elektronen- und Positronenverteilung (abkürzend
wird im folgenden nur von Elektronen gesprochen), die durch eine volumen-
gemittelte spektrale Verteilung dNel/dγ der Elektronenanzahl beschrieben wird.
Der mögliche Beitrag von Ionen wird weiter unten diskutiert.

• Das im Nebel vorherrschende Magnetfeld wird durch ein volumengemitteltes
B-Feld beschrieben, daher auch die Bezeichnung konstantes B-Feld-Modell in
Abbildung 3.1. Es wird außerdem angenommen, dass der Pitch-Winkel der Elek-
tronen durch eine isotrope Verteilung gegeben ist, wodurch sich die Beiträge von
der Form sin θ zu

√
2/3 mitteln.

Für das Modell wird der Ansatz gewählt, dass der Hauptanteil der Strahlung durch
Synchrotronemission und den IC-Prozess erzeugt wird. Die Beobachtungen zeigen,
dass die SED durch mehrere Potenzgesetze beschrieben werden kann. In Gleichung
3.22 zeigte sich, dass die Synchrotronstrahlung ebenfalls einem Potenzgesetz folgt,
wenn Selbiges auch für die Elektronenspektren gilt. Wie bereits am Anfang dieses
Kapitels angemerkt, reicht ein einzelnes Spektrum nicht aus, um den Übergang vom
Radio- zum optischen Bereich zu erklären. Aus diesem Grund werden für die Model-
lierung zwei Spektren angenommen. Des Weiteren kann aus theoretischen Überlegun-
gen gefolgert werden, dass die Elektronen, die für die Radioemission verantwortlich
sind, nicht gleichzeitig die Strahlung mit höheren Energien erzeugen können. Die-
se Betrachtungen werden in Abschnitt 3.3 zusammen mit den genauen Verläufen der
Spektren vorgestellt.
Für den hochenergetischen Teil des Spektrums wird der Prozess der IC-Streuung an-
genommen. Weitere Beiträge zur SED liefern die thermische Emission von Staub und
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3 Modell der spektralen Energieverteilung des Krebsnebels

die optische Emission der Filamente im Nebel. Die gesamte Leuchtkraft ergibt sich
durch die Summation der einzelnen Komponenten,

Lν = Lnt
ν + LStaub

ν + Loptisch
ν (3.34)

und ist in Abbildung 3.1 gezeigt. Die gesamte Leuchtkraft der nicht-thermischen Strah-
lung, Lnt

ν , ergibt sich aus den Gleichungen 3.20 und 3.33 zu

Lnt
ν =

∞∫
1

dγ
dNel

dγ

(
L

Sy
ν +L

IC
ν

)
. (3.35)

Die Elektronenverteilung wird so variiert, dass die Daten des Synchrotronkontinuums
gut beschrieben werden.
Eine statistische Anpassung zum Beispiel mittels der χ2-Methode (siehe Anhang B.2)
an die komplette Zusammenstellung der Daten aus Tabelle 3.1 ist in sofern schwierig,
als dass die Daten mit verschiedenen Instrumenten gemessen wurden und dementspre-
chend immer andere systematische Fehler zu erwarten sind. Im Fall der optischen Da-
ten sind noch nicht einmal statistische Fehler angegeben, so dass diese zur Berechnung
des χ2-Wertes abgeschätzt werden müssten. Ferner involviert die Anspassung des Syn-
chrotronspektrums eine Anzahl von O(200) Datenpunkten, was die Berechnung der
besten Parameter kompliziert gestaltet. Außerdem müssen in die Anpassung zusätz-
lich die Beiträge des Staubs und der optischen Linienemission einbezogen werden.
Aufgrund dieser Schwierigkeiten wurde die Anpassung „per Hand“ vorgenommen.
Das Spektrum wurde mit dem selbst geschriebenen Programm crab berechnet, des-
sen Funktionsweise genauer in Anhang A.1 erläutert wird. Das Programm erstellt das
komplette Spektrum mit allen Beiträgen, wobei sich die einzelnen Parameter variieren
lassen, um so die bestmögliche Anpassung an die Daten zu erreichen.
Bevor die IC-Komponente des Spektrums besprochen wird, soll noch auf die weiteren
beobachtebaren Emissionen des Nebels eingegangen werden.

Thermische Emission des Staubs

Beobachtungen bei Wellenlängen im Submillimeter- und fernen Infrarot-Bereich (Mars-
den et al. 1984; Temim et al. 2006) zeigen einen Anstieg des Flusses, der nicht allein
durch das Synchrotronkontinuum erklärt werden kann. Vielmehr ist hierfür die ther-
mische Emission des Staubes verantwortlich. Dieser Staub wird im Strahlungsfeld des
Nebels auf eine Temperatur Td (der Index d steht für dust, zu Deutsch Staub) aufge-
heizt, die sich im Gleichgewicht von absorbierter und emittierter Strahlung einstellt
(Unsöld & Baschek 2002). Die Emission kann somit durch ein sogenanntes Grau-
körperspektrum beschrieben werden. Es folgt im Wesentlichen der Planckverteilung
eines Schwarzen Körpers, allerdings lässt es noch einen zusätzlichen freien Normie-
rungsparameter Nd zu, um Faktoren, wie Verteilung des Staubs im Nebel oder Form
der Staubkörner, mit einzubeziehen. Der Photonenfluss jν der thermischen Photonen
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3.2 Modell der SED

durch eine Einheitsfläche an der Oberfläche der Strahlungsregion ist gegeben durch
(Unsöld & Baschek 2002):

jν =
8πNdν

2

c2

1
ehν/(kBTd) − 1

. (3.36)

Die Ausdehnung der Strahlungsregion des Staubs schätzen Hillas et al. (1998) auf φ =
1,3′ ab. Unter Annahme einer sphärischen Symmetrie des Nebels mit einem Radius
r = d tan φ erhält man die Gesamtleuchtkraft des Staubs,

LStaub
ν = 4πr2hν jν = 32π2Nd tan2 φ d2 hν3

c2

1
ehν/(kBTd) − 1

. (3.37)

Eine Anpassung an die Daten, die in Abbildung 3.4 als Vergrößerung der SED gezeigt
sind, ergibt eine Temperatur von Td = 93 K und eine Normierung von Nd = 3,63 ·10−5.
Durch das Maximum der Staubemission, (ν fν)max ≈ 6,45 ·10 −9 ergs s−1 cm−2, ist es au-
ßerdem möglich, die gesamte Staubmasse Md nach Gehrz et al. (1998) abzuschätzen,

Md =
1,36(ν fν)max aρ 4πd2

3σSBT 4 , (3.38)

wobei σSB die Stefan-Boltzmann-Konstante ist und Graphitstaubkörner der Größe a =
10 µm mit einer Dichte von ρ = 2,25 g cm −3 angenommen werden (Temim et al.
2006). Dies führt zu einer Staubmasse, ausgedrückt in Sonnenmassen M�, von Md =

4 · 10−4M�, was ungefähr 40% des Wertes entspricht, der von Temim et al. (2006)
abgeschätzt wurde.

Optische Emission der Filamente

Neben der thermischen Emission des Staubs lässt sich außerdem optische Linienemis-
sion aus den Filamenten des Nebels beobachten. Diese trägt ebenfalls zur SED bei
und ist in Abbildung 3.1 als orangene durchgezogene Linie dargestellt. Wie in Ka-
pitel 2 beschrieben, resultiert sie aus der Rekombination in Atomen, die durch die
Synchrotronstrahlung ionisiert werden. Die optischen Flüsse sind Davidson & Fesen
(1985), Davidson (1987) und Hester et al. (1990) entnommen und die Linien werden
im Modell durch δ-Distributionen genähert. Aufgrund der starken Abschwächung des
Flusses bei optischen Wellenlängen und der Tatsache, dass sich die Messungen zum
Teil nur auf einzelne Gebiete von Filamenten und nicht auf den gesamten Nebels be-
ziehen, müssen die Messungen korrigert (Hester et al. 1990), beziehungsweise auf das
gesamte Volumen des Nebels skaliert werden, was zusätzliche Unsicherheiten auf die
Messungen verursacht (siehe auch die Diskussion in Davidson & Fesen 1985)

Inverse Compton-Komponente des Spektrums

Zur Berechnung der IC-Leuchtkraft werden die differentiellen Verteilungen nSeed(ε) der
Saat-Photonenfelder benötigt. Für das Modell werden die folgenden Photonendichten,
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A 3.4: Vergrößerter Ausschnitt der SED bei Submillimeter- und fernen Infrarot-
energien. Neben den Beiträgen des Synchrotronkontinuums der beiden Elektronenspektren
(gestrichelte Linien) ist das Graukörperspektrum der thermischen Emission des Staubs ge-
zeigt (graue durchgezogene Linie).

beginnend mit dem stärksten Beitrag zur IC-Leuchtkraft, verwendet:

1. Synchrotronstrahlung,

2. thermische Emission des Staubs

3. Kosmische Hintergrundstrahlung (Cosmic Microwave Background, CMB∗)

4. optische Linienemission der Filamente.

Folgt man dem Ansatz von Hillas et al. (1998) zur Berechnung der SED, so können die
Photonendichten der Synchrotronstrahlung, des Staubs und der Linienemission durch
eine Gaußverteilung exp[−r2/(2σ2)] mit r dem Abstand vom Zentrum des Nebels be-
schrieben werden. Für die Elektronenverteilung wird ebenfalls eine Gaußverteilung
∝ exp[−r2/(2ρ2)] angenommen. Es können nur solche Photonen durch den IC-Prozess
beschleunigt werden, bei denen die beiden Verteilungen überlappen. Durch eine Fal-
tung erhält man die Gesamtverteilung, die dann die Varianz

√
σ2 + ρ2 aufweist†. Bei

∗ Die kosmische Hintergrundstrahlung macht den Großteil an Strahlungsenergie jenseits unser Galaxie
im Universum aus und sie folgt mit großer Genauigkeit dem Spektrum eines Schwarzen Körpers mit
T = 2,725 K (Amsler et al. 2008). In der Theorie des Urknalls (hot Big Bang model) wird davon
ausgegangen, dass ≈ 372.000 Jahren nach dem Urknall Strahlung von Materie entkoppeln und frei
propagieren konnte. Das Strahlungsfeld konnte sich adiabatisch mit dem Universum ausdehnen, was
wir jetzt als CMB beobachten (Unsöld & Baschek 2002).

† Die Faltung zweier Gaußverteilungen f (r) und g(r) mit Mittelwerten r̄ = 0, aber unterschiedlichen
Varianzen, ( f ∗ g)(r) ∝

∫
exp[−τ2/(2σ2)] exp[−(r − τ)2/(2ρ2)]dτ, lässt sich berechnen, in dem man
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3.2 Modell der SED

einer gesamten Photonenproduktionsrate S ν bei einer Frequenz ν ergibt sich die Pho-
tonendichte zu S ν/[4πc(σ2 + ρ2)]. Die Photonendichte des CMB wird dagegen als
konstant angenommen. Die Varianzen der Photonendichten leiten Hillas et al. (1998)
aus Beobachtungen des Nebels ab. Im Frequenzbereich zwischen 5 GHz und 250 GHz
wird der projizierte Winkelabstand ϕ gut durch eine Gaußverteilung mit exp[−ϕ2/(2ζ)]
beschrieben, mit ζ = 1,35′. Für optische Wellenlängen ist ζ = 0,88′ und bei Röntgen-
energien ist ζ = 0,66′. Die Varianz der Photonendichte genügt dann der Beziehung
σ = d tan ζ. Für die abnehmende Größe des Nebels hin zu höheren Energien treffen
Hillas et al. (1998) somit folgende Abschätzung:

arctan
(
σ

d

)
=


1,35′ für ε < 0,02 eV,(
0,16 + 1,19

[
ε

0,02 eV

]−0,09
)

arcmin für ε ≥ 0,02 eV,
(3.39)

mit der Photonenenergie ε. Um die Varianz der Elektronenverteilung zu ermitteln, neh-
men Hillas et al. (1998) vereinfachend an, dass die Photonen nur durch Synchrotron-
strahlung erzeugt werden und somit ρ genau so skaliert wie σ. Mit der Beziehung
ε = hνc ∝ γ2, siehe Gleichung 3.19b, und unter der Annahme eines mittleren ma-
gnetischen Feldes von 320 µG für Elektronen, die Radiofrequenzen emittieren, folgt
dann

arctan
(
ρ

d

)
=


1,35′ für E < 34 GeV(
0,16 + 1,2

(
E

34 GeV

)−0,17
)

arcmin für E ≥ 34 GeV.
(3.40)

Als Neuerung wird in dieser Arbeit außerdem das Saat-Photonenfeld der optischen
Emission mit in Betracht gezogen. Für diese Emission wird die selbe Größe des Nebels
wie für die thermische Emission angenommen, da der Nebel bei Radio- und optischen
Wellenlängen ungefähr die selbe Ausdehnung hat (siehe zum Beispiel Abbildung 3
in Temim et al. 2006, und Abbildung 2.2(b)). Die optische Emission der Filamente
ist allerdings in einem kleineren Volumen als der Staub konzentriert, weswegen ein
zusätzlicher freier Parameter η für den Fluss erlaubt wird. Eine gute Anpassung des
Synchrotronkontinuums plus Linienemission wird für η = 5 erreicht.

Aus den modellierten Leuchtkräften lassen sich Produktionsraten S ν der Photonen be-
stimmen, aus denen sich die gesamte Photonendichte berechnen lässt,

nSeed =
S ν

4πc(ρ2 + σ2)
+ nCMB. (3.41)

die Exponenten zusammenfasst, nach τ quadratisch ergänzt und nach einer Variablensubstitution die
Integration über eine Gaußfunktion ausführt. Das Ergebnis lautet dann ( f ∗ g)(r) = 1/

√
2π(σ2 + ρ2) ·

exp{−r2/[2(σ2 + ρ2)]}.
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3 Modell der spektralen Energieverteilung des Krebsnebels

Dabei stellt S ν eine Summe der verschiedenen Beiträge dar. Sie ist proportional zur
modellierten Gesamtleuchtkraft Lν aus Gleichung 3.34 und trägt die Dimension [Zeit]−1.
Die optische Komponente ist dabei gegeben durch

Lopt
ν = η

∑
i

Lopt
i δ(ν − νi), (3.42)

mit Lopt
i den Leuchtkräften der Referenzen aus Tabelle 3.1. Für den CMB wird ein

Schwarzkörperspektrum der Temperatur T = 2,725 K angenommen, dessen Photo-
nendichte sich aus Gleichung 3.36, allerdings ohne den Faktor Nd, ergibt. Somit sind
alle Saat-Photonenfelder bestimmt und der Fluss der IC-Streuung kann mit Gleichung
3.33 und 3.30 berechnet werden. Die resultierende SED für hohe Energien ist in Abbil-
dung 3.5 mit den Beiträgen der einzelnen Komponenten gezeigt. Die Nummerierung
entspricht der vom Anfang dieses Abschnittes. Zusätzlich sind die Datenpunkte des
Fermi/LATs und der IACTs HEGRA, H.E.S.S. und MAGIC zu sehen. Als einzigen
freien Parameter gilt es nun noch das räumlich gemittelte Magnetfeld zu bestimmen.
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A 3.5: Beiträge zum Fluss der inversen Compton-Streuung: (1) Synchrotronstrah-
lung, (2) thermische Emission des Staubs, (3) CMB und (4) optische Emission der Fi-
lamente. Die zwei Maxima der optischen Emission sind durch die Beiträge der beiden
Elektronenspektren zu erklären.

Anpassung des Magnetfeldes.

Das Magnetfeld wird durch eine χ2-Anpassung des IC-Flusses an die Datenpunkte der
Fermi/LAT-Messung bestimmt. Durch Variation des magnetischen Feldes ändert sich
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3.2 Modell der SED

auch der Synchrotronfluss. Dies kann durch eine Änderung des Elektronenspektrums
ausgeglichen werden. Dies geschieht auf folgende Weise. Angenommen, das Elektro-
nenspektrum ist durch ein Potenzgesetz von der Form

dNel

dγ
= N0

(
γ

γ0

)−S

(3.43)

gegeben. Aus Gleichung 3.22 geht hervor, dass näherungsweise Lν ∝ B(S+1)/2 gilt. Wird
nun das magnetische Feld geändert zu B→ B′ ist L′ν ∝ (B′)(S+1)/2. Ändert man nun die
Normierungen des Elektronspektrums

N0 −→ N′0 = N0

√
B
B′

und γ0 −→ γ′0 = γ0

√
B
B′
, (3.44)

so verschiebt sich das gesamte Elektronenspektrum zu dN′el/dγ = (B/B′)(S+1)/2dNel/
dγ, wodurch die Synchrotronleuchtkraft nahezu konstant bleibt. Dagegen ändert sich
der IC-Fluss, da für dessen Berechnung noch ein weiteres Mal über die Elektronen-
verteilung integriert wird, die aber für jedes B-Feld nach obiger Überlegung eine an-
dere ist (siehe Gleichung 3.34). Dies geschieht automatisch und ist im Programm crab
implementiert. Zur Minimierung der χ2-Statistik wurden nur die Fermi-Messungen
oberhalb von 700 MeV verwendet, um den Synchrotronbeitrag auszuschließen. Bei
einem variierbaren Parameter und 13 verwendeten Datenpunkten ergeben sich insge-
samt 12 Freiheitsgrade (d.o.f.). Die Werte von χ2/d.o.f. in Abhängigkeit vom B-Feld
sind in Abbildung 3.6 gezeigt. Der 68,3% Fehler der Anpassung ergibt sich bei einer
Erhöhung des minimalen χ2 um ∆χ2 = 1 (siehe auch Anhang B.2). Dieser statistische
Fehler beinhaltet nicht die Unsicherheiten, die sich aus der Anpassung des Elektron-
spektrums an die Daten des Synchrotronkontinuums ergeben. Aus der systematischen
Unsicherheit der Fermienergieskala, die mit ∆E/E = +5%

−10% angenommen wird (Ab-
do et al. 2009), ergibt sich außerdem ein systematischer Fehler auf das B-Feld. Des
Weiteren ist der Fehler abhängig vom gewählten Modell, da nicht ausgeschlossen wer-
den kann, dass ein anderes Modell eine ebenso gute Beschreibung liefert. Die beste
Anpassung ergibt sich für

B =
(
123 +6

−4 (stat.) +12
−5 (sys.)

)
µG. (3.45)

Für diesen Wert beläuft sich der minimale χ2/d.o.f. Wert auf 0,492.

Diskussion des Modells

Als Abschluss dieses Abschnittes soll die vorgestellte Anpassung der SED mit weite-
ren Modellen verglichen werden.

Vergleich mit Magnetohydrodynamischen Rechnungen. Das vorgestellte Mo-
dell liefert eine akkurate Beschreibung des Spektrums und hat außerdem den Vorteil,
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dass die Berechnung relativ wenig Rechenzeit in Anspruch nimmt. Ein besser physi-
kalisch motivierter Zugang besteht jedoch in der magnetohydrodynamischen (MHD)
Beschreibung des Plasmas im (weiterhin angenommenen) sphärischen Nebel mit der
die Entwicklung des B-Feldes und der Teilchen im Nebel berechnet werden können.
Ein solches Modell wurde von Rees & Gunn (1974) und Kennel & Coroniti (1984)
entwickelt, wobei letztere ebenfalls die Synchrotronemission des Nebels vorhersagen
konnten. Atoyan & Aharonian (1996) erweiterten es, um den hochenergetischen Teil
des Spektrums zu beschreiben. In der MHD-Beschreibung kann das B-Feld als Funk-
tion vom Abstand zur Schockfront, an der der relativistische Teilchenwind des Pulsars
endet und die Teilchen beschleunigt werden (siehe Kapitel 2.1), angegeben werden.
Eine räumliche Mittelung, wie sie im vorherigen Modell bereits impliziert ist, ist nicht
mehr notwendig.
Die MHD-Berechnung benötigt neben der Teilchenanzahl n(γ) pro Einheitsvolumen
und Energieintervall [γ, γ + dγ] zwei weitere Parameter: den Abstand der Schockfront
vom Zentrum rs und den Magnetisierungsparameter σ, der gleich dem Verhältnis von
Poynting- zu Teilchenfluss ist. Rees & Gunn (1974) nahmen einen Schockabstand von
rs = 0,10 pc an, wohingegen Chandrabeobachtungen darauf hindeuten, dass der Ab-
stand rs = (0,14 ± 0,01) pc beträgt. Meyer et al. (2010) haben für einen Wert von
σ = 0,005 und dem neuen Wert von rs versucht, ihr Modell, welches auf der Arbeit
von Atoyan & Aharonian (1996) basiert, an die neue Zusammenstellung der Daten
anzupassen. Allerdings können Meyer et al. (2010) das beobachtete Spektrum nicht
zufriedenstellend beschreiben. Die Daten werden also von dem vereinfachten Modell
besser beschrieben, allerdings stehen dort auch mehr freie Parameter zu Verfügung.
Für den angenommen Wert von σ stimmt das B-Feld gut mit dem räumlich gemittelten
Feld von 123 µG überein. Die sehr gute Beschreibung durch das vereinfachte Modell
legt den Schluss nahe, dass das magnetische Feld im Nebel nicht stark variiert.

Möglicher Beitrag von Ionen zum Spektrum. Eine weitere Komponente, die
nicht im oben vorgestellten Modell behandelt wird, ist die Anwesenheit von Ionen
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im Nebel. Arons (2004) argumentiert, dass Ionen einen zur diffusen Fermi-Beschleu-
nigung (siehe Abschnitt 3.3.1) alternativen Beschleunigungsmechanismus der Elektro-
nen und Positronen liefern könnten. Am Terminationsschock des Windes würde dem-
nach des Elektron-Positron-Plasma thermisch aufgeheizt und Ionen, die in das Plas-
ma eindringen, würden im Magnetfeld abgelenkt. Diese Änderung der Teilchenbahn
würde dann zur Emission elektromagnetischer Wellen führen, die bei resonanter Zy-
klotronabsorpotion durch das Paarplasma zu dessen nicht-thermischer Beschleunigung
führen würde.
Falls Ionen im Wind anwesend sind, könnten sie durch Produktion von Gammastrah-
lung theoretisch nachgewiesen werden. Durch inelastische Streuprozesse der Ionen mit
Windmaterie enständen neutrale und geladene Pionen, die bei ihrem Zerfall Gamma-
strahlung emittieren würden. Dies führt zu einer weiteren Komponente im IC-Fluss.
Im oben vorgestellten Modell ist so eine Komponente nicht nötig, um den beobachte-
ten Fluss zu erklären. Ein rein leptonisches Szenario, also IC-Streuung und Synchro-
tronstrahlung einer Elektronenverteilung, ist hinreichend, um das Modell an die Daten
anzupassen. Aharonian et al. (2004) haben den Energieanteil, den Ionen an der Spin-
down-Leuchtkraft des Pulsars haben könnten, auf maximal 20% abgeschätzt, falls der
Lorentzfaktor Γ der Ionenverteilung zwischen 104 und 106 liegt. Für höhere Lorentz-
faktoren kann auch ein höherer Anteil nicht ausgeschlossen werden. Allerdings geht in
die Berechnung eine sehr scharfe Energieverteilung der Ionen ein, die nicht unbedingt
gegeben sein muss.

3.3 Diskussion der Elektronenspektren

In diesem Abschnitt sollen die Elektronenspektren, die zur Erzeugung des Modells der
SED angepasst wurden, vorgestellt werden. Hierzu werden zuerst einige theoretische
Grundlagen zur Teilchenbeschleunigung an Schockfronten vorgestellt. Es wird sich
zeigen, dass sich die zunächst nur aus den Beobachtungen gerechtfertigten Annahme
der Potenzgesetze auch theoretisch herleiten lassen. Zu dem ist es möglich, die spek-
tralen Indizes mit Hilfe der Theorie vorauszusagen. Diese Vorhersagen werden dann
mit den eigentlichen Spektren in Abschnitt 3.3.2 verglichen.

3.3.1 Fermi-Beschleunigung an Schockfronten und
Kühlprozesse

Eine der am stärksten diskutierten Theorie zur Erklärung der Teilchenbeschleunigung
an Schockfronten stellt die Fermi-Beschleunigung dar. Der Mechanismus wurde ur-
sprünglich von Fermi (1949) vorgeschlagen. Als Referenzen für diesen Abschnitt die-
nen die Arbeiten von Longair (1994, Kapitel 21) und Kirk & Duffy (1999).
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Fermi-Beschleunigung

Fermis ursprüngliche Idee bestand darin, dass geladene Teilchen an Unregelmäßigkei-
ten des galaktischen magnetischen Feldes gestreut werden können. Aufgrund der zu-
fälligen Bewegung dieser „magnetischen Spiegel“ konnte Fermi zeigen, dass Teilchen
durch Streuung statistisch beschleunigt werden. Anstelle eines magnetischen Spiegels
kann man auch eine massive Wolke des interstellaren Mediums annehmen.
Man stelle sich die Wolke als Grenzfläche vor, die sich mit der Geschwindigkeit V
entlang der Flächennormalen in x-Richtung bewegt, der entsprechendem Lorentzfak-
tor ist γV = (1 − V2/c2)−1/2 = (1 − β2

V)−1/2. Das Teilchen fällt in einem Winkel θ zur
Flächennormalen der Wolke mit einem Impuls p cos θ entlang der x-Achse ein∗. Der
Rückstoß der Wolke bei der Streuung des Teilchens kann als vernachlässigbar klein an-
genommen werden. Im Ruhesystem der Wolke sind Energie und Impuls des Teilchens
gegeben durch (unter ausdrücklicher Angabe von c)

E′ = γV(E + βVcp cos θ), (3.46a)
p′x = γV(p cos θ + βV E/c). (3.46b)

Aus Energie- und Impulserhaltung folgt, dass die Energie vor dem Stoß gleich der
Energie nach dem Stoß ist, der Impuls in x-Richtung sich aber genau umkehrt, p′x →
−p′x. Daher liefert eine weitere Lorentztransformation in das Laborsystem nach der
Streuung das Resultat

E′′ = γV(E′ + βVcp′x). (3.47)

Einsetzen von E′ und p′x in obere Gleichung und Ausnutzung der Identität px/E =
(γmv cos θ)/(γmc2) = v cos θ/c2 liefert in zweiter Ordnung in βV die Energieänderung†

∆E = E′′ − E = E
(
2vβV cos θ

c
+ 2β2

V

)
. (3.48)

Für relativistische Teilchen mit v ≈ c ist die Wahrscheinlichkeit einer Kollision gege-
ben durch γV(1 + βV cos θ) (Longair 1994, S. 347). Bewegen sich die Wolken zufällig,
ist es sinnvoll, über alle möglichen Winkel θ ∈ [0; π], unter Berücksichtigung der
Wahrscheinlichkeit einer Kollision, zu mitteln. Mit x = cos θ erhält man

〈2βV cos θ〉 = 2βV

∫ 1

−1
x(1 + βV x)dx∫ 1

−1
(1 + βV x)dx

=
2
3
β2

V . (3.49)

Somit ist der gesamte Energiezuwachs gegeben durch 〈∆E/E〉 = 8/3 β2
V und ist dem-

nach von zweiter Ordnung in βV . Aus diesem Grund spricht man von der Fermi-
Beschleunigung zweiter Ordnung. Die Teilchen werden für eine charakteristische Zeit

∗ In diesem Zusammenhang wird θ ebenfalls häufig als Pitch-Winkel bezeichnet (so zum Beispiel in
Kirk & Duffy 1999; Achterberg et al. 2001).

† In der Herleitung von Longair (1994) fehlt im folgenden Ausdruck die Energie E.
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τesc beschleunigt, in der sie sich in der Beschleunigungsregion aufhalten. Die Zeit τesc

ist somit mit der Wahrscheinlichkeit P verknüpft, dass die Teilchen nach der Streu-
ung in der Beschleunigungsregion verbleiben. Ist außerdem die mittlere Energie eines
Teilchens nach der Streuung gegeben durch E = κE0 mit κ ∝ ∆E, so kann leicht ein-
gesehen werden, dass das resultierende Spektrum einem Potenzgesetz folgt. Nach k
Kollisionen befinden sich noch Nel = N0Pk Teilchen mit Energien E = E0κ

k in der
Beschleunigungsregion. Eliminierung von k liefert

ln(Nel/N0)
ln(E/E0)

=
ln P
ln κ

⇔ Nel = N0

(
E
E0

)ln P/ ln κ

. (3.50)

Demnach folgt die Teilchenverteilung in der Energie der Funktion

dNel

dE
∝ E−1+ln P/ ln κ. (3.51)

Es bleiben jedoch zwei Probleme. Erstens wird keine Vorhersage über die Werte von κ
oder P getroffen. Zweitens ist, vor allem für V � c, die Beschleunigung sehr ineffizi-
ent. Betrachtet man Gleichung 3.48, so wird deutlich, dass für frontale Kollisionen der
Energiezuwachs linear in βV ist. Man spricht deshalb von Fermi-Beschleunigung erster
Ordnung. Solche Kollisionen wären demnach wirksamer, um schneller hohe Beschleu-
nigungen zu erzielen. Dieses Szenario ist bei der Beschleunigung an Schockfronten
realisiert, die im nächsten Teilabschnitt besprochen wird.

Beschleunigung an Schockfronten

Für die Beschreibung von Schockfronten in Gasen oder Flüssigkeiten bedient man sich
der relativistischen Hydrodynamik, im Falle von Plasmen findet die Magnetohydrody-
namik (MHD) Anwendung. Die Gleichungen, die eine Schockfront in beiden Fällen
charakterisieren, sollen nun kurz vorgestellt werden, bevor auf die Teilchenbeschleu-
nigung selbst eingegangen wird.

Relativistische Hydrodynamik. Eine ideale Flüssigkeit mit den Koordinaten xµ

und der Eigenzeit τ kann durch ihre Vierergeschwindigkeit

uµ =
dxµ

dτ
(3.52)

und den Energie-Impulstensor charakterisiert werden,

T µν = (e + p)uµuν + pgµν = ρhuµuν + pgµν, (3.53)

wobei e die Gesamtenergiedichte und p den Druck beschreibt (Hillebrandt & Müller
2005). Die Grösse h bezeichnet spezifischen Enthalpie und ρ die Ruhemassendichte.
Die Eigenenthalpiedichte ist gegeben durch w = ρh und wird in nachfolgenden Glei-
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chungen benötigt.
Für eine kräftefreie Bewegung ohne externe Energiequellen und -senken, ist die Be-
wegung der Flüssigkeit bestimmt durch Energie- und Impulserhaltung sowie der Teil-
chenzahlerhaltung (Kontinuitätsgleicung):

∇µT µν = 0, ∇µ(ρuµ) = 0, (3.54)

mit der kovarianten Ableitung∇µ (siehe zum Beispiel Hobson et al. 2006). Die Schock-
welle ist eine Fläche in der Raum-Zeit, die durch eine Funktion φ mit der Bedingung
φ(xµ) = 0 beschrieben werden kann und einen Normalenvektor `µ besitzt, mit `µ`µ = 1.
Die Schockfront beschreibt außerdem eine Unstetigkeit in den Flüssigkeitsvariablen.
Aus Energie-, Impuls- und Teilchenzahlerhaltung folgen dann die Schockbedingun-
gen,

(ρuµ)`µ = 0, T µν`ν = 0. (3.55)

Zwei wichtige Inertialsysteme sind durch die Ruhesysteme der Flüssigkeiten vor der
Schockwelle (stromaufwärts, gekennzeichnet mit dem Index „-“) und nach der Schock-
welle (stromabwärts, gekennzeichnet mit dem Index „+“) gegeben, in denen man das
Lorentzskalar

v± =
|uµ±`µ|√

1 + |uµ±`µ|2
, (3.56)

definiert und entsprechend den Lorentzfaktor Γ± = (1 − v2
±/c

2)−1/2. Das Skalar v± gibt
die Geschwindigkeit der Schockfront im jeweiligen Ruhesystem wieder. Im Ruhe-
system des Schocks mit der Schocknormalen und der Geschwindigkeit des Plasmas
stromaufwärts entlang der x-Achse lassen sich die Größen stromabwärts aus den Er-
haltungssätzen aus der Gleichung 3.55 herleiten,

Γ−ρ−v− = Γ+ρ+v+ (3.57a)

Γ2
−w−v

2
− + p− = Γ2

+w+v
2
+ + p+ (3.57b)

Γ2
−w−v− = Γ

2
+w+v+. (3.57c)

Magnetohydrodynamik. In der idealen relativistischen MHD wird angenommen,
dass das elektrische Feld im Ruhesystem des Plasmas verschwindet. In diesem Fall
kann das Plasma durch die quellenfreien Maxwellgleichungen beschrieben werden,
∇µ(∗Fµν), wobei ∗Fµν = 1/2εµνλκFλκ den dualen elektromagnetischen Feldtensor be-
schreibt. Bei verschwindendem E-Feld vereinfacht sich diese Gleichung zu

∇µ(Bµuν − uµBν) = 0, (3.58)

mit Bµ = −uν(∗Fµν). An der Schockfront gelten die selben Bedingungen wie in Glei-
chung 3.55, wobei obige Gleichung zusätzlich hinzu kommt und am Schock zu der
Bedingung (Bµuν − uµBν)`µ = 0 wird. Der Energie-Impulstensor muss außerdem die
Energie und den Impuls des Feldes berücksichtigen, so dass er folgendermaßen modi-
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fiziert wird:

T µν =

(
w +

B2

4π

)
uµuν +

(
p +

B2

8π

)
gµν −

BνBµ

4π
. (3.59)

Die Schockgleichungen können in der Regel nicht mehr analytisch gelöst werden.

Beschleunigung an Schockfronten. Der besonders einfache Fall eines nicht re-
lativistischen Plasmas (Γ± = 1) an einem starken Schock, in dem der Druck stromauf-
wärts vernachlässigt werden kann, p− ≈ 0, gilt nach Gleichung 3.57a,

ρ−v− = ρ+v+. (3.60)

Es lässt sich zeigen, dass ρ+/ρ− = (γ̂ + 1)/(γ̂ − 1) gilt, wobei γ̂ = 5/3 der adiabatische
Exponenten für ein einatomiges Gas ist. Demnach ist v+ = 1/4v−, vergleiche Abbil-
dung 3.7(a). Eine Lorentztransformation in das Ruhesystem des Plasmas stromauf-
beziehungsweise stromabwärts liefert für das jeweilig andere Plasma den Impuls p′± in
x-Richtung

p′± = Γmv′± = Γ+Γ−m(v± − v∓). (3.61)

Die verschiedenen Situationen sind in Abbildung 3.7 dargestellt. Abbildung 3.7(b)
zeigt das Ruhesystem des Plasmas stromaufwärts, nach obiger Gleichung strömt das
Plasma stromabwärts mit der Geschwindigkeit v′+ = −3/4v− im nicht-relativistischen
Fall auf die Schockfront zu. Im Ruhesystem des Plasmas stromabwärts (Abbildung
3.7(c)) ist die Geschwindigkeit des Plasmas stromaufwärts v′− = 3/4v− in Richtung
des Schocks. Für ein nicht-relativistisches Plasma kann die Annahme gemacht wer-
den, dass sich die Teilchen im Ruhesystem isotrop bewegen und ein Teilchen, das den
Schock überquert ebenfalls durch Streuung im Pitch-Winkel isotropisiert wird, wie
in den Abbildungen 3.7(b) und (c) gezeigt. Diese Isotropisierung kann beispielsweise
durch Streuung an Irregularitäten im Magnetfeld entstehen. Somit ist die Situation in
beiden Ruhesystemen identisch. Der Energiegewinn ist nach Gleichung 3.48 im nicht-
relativistischen Fall ∆E/E ∝ v−/c, wobei eine genaue Rechnung ergibt, dass im Mittel
〈∆E/E〉 = (2/3)(v−/c) gilt. Da auf beiden Seiten des Schocks die selbe Situation vor-
herrscht, gewinnt also ein Teilchen für Hin- und Rückweg die Energie 〈∆E/E〉 = (4/
3)(v−/c). Somit ist κ aus Gleichung 3.51 gegeben durch κ = 1 + 4v−/(3c). Aus der
Annahme der Isotropie der Teilchenbewegung im Ruhesystem stromabwärts kann au-
ßerdem gefolgert werden, dass für die Fluchtwahrscheinlichkeit P = 1 − v−/c gilt. Für
den Exponenten aus Gleichung 3.51 findet man mit Hilfe der Reihenentwicklung von
ln(1 + x) deshalb,

−1 +
ln P
ln κ
= −1 +

ln(1 − v−/c)
ln(1 + v−/c)

≈ −1 − 1 = −2. (3.62)

Im Krebsnebel handelt es sich jedoch um eine relativistische Schockfront. In diesem
Fall darf man nicht mehr die Annahme der isotropen Pitch-Winkel-Verteilung machen,
da die Lorentztransformation von einem Ruhesystem ins andere dann die Winkelver-
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teilung stark verändert. Achterberg et al. (2001) haben zum Beispiel für ultrarelativis-
tische Schocks gezeigt, dass Teilchen in einem Winkel θc = 1/Γs, mit Γs dem Lor-
entzfaktor des Schocks im Ruhesystem des Plasmas stromaufwärts, über den Schock
stromaufwärts gestreut werden und das Streuprozesse diesen Winkel nur um einen Be-
trag ∆θ ≈ θc ändern, bevor die Teilchen erneut den Schock passieren.
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A 3.7: (a) Ruhesystem der Schockwelle. Im nicht-relativistischen Fall folgt aus
den Schockbedingungen, dass für einen starken Schock die Geschwindigkeiten der Plas-
men stromauf- und stromabwärts verknüpft sind durch v+ = 1/4v−. (b) Ruhesystem des
Plasmas stromaufwärts, als Ergebnis einer Lorentztransformation des Ruhesystems der
Schockfront. Die Teilchen bewegen sich isotrop im Pitch-Winkel und das Plasma strom-
abwärts läuft mit einer Geschwindigkeit von 3/4v− auf den Schock zu. (c) Ruhesystem
des Plasmas stromabwärts. Es zeigt sich die selbe Situation wie in (b). Die Abbildungen
sind angelehnt an Longair (1994, Abbildung 21.3)

Der Energiegewinn ist in diesem Fall abhängig von der Pitch-Winkel-Verteilung und
für die Impulsverteilung der Teilchen muss eine Diffusionsgleichung gelöst werden.
Der Diffusionskoeffizient des Pitch-Winkels‡ Dxx mit x = cos θ ist anhängig von dessen
Verteilung und Dxx ist beispielsweise für eine isotrope Verteilung ∝ 1 − x2. Werden
die Teilchen an wellenförmigen Irregularitäten mit der Wellenzahl k gestreut, wobei
die Komponente parallel zum ungestörten Magnetfeld durch k‖ = qB/(p|x|) gegeben
‡ Normalerweise gibt der Diffusionskoeffizient die Stärke an, mit der sich beispielsweise die Teilchen-

zahl pro Zeit durch einen Fluss ändert und er trägt die Einheit [Fläche/Zeit], siehe Gleichung 3.63.
In diesem hier betrachteten Fall gibt er die Stärke der Änderung der Impulsverteilung mit der Zeit
für Impulse parallel zur Schockfront an, da x = cos θ ≈ β‖ mit β‖ der Geschwindigkeitskomponente
parallel zur Schocknormalen (Achterberg et al. 2001).
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ist, mit dem Impuls p der Teilchen mit Ladung q, so ist der Diffusionskoeffizient von
der Form Dxx ∝ k‖ε(k‖) (Heavens & Drury 1988). Für einen Verlauf von der Form
ε(k‖) ∝ k5/3

‖
spricht man von einem Kolmogorov-Spektrum.

Durch numerische Lösungen der Diffusionsgleichung finden beispielsweise Ballard &
Heavens (1992) spektrale Indizes in der Region 2,0 – 2,4. Achterberg et al. (2001)
finden in ihren Simulationen damit übereinstimmend Werte zwischen 2,2 und 2,3.

Kühlprozesse

Nach der Injektion der hochenergetischen Elektronen in den Nebel verlieren diese
durch verschiedene Prozesse Energie. Die Entwicklung der Anzahl der Elektronen Nel

wird durch eine Diffusions-Energieverlust-Gleichung von folgender Form beschrieben
(Manolakou et al. 2007; Longair 1994)

∂Nel(γ, t)
∂t

−
∂

∂γ
[γ̇(γ)Nel(γ, t)] −

∂

∂xi

(
Di j

∂Nel

∂x j

)
+

Nel(γ, t)
τesc

= Q(γ, t). (3.63)

Die Funktion Q(γ, t) beschreibt die Rate, mit der die Elektronen injiziert werden, Di j

ist der Diffusionskoeffizient (gemessen in Fläche pro Zeit) und τesc ist die bereits ein-
geführte charakteristische Zeit, die die Elektronen in der Quellregion verbleiben. Der
Energieverlust ∂γ/∂t = γ̇ kann aus mehreren Beiträgen zusammen gesetzt sein. Diese
sind (Longair 1994, Kapitel 19):

• Ionisationverluste. Durch die Ionisation (Kollisionen) des umgebenen Mediums
verlieren Elektronen Energie mit γ̇ ∝ N, mit N der Anzahldichte der Wasser-
stoffatome.

• Bremsstrahlung. Durch die Abbremsung in elektrostatischen Feldern von Ionen
und Atomkernen verlieren die Elektronen Energie mit γ̇ ∝ N.

• Adiabatische Verluste. In einem expandieren Medium verlieren die Elektronen
Energie durch die nach außen gerichtete Konvektion. Ist die Änderung des Vo-
lumens des Nebels bestimmt durch das Geschwindigkeitsfeld v(r), so ist der
Energieverlust gegeben durch γ̇ = (1/3)(∇ · v) γ (Longair 1992, Kapitel 11).

• Synchrotronverluste. Durch die Emission von Synchrotronstrahlung verlieren die
Elektronen ihre Energie gemäß Gleichung 3.9 beziehungsweise 3.10.

• Inverse Compton-Streuung. Die inverse Compton-Streuung verursacht einen En-
ergieverlust, der durch Gleichung 3.27 beschrieben wird.

Die Diffusionsgleichung 3.63 ist streng genommen nur für einen stetigen Energiever-
lust und somit nicht im extremen Klein-Nishina-Grenzfall gültig. Für eine homogene
Quelle kann die Diffusion vernachlässigt werden. Sind des Weiteren die Energiever-
luste und die Fluchtzeit unabhängig von der Zeit, so kann die Diffusionsgleichung
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durch die Methode der Greenschen Funktionen oder der Laplace-Transformation ge-
löst werden (Manolakou et al. 2007 und dortige Referenzen). Dominieren Synchro-
tronverluste, die von der Form γ̇ = bsγ

2 sind, so beschreibt die Lösung den Prozess
des spektralen Alterns (spectral ageing), was bedeutet, dass der spektrale Index um
plus Eins ansteigt. Für eine Injektionsrate, die einem Potenzgesetzt folgt (wie bei der
Fermi-Beschleunigung), Q(γ, t) = Q0γ

−p, findet man (siehe zum Beispiel Blumenthal
& Gould 1970; Longair 1994; Manolakou et al. 2007)

N(γ, t) =
Q0γ

−p

(p − 1)bsγ
·


[1 − (1 − bsγt)p−1] für 0 ≤ bsγt ≤ 1

1 für bsγt > 1.
(3.64)

Zusammenfassend lässt sich fest halten, dass man durch die Fermi-Beschleunigung
an Schockfronten Potenzgesetze für die spektrale Verteilung der Elektronen erwar-
tet, deren spektrale Indizes typischerweise im Bereich zwischen 2,0 und 2,4 liegen.
Zieht man außerdem Kühleffekte in Betracht, so erhöht sich der spektrale Index um
Eins, falls Synchrotronkühlung dominiert. Weitere Variationen können zudem auftre-
ten, wenn sich die Teilchen in turbulenten Plasmen bewegen.

Im folgenden Abschnitt werden die modellierten Elektronenspektren anhand dieser
Ergebnisse diskutiert.

3.3.2 Modellierte Elektronenspektren

Wie bereits mehrfach erwähnt, werden zwei unterschiedliche Elektronenspektren, die
jeweils mit einer Elektronenpopulation identifiziert werden, an die beobachteten Daten
angepasst. Die Elektronen, die für die Synchrotronstrahlung unterhalb optischer Ener-
gien verantwortlich sind, werden dabei als Radioelektronen bezeichnet. Für sie wird
folgendes Potenzgesetz angenommen:

dNr
el

dγ
=


Nr

0γ
−S r für γr

min ≤ γ ≤ γ
r
max,

0 sonst.
(3.65)

Die Elektronen, die für die Synchrotronemission von optischen und höheren Energien
verantwortlich sind, werden dagegen als Windelektronen bezeichnet, da diese kontinu-
ierlich durch den Wind des Pulsar nachgeliefert werden, um dann an der Schockfront
beschleunigt zu werden. Dies ist bei den Radioelektronen nicht der Fall, wie im nächs-
ten Abschnitt argumentiert wird. Das Spektrum der Windelektronen folgt ebenfalls
einem Potenzgesetz, welches jedoch zum einen einen „Knick“ aufweist und zum an-
deren bei hohen und niedrigen Energien superexponentiell abbricht (superexponential
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cut-off ) aufweist∗:

dNw
el
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(3.66)

Die Normierung Nw
1 wird so gewählt, dass das Gesamtspektrum bei γ = γw

break stetig
ist,
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exp
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 exp
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 . (3.67)

Die Werte der Parameter beider Populationen sind in Tabelle 3.3 zusammengefasst
und die Spektren sind in Abbildung 3.8 gezeigt. Wie bereits zu Beginn von Abschnitt
3.2 diskutiert, wurden die Parameter „per Hand“ an die Daten angepasst. Meyer et al.
(2010) ist es jedoch gelungen, die Parameter mittels einer χ2-Anpassung zu bestim-
men und die Kovarianzmatrix (siehe Anhang B.2, Gleichung B.9) zu berechnen. Wie
zu erwarten ist, sind die Parameter der Radioelektronen miteinander korreliert, vor al-
lem die Normierung mit dem spektralen Index (Nr

0; S r) und der Hochenergie-Cut-Off
und die Normierung, (Nr

0; γr
max). Im Windelektronenspektrum sind die spektralen Indi-

zes mit der Knickenergie, der Cut-Off-Energie und den superexponentiellen Cut-Off-
Parametern am stärksten korreliert, (∆S ; γw

break), (∆S ; βw
min), (∆S ; βw

max) und (βw
max; γw

max).
Dies ist nicht verwunderlich, da ein sehr ähnliches Spektrum modelliert werden kann,
indem man diese Parameterpaare so anpasst, dass sich Änderungen nahezu ausglei-
chen. Alles in allem sind die meisten Parameter jedoch nur schwach oder gar nicht
korreliert. Dies zeigt, dass der Raum der Parameter, die das Spektrum beschreiben,
sehr beschränkt und die Wahl der Parameter nicht willkürlich ist. Da die Daten des
Synchrotronkontinuums gut durch das Modell beschrieben werden, kann man dem-
nach zuversichtlich sein, Parameter nahe des globalen Minimums der Anpassung aus-
gewählt zu haben.
Im Folgenden sollen nun die beiden Elektronpopulationen noch genauer besprochen
werden.

Radioelektronen

Der Ursprung der Radioelektronen (Kennel & Coroniti 1984; Atoyan & Aharonian
1996; Atoyan 1999; Aharonian et al. 2004) ist nicht genau bekannt. Zum einen ist der
spektrale Index von S r = 1,58 nicht gut mit den Vorhersagen der Fermi-Beschleu-
nigung (siehe Abschnitt 3.3.1) vereinbar. Zum anderen kann ausgeschlossen werden,
dass an der Schockfront nur eine einzige Population von Elektronen beschleunigt wird.
Der mittlere Lorentzfaktor der Radioelektronen beträgt γ̄r = 3,53·104, wohingegen der
∗ Ein exponentieller Cut-Off einer Funktion f (γ) beschreibt eine Funktion von der Form f̃ (γ) =

f (γ) exp(−γ) während ein superexponentieller Cut-off eine Funktion der Form f̃ (γ) = f (γ) exp(−γ β)
mit β > 0 beschreibt.
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3 Modell der spektralen Energieverteilung des Krebsnebels

T 3.3: Parameter des Elektronenspektrums. Neben den Normierungen und der
Knickposition im Windspektrum, sind die superexponentiellen Cut-Off-Parameter ange-
geben. Für die Radioelektronen bricht das Spektrum bei γmin und γmax scharf ab, während
die Windelektronen dort superexponentiell abfallen (vergleiche auch Gleichungen 3.65
und 3.66.)

Parameter Modell SED
Radio Wind

Normierungs-Konstanten. . . . . . . . . . . . . . . . . . N0 1,16 · 1052 5,30 · 1034

Niederenergie-Cut-Off. . . . . . . . . . . . . . . . . . . γmin 22,3 4,58 · 105

Position des Knicks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . γbreak – 1,98 · 108

Hochenergie-Cut-Off. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . γmax 1,16 · 105 5,28 · 109

Spektraler Index (nach dem Knick) . . . . . . S 1,58 3,24 (3,57)
Niederenergie superexponentieller Cut-Off βw

min – 1,3
Hochenergie superexponentieller Cut-Off βw

max – 2,5

mittlere Lorentzfaktor der Windelektronen γ̄w = 2,02 · 106 (vergleiche nächsten Ab-
schnitt) ist. Die Werte wurden durch numerische Integration mit Hilfe des Programms
total_en, siehe Anhang A.1, ermittelt. Aus der Erhaltung des Energie- und des Teil-
chenflusses am Schock folgt, dass der Lorentzfaktor des Windes stromaufwärts vom
Schock, γw

∗ ≈ 106, ungefähr gleich dem mittleren Lorentzfaktor des Windes γ̄w strom-
abwärts vom Schock sein muss (Kundt & Krotscheck 1980; Kennel & Coroniti 1984;
Arons 1996). Dies kann mit dem Lorentzfaktor der Radioelektronen nicht gewährleis-
tet werden, da dieser zu gering ist. Atoyan (1999) folgert deswegen, dass die Radio-
elektronen Reliktelektronen darstellen, die in einer frühen Phase mit hoher Spin-down-
Leuchtkraft des Pulsars in den Nebel injiziert wurden. Es kann gezeigt werden, dass
dies in Einklang mit der Synchrotronkühlzeit der Radioelektronen ist, die gegeben ist
durch (β ≈ 1),

tSy =
E

−dE/dt
=

6πm2c3

σTB2E
, (3.68)

wobei dE/dt Gleichung 3.10 entnommen wurde. Die kritische Energie der Photonen
εc = hνc, mit νc aus Gleichung 3.18 und 〈sin θ〉 =

√
2/3, ist gegeben durch

εc =

√
3
2

heBE2

2πm3c5 ≈ 1,142 · 10−12γ2
( B
10−4 G

)
eV. (3.69)

Formt man εc nach der Elektronenenergie E um und setzt den Ausdruck in die Syn-
chrotronkühlzeit ein, so erhält man in passenden Einheiten (Aharonian 2004),

tSy(ε) ≈ 1600
( B
10−4 G

)−3/2 (
ε

eV

)−1/2
a. (3.70)

Somit erhält man für Photonen mit ε ≤ 1 eV und einem magnetischen Feld von
B = 123 µG Synchrotronkühlzeiten von tSy ≥ 1200 Jahren, was länger ist, als das Alter
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A 3.8: Elektronenspektrum, das für die Modellierung der SED verwendet wird. In
Rot ist der Beitrag der Radioelektronen, in Blau der Beitrag der Windelektronen gezeigt.

des Nebels, tNebel = 956 Jahre. Somit wären Radioelektronen, die in der frühen Ent-
wicklungszeit des Pulsarwindnebels enstanden sind, noch nicht vollständig gekühlt.
Die Elektronen verlieren ihre Energie nicht nur durch Synchrotronstrahlung, sondern
auch durch adiabatische Kühlung, da sich der Nebel weiter ausdehnt. Vernachlässigt
man diesen Beitrag, so kommt der Abbruch des Radioelektronenspektrums bei hohen
Energien nur durch Synchrotronkühlung Zustande. Formt man Gleichung 3.68 nach
dem B-Feld um, kann durch Einsetzen von tNebel und der Cut-Off-Energie γr

max = 1,14 ·
105 eine obere Grenze für das B-Feld bestimmt werden,

B ≤ 475
(

γ

1,14 · 105

)−1/2 ( tsy

956 a

)−1/2

µG. (3.71)

Der Cut-Off ist jedoch schwierig zu bestimmen, da in diesem Bereich sowohl die Syn-
chrotronemissionen beider Elektronenpopulationen als auch die thermische Emission
des Staubs überlappen. Eine untere Grenze für das Magnetfeld kann abgeleitet wer-
den, indem man die Normierung der Radioelektronen und das Magnetfeldes solange
variiert, bis die IC-Komponente des Spektrums über die von Fermi gemessenen Punk-
te hinausschießt. Dies führt zu einer unteren Grenze von B ≥ 100 µG. Diese Grenzen
sind gut im Einklang mit dem Wert des mittleren magnetischen Feldes aus Gleichung
3.45.
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3 Modell der spektralen Energieverteilung des Krebsnebels

Der untere scharfe Abbruch bei γ = 22,32 (was einer Energie von 107 eV entspricht)
wurde zur schnelleren Berechnung des Spektrums gewählt und enthält keine physika-
lischen Implikationen. Photonen, die bei dieser Energie durch Synchrotronstrahlung
emittiert werden, haben Frequenzen im Bereich von 0,1 MHz (siehe Gleichung 3.18
für 〈sin θ〉 =

√
2/3), die nicht beobachtet sind, wie aus der SED in Abbildung 3.1

deutlich wird.

Windelektronen

Die Windelektronen werden kontinuierlich in den Nebel an der Schockfront injiziert
und erzeugen durch Synchrotronstrahlung den Hauptteil des Spektrums jenseits des
Submillimeter- und Infrarotenergiebereichs. Dies ist in Abbildung 3.1 durch die blau
gestrichelte Kurve klar zu erkennen. Das Elektronenspektrum (blaue Kurve in Abbil-
dung 3.8), das durch Gleichung 3.66 gegeben ist, weist, bis zum Knick im Spektrum
bei γw

break = 1,98 · 108, einen spektralen Index von S w = 3,24 = 2,24 + 1 auf.

Dies führt im Synchrotronspektrum auf einen Spektralindex von α = 0,62 beziehungs-
weise einen Photonenindex von Γ = 2,12, siehe Tabelle 3.2, in Übereinstimmung mit
dem Index gemessen von XMM-Newton (Kirsch et al. 2005).

Der Spektralindex stimmt gut mit den Vorhersagen des vorangegangenen Abschnittes
zur Fermi-Beschleunigung 1. Ordnung an einem ultrarelativistischen Schock mit an-
schließender Synchrotronkühlung überein. Im Gegensatz zum Radioelektronenspek-
trum, das bei niedrigen Energien scharf abbricht, ist für die Windelektronen ein super-
exponentieller Cut-Off gewählt. Dies ist notwendig, um das Maximum der SED bei
optischen Wellenlängen und den steilen Abfall zu infraroten Wellenlängen (vor allem
zu den Spitzer-Messungen) erklären zu können. Der Knick bei γ = γw

break entspricht
der Änderung des Spektrums bei harter Röntgenstrahlung von ≈ 55 keV. Der spektra-
le Index ändert sich dabei um ∆S = 0,3. Dieser Knick muss mit der Beschleunigung
und beziehungsweise oder der Injektion der Teilchen zu tun haben. Es kann sich nicht
um eine energieabhängige Flucht der Teilchen aus dem Nebel handeln, da die Elek-
tronen im Röntgenbereich durch Synchrotronstrahlung ihre Energie verlieren, bevor
sie den Nebel verlassen können. Der Wert von ∆S = 0,3 könnte auf eine Diffusion
in Kolmogorov-Turbulenzen hindeuten (Meyer et al. 2010), wie sie in Abschnitt 3.3.1
besprochen wurde.

Der obere superexponentielle Cut-Off des Spektrums kann dadurch erklärt werden,
dass Teilchen nur auf eine maximale Energie beschleunigt werden können. Bei sehr
hohen Energien entkommen die Teilchen der Beschleunigungsregion der Schockfront
sehr schnell, sie überqueren den Schock nur wenige Male.

Abschließend soll noch die totale Energie, die im Elektronenspektrum gespeichert ist,
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berechnet werden:

Er = mc2

∞∫
1

γ
dNr

el

dγ
dγ = 3,0 · 1048 ergs, (3.72a)

Ew = mc2

∞∫
1

γ
dNw

el

dγ
dγ = 2,2 · 1048 ergs. (3.72b)

Die Integrale wurden mit Programm total_en berechnet. Für eine mittlere Spin-down-
Leuchtkraft von 1,2 · 1039 ergs s−1, ergibt sich die gesamte abgestrahlte Energie bis
heute zu E ≈ 3,6 · 1049 ergs, so dass ungefähr 14% der gesamten Pulsarenergie in
Teilchenenergie umgewandelt wurde.

3.4 Cross-Kalibration der IACTs und dem Fermi/LAT

Die theoretische Modellierung des Energiespektrums eröffnet die Möglichkeit, die
Energieskalen unterschiedlicher Instrumente relativ zueinander zu kalibrieren, was in
dieser Arbeit als Cross-Kalibration bezeichnet wird. Das grundlegende Problem der
abbildenden Cherenkov-Teleskope besteht darin, dass eine direkte Kalibration nicht
möglich ist und stattdessen die Energieskala indirekt über Monte-Carlo-Simulationen
der Luftschauer bestimmt wird (siehe Abschnitt 2.2). Dies ergibt typischerweise Feh-
ler von ∆E/E ≈ 15% auf die abolute Energieskala. Aus diesem Grund unterscheiden
sich die Messungen der einzelnen IACTs∗. Für Breitbandbeobachtungen und zum bes-
seren Vergleich der Messungen untereinander wäre es jedoch wünschenswert, wenn
alle Daten an der selben Energieskala kalibriert wären. Hierzu bietet das berechne-
te Modell eine ausgezeichnete Möglichkeit. Erste Versuche, die IACTs untereinander
mit Hilfe des Krebsnebels zu kalibrieren, wurden bereits von Horns et al. (2005) und
Zechlin et al. (2008) vorgeschlagen. In dieser Arbeit bietet dagegen das Modell, das
im IC-Bereich an die Fermi/LAT Daten angepasst wurde, indirekt die Möglichkeit,
von der Kalibration des Fermi/LAT zu profitieren. Der Fehler der absoluten Energies-
kala des Fermi/LAT beläuft sich auf ∆E/E = +5%

−10% (Abdo et al. 2009). Ein weiterer
Vorteil besteht darin, dass man die unterschiedlichen Energieskalen relativ zueinander
kalibrieren kann.
Die Cross-Kalibration wird folgendermaßen erreicht (siehe auch Meyer et al. 2009,
2010): Nachdem das B-Feld durch die Anpassung an die Fermi-Daten bestimmt ist
(vergleiche Gleichung 3.45), werden die Messdaten der IACTs entlang der Energie-
achse verschoben. Dafür sorgt ein Skalierungsfaktor der Energie, sIACT,

E = Emeas · sIACT, (3.73)

∗ Innerhalb des betrachteten Zeitraumes der IACT-Messungen wird der Krebsnebel hierbei als zeitlich
konstante Quelle betrachtet.
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3 Modell der spektralen Energieverteilung des Krebsnebels

T 3.4: Energieskalierungsfaktoren der Cross-Kalibration für drei IACTs und dem
Fermi/LAT. Der Fehler auf den Skalierungsfaktor von Fermi rührt von der Unsicherheit
des magnetischen Feldes her. Zusätzlich sind die χ2/d.o.f.-Werte der Datenpunkte vor und
nach der Skalierung gezeigt.

Instrument Skalenfaktor sIACT Stat. Fehler ∆s χ2
nachher/d.o.f. χ2

vorher/d.o.f.
Fermi/LAT 1 +0,04 − 0,06 0,492 –

HEGRA 1,063 ±0,005 0,974 15,36
H.E.S.S. 0,973 ±0,009 6,091 7,541
MAGIC 1,034 ±0,007 0,390 1,547

wobei Emeas die gemessene Energie bezeichnet. Mithilfe einer χ2-Minimierung werden
für die einzelnen Instrumente die besten Skalierungsfaktoren bestimmt. Dies geschieht
mit Hilfe des Programmes scaleit, das in Anhang A.1 beschrieben wird. Die Faktoren
sind in Tabelle 3.4 zusammen mit dem 68,3% Fehler der Anpassung gezeigt. Auf-
grund der verwendeten Konstruktion der Anpassung ist der Skalierungsfaktor für das
Fermi/LAT gleich eins, allerdings überträgt sich der statistische Fehler des B-Feldes
auf dessen Skalierungsfaktor. Des Weiteren sind die χ2-Werte vor und nach der Skalie-
rung angegeben. Ein Vergleich zwischen den unskalierten und skalierten Messungen
ist außerdem in Abbildung 3.9 gezeigt. In den kleinen Abbildungen sind die Abwei-
chungen der Punkte von der theoretischen Vorhersage des Modells gezeigt. Wie man
erkennt, beschreiben die Daten nach der Skalierung die Modellrechnungen wie erwar-
tet deutlich besser.
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A 3.9: (a) Der VHE-Teil des Modells der SED ist als schwarze durchgezogene Li-
nie gezeigt, zusammen mit den Messungen des Fermi/LAT, sowie von MAGIC, HEGRA
und H.E.S.S. Die eingefügte Abbildung zeigt das Verhältnis zwischen den gemessenen
Werten (ν fν)meas und der theoretischen Vorhersage des Modells, (ν fν)theo. (b) Die Abbil-
dung zeigt das Selbe wie 3.9(a), jedoch mit den Skalierungsfaktoren aus Gleichung 3.73
und Tabelle 3.4 angewendet auf die Daten der IACTs.

Nach der Cross-Kalibration ist die systematische Unsicherheit der einzelnen Energies-
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3.5 Anwendung der Cross-Kalibration auf den diffusen Photonenhintergrund

kalen eliminiert, was allerdings bleibt, ist die systematische Unsicherheit der Fermi/-
LAT-Messung. Die Cross-Kalibration lässt sich auf eine Vielzahl von Situationen an-
wenden. Ein Beispiel wird im nächsten Abschnitt vorgestellt, in dem Einschränkungen
auf den diffusen Photonenhintergrund berechnet werden.

3.5 Anwendung der Cross-Kalibration auf den
diffusen Photonenhintergrund

A 3.10: Kombinierte Mes-
sungen des diffusen Photonenhinter-
grundes bei TeV-Energien von Fermi,
H.E.S.S. und ATIC. Quelle der Abbil-
dung: Aharonian et al. (2009).

Die Cross-Kalibration ermöglicht es, die
Aussagekraft von kombinierten Messungen
vom Fermi/LAT und IACTs deutlich zu ver-
bessern, da die relative Energieskala zwi-
schen den Instrumenten fixiert wird. Ein Bei-
spiel sind die Messungen des kosmischen
e+ + e−-Spektrums vom Fermi/LAT (Abdo
et al. 2009) und H.E.S.S. (Aharonian et al.
2008, 2009), die als Referenzen für diesen
Abschnitt dienen.
Hochenergetische kosmischen Elektronen und
Positronen (im Folgenden werden sie un-
ter dem Begriff „Elektronen“ zusammenge-
fasst) müssen durch nahe Quellen erzeugt
werden, weil sie schnell ihre Energie durch
IC-Streuung und Synchrotronstrahlung ver-
lieren. Messungen dieses Spektrums können
Aufschluss über ihren Ursprung und ihre Pro-
pagation im interstellaren Medium liefern.
Kontrovers diskutiert sind vor allem die Mes-
sungen der PAMELA-Kollaboration, die einen Überschuss an Positronen detektiert
haben (Adriani et al. 2009) und des ATIC-Experiments, das ein Maximum im e+ + e−-
Spektrum gemessen hat (Chang et al. 2008). Diese Ergebnisse können als Beitrag eines
nahegelegenen Pulsars oder alten Supernovaüberrestes, aber auch als ein Signal Dunk-
ler Materie interpretiert werden.
Die Messungen des Fermi/LAT und H.E.S.S. sind in Abbildung 3.10 gezeigt. Die
systematischen Unsicherheiten des Fermi/LAT und H.E.S.S. sind als schraffierte Bän-
der dargestellt. Sie ergeben sich im Falle des Fermi/LAT aus der Rekonstruktion der
elektromagnetischen Schauer im Kalorimeter, sowie der Lepton-Hadron-Separation.
Gleiches gilt für die systematischen Unsicherheiten der H.E.S.S.-Messungen, wobei
hier die Schauer, die in der Atmosphäre entstehen, rekonstruiert werden. Zusätzlich
kommt ein Beitrag des diffusen Photonenhintergrundes hinzu. Im Gegensatz zum Fer-
mi/LAT ist es mit H.E.S.S. derzeit nicht möglich, photoneninduzierte elektromagneti-
sche Schauer von solchen zu unterscheiden, die durch Elektronen eingeleitet wurden
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3 Modell der spektralen Energieverteilung des Krebsnebels

(vergleiche Kapitel 2.2). Um den Beitrag des diffusen Hintergrundes möglichst gering
zu halten, wurden für die H.E.S.S.-Auswertungen nur Beobachtungen verwendet, bei
denen mindestens 7◦ ober- oder unterhalb der galaktischen Ebene und in Gebieten ohne
bekannte Quellen von VHE-Gammastrahlung gemessen wurde.
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A 3.11: e− + e+ Spektrum gemessen von H.E.S.S. und Fermi. Die Cross-
Kalibrierungsfaktoren wurden auf die H.E.S.S.-Daten angewendet, so dass die Unsicher-
heit auf die globale Energieskala eliminiert sind. Aus der Differenz der Messungen zwi-
schen Fermi und H.E.S.S. lassen sich obere Grenzen für den diffusen Photonenhintergrund
ableiten, dargestellt als magentafarbende Pfeile.

Dass H.E.S.S. nicht zwischen Photonen und Elektronen als Primärteilchen unterschei-
den kann, bietet die Möglichkeit, aus der Differenz der gemessenen Flüsse vom Fer-
mi/LAT und H.E.S.S. den diffusen Photonenhintergrund zu bestimmen. Problematisch
sind jedoch die systematischen Fehler der Energieskalen der einzelnen Instrumente,
die für zwei beliebige Punkte in Abbildung 3.10 durch Pfeile dargestellt sind. Eine
Lösung bietet die Cross-Kalibration. Sie skaliert zum einen die H.E.S.S.-Punkte und
zum anderen kalibriert sie die Messungen relativ zueinander. Das Ergebnis ist in Ab-
bildung 3.11 gezeigt. Aus den skalierten Messungen lassen sich obere Grenzen auf den
diffusen Photonenfluss bestimmen. Dafür werden die H.E.S.S.-Punkte der niederener-
getischen H.E.S.S.-Analyse (rote Punkte in Abbildung 3.11) auf ihren maximal zuge-
lassenen systematischen Fehler skaliert und die entsprechenden Fermipunkte auf den
minimal zugelassenen systematischen Fehler. Anschließend werden die Flüsse von-
einander subtrahiert, wobei zwischen dem Fermi/LAT-Daten interpoliert wurde. Die
obere Grenze für das 68,3% Konfidenzlevel wird dann aus dem fortgepflanzten sta-
tistischen Fehler der Differenz der Messpunkte ermittelt. Die Ergebnisse sind duch
magentafarbende Pfeile in Abbildung 3.11 dargestellt.
Ein weiteres wichtiges Ergebnis der Cross-Kalibration ist, dass das ATIC-Maximum
im kosmischen e+ + e−-Spektrum nach der Skalierung für die H.E.S.S.-Daten unwahr-
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3.5 Anwendung der Cross-Kalibration auf den diffusen Photonenhintergrund

scheinlicher erscheint.
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3 Modell der spektralen Energieverteilung des Krebsnebels
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4 Theorie verborgener Photonen

Eine weitere Aufgabe dieser Arbeit ist es, die Strahlung des Krebsnebels auf Phäno-
mene von Physik jenseits des Standardmodells zu untersuchen. Das Standardmodell
der Materie ist eine der erfolgreichsten Theorien in der Physik. Es vereinigt drei der
vier Kräfte der Natur: die elektromagnetische, die schwache und die starke Wechsel-
wirkung. Trotz der Erfolge und Vorhersagekraft ist das Standardmodell in gewissem
Maße unvollständig. Zum einen weist es um die dreißig freie Parameter auf, die von der
Theorie nicht eingeschränkt sind. Zum anderen ist das Teilchen, das für die Erzeugung
jeglicher Masse im Standardmodell verantwortlich ist – das Higgs-Boson – noch nicht
experimentell nachgewiesen. Des Weiteren müssen einige Parameter sehr fein einge-
stellt werden, um Divergenzen, die in der Berechnung von Wirkungsquerschnitten auf-
treten, exakt weg zu heben. Dem Standardmodell gelingt es zudem nicht, die vierte
Art der Wechselwirkung, die Gravitation, zu beschreiben. Eine Vereinheitlichung al-
ler Kräfte der Natur ist bislang nicht vollständig gelungen, da die Quantisierung der
Raum-Zeit noch nicht hinreichend verstanden ist. Physik jenseits des Standardmodells
soll Antworten auf diese und weitere offene Fragen liefern.
Die einzigen experimentellen Hinweise, dass Erweiterungen zum Standardmodell nö-
tig sind, ergeben sich aus astronomischen Beobachtungen. Messungen von Häufig-
keiten leichter Elemente, aus denen sich mit Hilfe der Theorie der primordialen Nu-
kleosynthese (Big Bang Nucleosynthesis, BBN) Abschätzungen auf den baryonischen
Anteil der gesamten Energiedichte im Universum machen lassen, zeigen, dass sich
der Anteil der baryonischen Massendichte auf nur ungefähr 4% der kritischen Ener-
giedichte∗ beläuft. Unter der Annahme, dass der Kosmos ein euklidischer Raum mit
verschwindender Krümmung ist, sagen jedoch die Friedmann-Lemaître-Gleichungen†

vorraus, dass die gesamte Energiedichte gleich der kritischen Energiedichte sein muss
(Unsöld & Baschek 2002). Unter dieser Annahme muss also deutlich mehr Materie im
Universum vorhanden sein, als für uns sichtbar ist. Experimentelle Hinweise auf das
Vorhandensein Dunkler Materie (DM) liefert zum Beispiel der Gravitationslinsenef-
fekt von Galaxienhaufen. Durch die Gravitation des Haufens wird Licht von Hinter-
grundgalaxien abgelenkt und die Bilder der Hintergrundgalaxien verzerrt. Die sicht-
bare Materie in den Haufen reicht dabei nicht aus, um die Stärke dieses Effektes zu
erklären. Zudem könnte kalte, das heißt nicht-relativistische, Dunkle Materie durch
ihre Gravitation die Bildung von Galaxien und Galaxienhaufen erklären (Blumenthal

∗ Die kritische Energiedichte ρc(t) ist definiert als ρc(t) = 3H2(t)/(8πG) mit H(t) der Hubblefunktion
und G der Gravitationskonstanten (Unsöld & Baschek 2002).

† Diese Differentialgleichungen beschreiben die Expansion des Universums und folgen aus den Ein-
steinschen Feldgleichungen der allgemeinen Relativitätstheorie.
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et al. 1984).
Die besten Anpassungen von Theorien an Beobachtungen liefern einen Dunkle-Ma-
terie-Anteil von rund 20% der kritischen Energiedichte. Verschiedene Erweiterungen
des Standardmodells beinhalten schwere Teilchen, die Kandidaten für Dunkle Materie
sind.
Ferner wird eine beschleunigte Expansion des Universums beobachtet, was eine kos-
mologische Konstante in den Friedmann-Lemaître-Gleichungen ungleich Null voraus-
setzt. Für die Expansion wird eine bislang wenig verstandene Dunkle Energie verant-
wortlich gemacht, die ca. 74% der kritischen Dichte des Universums ausmacht. Dies
entspricht einer Energiedichte ρΛ im GeV/m3=̂ meV4 Bereich‡. Die Dunkle Energie
könnte im Rahmen der Quantenfeldtheorie durch die im Vakuum gespeicherte Ener-
giedichte erklärt werden, da diese einen negativen Druck aufweist und somit der Gra-
vitation entgegenwirkt. Allerdings ist es im Moment nicht möglich, die theoretisch
berechneten Werte der Vakuumenergiedichte mit den Beobachtungen in Einklang zu
bringen (Unsöld & Baschek 2002).
Einer der zukünftigen Hauptaufgaben der Experimente am LHC wird die Suche nach
dem Higgs-Boson und Kandidaten für Dunkle Materie sein. Er eignet sich jedoch
nicht, um kleine Energieskalen im Sub-eV-Bereich zu untersuchen. In diesem Energie-
bereich ist aber die bislang einzige Erweiterung des Standardmodells – massebehaftete
Neutrinos – experimentell bestätigt worden. Im Standardmodell sind Neutrinos exakt
masselos, jedoch haben verschiedene Experimente Oszillationen der Neutrinoflavors
nachgewiesen, die durch eine nichtverschwindende Masse dieser Teilchen erklärt wird.
Es ist also lohnenswert, auch nach neuer Physik bei kleinen Masseskalen zu suchen. Es
existieren bereits eine Reihe von Theorien, die sich mit der Phänomenologie solcher
schwach wechselwirkenden§ Sub-eV-Teilchen (weakly interacting sub eV particles,
WISPs) befassen. Die Emission des Krebsnebels soll auf die Vorhersagen einer dieser
Theorien, der Theorie der verborgenen Photonen, hin untersucht werden.
Die Theorie wird, zusammen mit den Grundlagen von Eichtheorien, im Abschnitt 4.1
vorgestellt. Eine rein quantenfeldtheoretische Betrachtung folgt in Abschnitt 4.2. Be-
stehende Einschränkungen an mögliche Parameter der verborgenen Photonen werden
in Abschnitt 4.3 zusammengefasst und die für Beobachtungen von vorhergesagten Ef-
fekten der Theorie nötige Kohärenz wird im letzten Abschnitt 4.4 untersucht.

4.1 Verborgene Photonen

Die Theorie der verborgenen Photonen ist, wie das Standardmodell selber, eine Quan-
tenfeldtheorie (QFT) mit einer bestimmten Eichsymmetrie (Eichsymmetrien werden
im nächsten Abschnitt erläutert). Eine quantenfeldtheoretische Behandlung ist immer

‡ Dieser Wert ergibt sich mit einer Hubblekonstanten von H0 = 75 km s−1 Mpc−1 und ΩΛ ≡ ρΛ/
ρc = 0,74 (Unsöld & Baschek 2002; Amsler et al. 2008). Das GeV/m3=̂ meV4 gilt, folgt aus der
Betrachtung in natürlichen Einheiten, in denen [Länge]−1 = [Energie] ist.

§ Hier ist nicht notwendigerweise die schwache Wechselwirkung gemeint.
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dann nötig, wenn Vielteilchensysteme mit Wechselwirkungen (wie zum Beispiel dem
Erzeugen und Vernichten von Teilchen) relativistisch korrekt beschrieben werden sol-
len. Die definierende Größe einer QFT ist die Wirkung S, beziehungsweise die La-
grangedichte L , die eine Funktion der Felder φ und deren Ableitungen ∂µφ ist, wobei
die Felder selbst operatorwertig sind (siehe beispielsweise Peskin & Schroeder 1995),

S =

∫
d4x L (φ, ∂µφ). (4.1)

Jedes Feld und dessen Ableitung stellt eine unabhängige Variable dar. Die Bedingung,
dass die Variation der Wirkung δS = 0 ist, liefert die Euler-Lagrange-Gleichungen, die
den Bewegungsgleichungen der Felder entsprechen. Die Lagrangedichte L sollte ver-
schiedene Anforderungen erfüllen: sie sollte ein Skalar unter Lorentztransformationen
von der Dimension [Energie]4 sein und außerdem invariant unter CPT -Transformation¶

sein.

Eichsymmetrien

Es können Symmetrien postuliert werden, die die Lagrangedichte, bis auf Oberflä-
chenterme, invariant lassen und mit Hilfe des Noether-Theorems auf Erhaltungsgrößen
führen. Solche Symmetrien sind zum Beispiel globale Phasentransformationen, das
heißt, Transformationen von der Form φ(x)→ φ′(x) = exp(iα)φ(x), wobei die Phase α
nicht von x abhängt. Im Gegensatz dazu stehen lokale Transformationen, sogenannte
Eichtransformationen, bei denen die Transformation von Ort und Zeit abhängt.
Die in der Physik vorkommenden Eichtransformationen bilden immer eine Gruppe
im mathematischen Sinn. Dies bedeutet, dass zwei aufeinander folgende Eichtransfor-
mation wieder eine Eichtransformation liefern (Abgeschlossenheit), dass das Assozia-
tivgesetz gilt, dass ein neutrales Element existiert (die Eichtransformation ändert die
Felder nicht) und dass sich zu jeder Transformation auch ein Inverses finden lässt, so
dass die Verknüpfung einer Transformation mit seinem Inversen das neutrale Element
ergibt. In der Teilchenphysik sind Lie-Gruppen, die die Transformation mit kontinuier-
lichen Parametern (wie zum Beispiel einer Phase, die sich kontinuierlich in Abhängig-
keit von x ändert, α = α(x)) beschreiben, von besonderem Interesse (Sternberg 1995).
Die Invarianz von L unter Eichtransformationen zieht zwangsläufig die Existenz von
Eichfeldern nach sich. Dies liegt daran, dass bei einer Ableitung die Felder an zwei
unterschiedlichen Orten x und x + ε (mit dem Limes ε → 0) verglichen werden, die
unter Eichtransformationen jedoch unterschiedlich transformieren. Um einen Zusam-
menhang zwischen den Feldern an unterschiedlichen Orten herzustellen, wird die Ab-
leitung durch die kovariante Ableitung Dµ = ∂µ − igAµ ersetzt. Dabei stellt Aµ(x) das
Eichfeld und g die Kopplung dar‖. Somit wird das Eichfeld über die zugrundeliegen-

¶ Die CPT -Transformation ist eine Kombination der Ladungskonjugation C, der Paritätstransformation
P und der Zeitumkehr T .

‖ Dieselbe Situation findet man in der allgemeinen Relativitätstheorie vor, in der ebenfalls eine kovari-
ante Ableitung über Zusammenhänge definiert wird (siehe zum Beispiel Hobson et al. 2006).
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4 Theorie verborgener Photonen

de Gruppe der Eichtransformation bestimmt (siehe zum Beispiel Peskin & Schroeder
1995, Kapitel 15).
Die EichgruppeGSM des Standardmodells setzt sich aus nicht-abelschen und abelschen
Eichgruppen zusammen,

GSM = SU(3) × SU(2) × U(1)Y
Higgs−

−−−−−−−−−→
Mechanismus

SU(3) × U(1)EM.

Die Eichfelder – auch Eichbosonen genannt – der SU(3) bilden die Gluonen der starken
Wechselwirkung, die W±-Bosonen und das Z0-Boson sind die Eichfelder der schwa-
chen Wechselwirkung. Der Higgs-Mechanismus sorgt dafür, dass die Symmetrie der
elektroschwachen Wechselwirkung gebrochen wird, SU(2) × U(1)Y → U(1)EM, da
dass Higgs-Boson unterhalb einer bestimmten Energie einen Vakuumerwartungswert
annimmt, der nicht symmetrisch unter SU(2)×U(1)Y ist. Das Photon ist das Eichboson
der elektromagnetischen Wechselwirkung U(1)EM, die nach dieser spontanen Symme-
triebrechung durch den Higgs-Mechanismus entsteht∗∗. Vereinheitlichte Feldtheorien,
sogenannte GUTs (Grand Unified Theories), sowie die Stringtheorie basieren ebenfalls
auf Eichgruppen, die die Eichgruppe des Standardmodells beinhalten, G ⊃ GSM. Dabei
werden häufig weitere U(1) Eichgruppen vorhergesagt. Die Theorie der verborgenen
Photonen baut genau auf einer derartigen Symmetrie auf. Der Begriff „verborgen“ deu-
tet eine Eigenschaft dieser Theorie an, nämlich dass die Eichbosonen nicht mit Materie
des Standardmodells wechselwirken.

Verborgene Photonen

Im einfachsten Fall, der ausschließlich in dieser Arbeit betrachtet werden soll, wird
eine weitere Eichsymmetrie Uhid(1)†† angenommen. Die Lagrangedichte ist nach der
Symmetriebrechung der elektroschwachen Wechselwirkung durch den Higgs-Mecha-
nismus für Photonen und verborgene Photonen gegeben durch

L = −
1
4

FµνFµν −
1
4

XµνXµν +
sin χ0

2
FµνXµν +

cos2 χ0

2
µ2XµXµ. (4.2)

Der erste Term beinhaltet den bereits eingeführten elektromagnetischen Feldtensor
des Photonenfeldes, der zweite Term ist dazu das Analogon der verborgenen Photo-
nen, Xµν = ∂µXν − ∂νXµ, mit dem Eichfeld Xµ des verborgenen Photons. Die Terme
sind demnach die kinetischen Terme der Eichbosonen. Der letzte Term ist ein mögli-
cher Masseterm der verborgenen Photonen mit der Masse µ. Durch ihn ist die Eich-
symmetrie Uhid(1) explizit gebrochen, was entweder durch einen Higgs-Mechanismus
im verborgenen Sektor oder durch den Stückelberg-Mechanismus möglich ist (Ahlers
et al. 2008). Der dritte Term ist eine Mischung der kinetischen Terme und erlaubt ei-

∗∗ Die Lie-Gruppe SU(N) bildet die Gruppe der speziellen unitären Matrizen U, für die U† = U−1 und
det U = 1 gilt. Die Anzahl der Generatoren ist gegeben durch N2 − 1. Die Lie-Gruppe U(N) der
unitären Matrizen weist nur erstere der beiden Eigenschaften auf.

†† Der Index „hid“ steht für hidden, zu deutsch, verborgen.
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ne Wechselwirkung zwischen Photonen und verborgenen Photonen. Dieser Term wird
in der Literatur auch als kinetic mixing term bezeichnet. Der dimensionslose Parame-
ter χ0 ist der Mischungswinkel zwischen Photonen und verborgenen Photonen. Der
Mischterm kann als effektiver Operator einer Theorie bei niedrigen Energien verstan-
den werden, ähnlich wie die Fermi-Vierpunktwechselwirkung die schwache Wechsel-
wirkung bei niedrigen Energien beschreibt. Bei hohen Energien zeigt Abbildung 4.1
die Wechselwirkung zwischen Photonen und verborgenen Photonen mit der Einschlei-
fenkorrektur. In der Schleife laufen schwere Fermionen um, die sowohl unter UEM(1)
als auch Uhid(1) geladen sind. Holdom (1986a,b) hat gezeigt, dass die Amplitude des
Einschleifendiagramms den Mischungswinkel ergibt,

sin χ0 =
ee′

6π2

∑
i

QiQ′i ln mi, (4.3)

wobei e die elektromagnetische Ladung, e′ die Ladung der verborgenen Photonen und
Qi, beziehungsweise Q′i (in Einheiten von e und e′), die Ladung der Fermionen der
Massen mi ist, die in der Schleife umlaufen und über die summiert wird. Der einhei-
tenbehaftete Logarithmus ist so zu verstehen, dass er bei einer Berechnung noch durch
ein Standardverfahren, wie zum Beispiel einer ultravioletten Abbruchskala, reguliert
werden muss (Redondo 2008a). Theoretische Einschränkungen des Mischungswinkels
sind abhängig von der zugrunde liegenden Theorie, die zusätzliche Eichgruppen vor-
hersagt. Kompaktifizierungen von Stringtheorien ergeben beispielsweise einen großen
Wertebereich, in dem der Mischungswinkel liegen kann. Typischerweise findet man
(Jaeckel & Ringwald 2010)

10−12 . χ0 . 10−3. (4.4)

�
Aµ Xµ −→

�
Aµ Xµ

A 4.1: Feynmandiagramme für die kinetische Mischung von Photonen und ver-
borgenen Photonen. Neben dem Diagramm der niedrigsten Ordnung (Tree-level) ist die
Einschleifenkorrektur gezeigt. Die Wechselwirkung wird durch schwere Fermionen ver-
mittelt, die unter beiden Eichgruppen geladen sind.

Der kinetische Mischterm kann durch eine Transformation der Felder eliminiert wer-
den:

A −→ AR = cos χ0A
X −→ S = X − sin χ0A. (4.5)

Die erste Transformation des Photonfeldes ist gleichbedeutend mit einer Renormie-
rung der elektrischen Ladung e → e/ cos χ0 (Ahlers et al. 2007), weswegen der Index
R im Folgenden weggelassen wird. Durch Einsetzen der transformierten Felder in L
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und unter Verwendung der Notation Aµ = (Aµ(x), S µ(x))T erhält man

L −→ L ′ = −
1
4

FµνFµν −
1
4

S µνS µν +
1
2
AT

µM
2Aµ. (4.6)

Die MatrixM2 stellt eine nicht-diagonale Massenmatrix dar,

M2 = µ2
(

sin2 χ0 sin χ0 cos χ0

sin χ0 cos χ0 cos2 χ0

)
. (4.7)

Die Zustände {A, S } bezeichnet man als Wechselwirkungszustände oder auch Fla-
vorzustände, da das Quantum γ des Feldes A nur mit Standardmodellmaterie wech-
selwirkt, wohingegen die Quanten γs des S -Feldes komplett steril gegenüber Stan-
dardmodellwechselwirkungen sind (Mirizzi et al. 2009). Die Masseneigenzustände
{Am, S m} erhält man durch eine SU(2) Transformation,

Am = U†A =
(
cos χ0 − sin χ0

sin χ0 cos χ0

) (
A
S

)
, (4.8)

wodurch die Massenmatrix diagonalisiert wird zuM2
diag = U†M2U = diag(0, µ2). Die

kinetischen Terme sind dagegen invariant unter der SU(2) Transformation††. Somit
wird ebenfalls deutlich, dass die Eichsymmetrie der UEM(1) auch in der Basis {A, S }
noch intakt ist‡‡. Ein weiterer Punkt ist, dass durch die Transformation aus Gleichung
4.5 deutlich wird, dass Fermionen, die nur unter der Uhid(1) geladen sind, ebenfalls eine
Ladung unter UEM(1) erhalten. Der Wechselwirkungsterm von möglichen verborgenen
Fermionen h mit verborgenen Photonen ist analog zur Quantenelektrodynamik (QED)
gegeben durch

e′h̄X/h −→ e′h̄S/h − e′ sin χ0h̄A/h, (4.9)

wobei die übliche Notation A/ ≡ Aµγ
µ und h̄ ≡ hγ0 mit den Dirac-Matrizen γµ benutzt

wurde (Peskin & Schroeder 1995). Somit erhalten die verborgenen Fermionen eine
Ladung unter UEM(1) von εe = e′ sin χ0. Ist χ0 � 1, wie von einigen Experimenten
(vergleiche Abbildung 4.2) und der Stringtheorie vorhergesagt wird, ist |ε| � 1 und
man spricht von minicharged particles∗. Ahlers et al. (2007) haben jedoch gezeigt,
dass die Kopplung des Photons an verborgene Fermionen identisch verschwindet, falls
sich das externe Photon auf der Massenschale befindet. Der Grund dafür ist, dass der
Beitrag durch die Kopplung des Photons an die Ladung εe des verborgenen Fermions

†† Die Invarianz ist gegeben, da FµνFµν = trFµνFµν und die Spur zyklisch ist. Für F′µν = U†FµνU findet
man

trF′µνF
′µν = tr

(
U†FµνUU†FµνU

)
= tr

(
FµνFµνUU†

)
= FµνFµν.

‡‡ Dies kann man auch direkt aus Gleichung 4.6 sehen, wenn man eine Eichtransformation durchführt
mit Aµ → Aµ + ∂µα und beachtet, dass das S -Feld transformiert mit S µ → S ′µ = Xµ + sin χ0(AR

µ )′ =
S µ + tan χ0∂µα.

∗ Minicharged particles lässt sich mit „sehr gering geladenen Teilchen“ übersetzen.
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genau durch die Kopplung aufgrund der nicht diagonalen Massenmatrix aufgehoben
wird.
Bereits Okun (1982) zeigte, dass die nicht diagonale Massenmatrix zu Oszillationen
zwischen Photonen und verborgenen Photonen führt†, die analog zu den Neutrinooszil-
lationen behandelt werden können. Die Wahrscheinlichkeit der Konversion eines Pho-
tons γ zu einem verborgenen Photon γs im Vakuum in einem Abstand d von der Quel-
le der Photonen kann durch die Lösung der Bewegungsgleichung, die man durch den
Euler-Lagrange-Formalismus erhält, aus Gleichung 4.6 berechnet werden. Löst man
die Bewegungsgleichung mit dem Ansatz ebener Wellen, so zeigt sich, dass mit einer
gewissen Wahrscheinlichkeit Photonen in verborgene Photonen umgewandelt werden.
Diese Wahrscheinlichkeit ist gegeben durch (siehe beispielsweise Ahlers et al. 2007;
Zechlin 2009)

Pγ→γs = sin2(2χ0) sin2
(
µ2 d
4E

)
, (4.10)

wobei E die Energie des Photons ist. Diese Gleichung gilt in der Näherung ebener
Wellen mit hohen Photonenenergien (Zechlin 2009). In geeigneten Einheiten erhält
man

Pγ→γs = sin2(2χ0) sin2
[
0,03909

(
µ

10−12 eV

)2 ( E
keV

)−1 (
d

kpc

)]
. (4.11)

Diese Gleichung wird bei der Analyse der Krebsnebeldaten auf Photonenoszillationen
häufig verwendet werden.

4.2 QFT von Photonenoszillationen

Die Oszillationswahrscheinlichkeit wurde im vorherigen Abschnitt rein quantenme-
chanisch aus der Lagrangedichte berechnet. Blasone & Vitiello (1995) haben jedoch
für Fermionenfelder gezeigt, dass der Hilbertraum für Felder mit festgelegtem Flavor
unitär inäquivalent ist zum Hilbertraum der Felder mit definierter Masse (freie Felder).
Dieser Schluss wurde auf neutrale und komplexe bosonische Felder und auf komplexe
Felder höherer Spins übertragen (Blasone et al. 2001; Ji & Mishchenko 2002; Blasone
& Palmer 2004). Unitäre Inäquivalenz bezeichnet die Eigenschaft, dass im schwachen
Limes t → ±∞ die Felder abhängig von der gewählten Darstellung sind (Blasone
& Vitiello 1995). Dieses Phänomen tritt vor allem bei Quantenfeldtheorien auf, weil
man es dort mit unendlich vielen Freiheitsgraden zu tun hat. Der obige Limes ist des-
halb wichtig, weil in einer QFT Observablen durch freie Felder ausgedrückt werden,
die man aus genau dieser Grenzbetrachtung erhält, was mit dem LSZ‡-Formalismus

† Okun (1982) prägte in seiner Arbeit den Begriff der Paraphotonen für verborgene Photonen, der auch
häufiger in der Literatur verwendet wird.

‡ LSZ steht für die Namen der „Entdecker“ dieses Formalismus: Harry Lehmann, Kurt Symanzik und
Wolfhart Zimmermann.
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gezeigt werden kann (siehe zum Beispiel Itzykson et al. 1984). Es ist deshalb beson-
ders wichtig, sich die Abbildung zwischen dem Hilbertraum der Flavoreigenzustände
und dem der Masseneigenzusände zu betrachten. Dies soll im Folgenden für den Fall
der Photonenoszillationen geschehen. Es handelt sich hierbei um die Mischung von
zwei neutralen Vektorbosonen. „Neutral“ sind hierbei reelle Felder, die keine Ladung
(oder Leptonenzahl, Isospin, etc.) aufweisen. Der vorgestellte Formalismus könnte in
Zukunft dahingehend weiterentwickelt werden, um die Oszillationswahrscheinlichkeit
aus rein quantenfeldtheoretischen Überlegungen herzuleiten.

Die Lagrangedichte L für die Flavoreigenzustände Aµ
f (sie werden der Deutlichkeit

halber mit dem Index „ f “ versehen) aus Gleichung 4.5 ist mit der Lagrangedichte
der Masseneigenzustände Aµ

m über die SU(2)-Transformation aus Gleichung 4.8 ver-
knüpft. Hierbei bezeichnet der Index σ = {A, S } die Flavorfelder und der Index i = 1, 2
die Masseneigenzustände,

L = −
1
4

∑
σ={A,S }

Fσ,µνFµν
σ +

1
2
AT

f ,µM
2Aµ

f = −
1
4

∑
i={1,2}

Fi,µνF
µν
i +

1
2
AT

m,µM
2
diagA

µ
m. (4.12)

Ein Vergleich mit der vorherigen Notation zeigt, dass beispielsweise Fµν
S ≡ S µν ist (die

Indizes, die mit Kommata versehen sind, bezeichnen keine Ableitung). Der Lagran-
gian ist also eine Summe von masselosen und massiven Vektorbosonen, sogenannten
Proca-Feldern (Itzykson et al. 1984). Für die Berechnung der Abbildung zwischen den
Hilberträumen ist ferner der konjugierte Impuls der Felder nötig. Da es sich hier um
Eichtheorien handelt (für die Uhid(1) vor der Symmetriebrechung), muss der obige La-
grangian erweitert werden, um die Integration in der Wirkung über eichäquivalente
Felder zu berücksichtigen. Ansonsten würde die nullte Komponente des konjugierten
Impuls gleich Null sein und man könnte keine kanonischen Vertauschungsrelationen
postulieren. Dies kann entweder durch einen Lagrangeschen-Multiplikator oder durch
die Quantisierung über Pfadintegrale und dem Faddeev-Popov-Formalismus gesche-
hen (siehe zum Beispiel Peskin & Schroeder 1995). Man erhält einen zusätzlichen
Term, −1/(2α)(∂µA

µ
m)2, wobei α ein frei wählbarer Parameter ist, der sich in der Be-

rechnung von Observablen immer weghebt. Nach einer kurzen Rechnung (siehe An-
hang C.1) erhält man in der Feynmaneichung (α = 1) für den kanonisch konjugierten
Impuls

π
µ
i = −Ȧµ

i . (4.13)

Die Entwicklung nach ebenen Wellen der freien Felder im Grenzwert des unendlichen
Volumens liefert

Aµ
i (x) =

3∑
λ=0

∫
d3k

(2π)3/2

1
√
ωk,i

(
aλi,kε

λ,µ
i,k e−iωk,i + a†,λi,−k(ελ,µi,−k)∗eiω−k,i

)
eik·x, (4.14a)

π
µ
i (x) = i

3∑
λ=0

∫
d3k

(2π)3/2

√
ωk,i

2

(
aλi,kε

λ,µ
i,k e−iωk,i − a†,λi,−k(ελ,µi,−k)∗eiω−k,i

)
eik·x, (4.14b)
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wobei aλi,k und a†,λi,−k die Vernichtungs- beziehungsweise Erzeugungsoperatoren eines
masselosen (i = 1) beziehungsweise eines massiven verborgenen Photons (i = 2) mit
der Polarisation λ und Impuls k sind. Man beachte, dass sich die Polarisationsvektoren
ε
λ,µ
i,k für den masselosen und massiven Fall unterscheiden. Die Vertauschungsrelationen

zu gleichen Zeiten sind

[πµi (x), Aν
j(y)]x0=y0 = −igµνδ(3)(x − y)δi j, (4.15)

und alle anderen Kombinationen sind Null. Gesucht wird nun die Abbildung Gχ(t), die
die SU(2) Transformation zwischen Flavor- und Masseneigenzuständen aus Gleichung
4.8 erzeugt, so dass

Aµ
σ(x) = G−1

χ (t)Aµ
i (x)Gχ(t). (4.16)

Dies wird gelöst durch den Ansatz

Gχ(t) = exp[χ(S +(t) − S −(t)], (4.17)

wobei S + und S − gegeben sind durch

S + = −i
∫

d3x πµ1(x)A2
µ(x) (4.18a)

S − = −i
∫

d3x πµ2(x)A1
µ(x). (4.18b)

Setzt man den Ansatz in Gleichung 4.16 ein, so erhält man nach kurzer Rechnung
(siehe Anhang C.2)

d2

dχ2 Aµ
A(x) =

d2

dχ2

[
G−1
χ (t)Aµ

1(x)Gχ(t)
]
= −Aµ

A(x). (4.19)

Analog gilt, dass d2/dχ2Aµ
S (x) = −Aµ

S (x) ist. Zusammen mit den Anfangsbedingungen
Aµ

A(x)|χ=0 = Aµ
1(x) und Aµ

S (x)|χ=0 = Aµ
2(x) ergibt sich so die Transformation aus Glei-

chung 4.8. Für ein endliches Volumen ist Gχ(t) unitär mit G−1
χ (t) = G−χ(t) = G†χ(t). Die

Operatoren S − und bilden S + bilden zusammen S 3 Generatoren einer SU(2) Algebra,
wie in Anhang C.2 gezeigt wird, mit

S 3 = −
i
2

∫
d3x [πµ1(x)A1

µ(x) − πµ2(x)A2
µ(x)], (4.20a)

S 0 = −
i
2

∫
d3x [πµ1(x)A1

µ(x) + πµ2(x)A2
µ(x)]. (4.20b)

Dabei ist S 0 der Casimir-Operator, der mit allen Generatoren kommutiert. Betrachtet
man nun den Erwartungswert mit zwei beliebigen Zuständen |a〉1,2 und |b〉1,2 des Hil-
bertraums H1,2 der Masseneigenzustände und verwendet das Inverse der Relation aus
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Gleichung 4.16,

1,2 〈a| A
µ
1(x) |b〉1,2 = 1,2 〈a|Gχ(t)A

µ
A(x)G−1

χ (t) |b〉1,2 , (4.21)

so sieht man, da Aµ
A(x) auf dem HilbertraumHA,S der Flavoreigenzustände definiert ist,

dass {G−1
χ (t) |b〉1,2 ,G−1

χ (t) |a〉1,2} ∈ HA,S gelten muss. Somit ist die Abbildung zwischen
den Hilberträumen gefunden,

G−1
χ : H1,2 −→ HA,S . (4.22)

Insbesondere lässt sich so der Vakuumzustand des Flavorraums durch den Vakuumzu-
stand von H1,2, |0〉1,2, mit aλi,k |0〉1,2 = 0, bestimmen. Es handelt sich dabei um einen
sogenannten kohärenten Zustand (Perelomov 1986), der durch die SU(2) Generatoren
der Abbildung G−1

χ (t) induziert wird,

|0(χ, t)〉A,S = G−1
χ (t) |0〉1,2 . (4.23)

Der vorgestellte Formalismus kann prinzipiell verwendet werden, um die Oszillati-
onswahrscheinlichkeit nicht-störungstheoretisch herzuleiten. Blasone & Palmer (2004)
haben dies für neutrale Bosonen durchgeführt. Dazu betrachten sie den Energie-Impulstensor,
da es keine Ladungsgröße gibt, die oszillieren kann, wie es zum Beispiel bei den Neu-
trinos die Leptonenzahl ist. Dazu ist es nötig, die Auf- und Absteigeoperatoren der
Flavorfelder,

aλA,k(t) = G−1
χ (t)aλ1,kGχ(t) (4.24a)

aλS ,k(t) = G−1
χ (t)aλ2,kGχ(t), (4.24b)

unter Ausnutzung der Baker-Hausdorff-Formel in Abhängigkeit der Auf- und Abstei-
geoperatoren der Masseneigenzustände zu schreiben. Im Fall der Photonenoszillatio-
nen kommt allerdings erschwerend hinzu, dass es sich um Spin-1-Teilchen handelt und
somit die Polarisationsvektoren mit berücksichtigt werden müssen. Diese unterschei-
den sich im Fall von massiven und masselosen Vektorbosonen, da letztere keine longi-
tudinale Polarisation aufweisen können, was sich aus den Darstellungen der Poincaré-
Gruppe ergibt (siehe zum Beispiel Itzykson et al. 1984). Im Fall der Spin-0-Bosonen
zeigt dieser Formalismus interessante Korrekturen zu den quantenmechanischen Os-
zillationsformeln, die sich vor allem bei niedrigen Energien bemerkbar machen. Eine
Untersuchung der Photonenoszillationen auf ein ähnliches Verhalten ist deshalb eben-
falls reizvoll, dies muss aber in zukünftigen Arbeiten geschehen.

4.3 Einschränkung des Parameterraums

Die Wahrscheinlichkeit für Oszillationen von Photonen in verborgene Photonen ist
nach Gleichung 4.10 bestimmt durch den Mischungswinkel und die Masse der ver-
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4.3 Einschränkung des Parameterraums

borgenen Photonen. Der mögliche Parameterraum (µ, χ0) umfasst viele Größenord-
nungen. Die Suche nach verborgenen Photonen muss deshalb mit einer Vielzahl von
Experimenten durchgeführt werden. Zum einen werden Labor- und Beschleunigerex-
perimente verwendet, zum anderen werden astrophysikalische – sowohl Satelliten, als
auch bodengestützte – Experimente benutzt. In diesem Abschnitt sollen die bereits be-
stehenden Einschränkungen an die Masse und den Mischungswinkel vorgestellt wer-
den. Sofern nicht anders angegeben, dient die Zusammenfassung von Jaeckel & Ring-
wald (2010) und dort angegebene Quellen als Referenz.
Eine Zusammenstellung der ausgeschlossenen Regionen ist in Abbildung 4.2 zu sehen.
Die einzelnen Experimente sollen im Folgenden kurz vorgestellt werden.

A 4.2: Einschränkungen des Parameterraums verborgener Photonen. Gezeigt
sind die Ausschlussregionen verschiedenster Experimente sowie Regionen von speziellem
theoretischen Interesse in durchsichtigem Gelb. Siehe Text für Details zu den einzelnen
Versuchen. Quelle der Abbildung: Jaeckel & Ringwald (2010)

Astrophysikalische und kosmologische Einschränkungen

Angefangen bei kleinen Massen, sind zunächst die Einschränkungen durch Messungen
des magnetischen Feldes von Erde und Jupiter zu nennen (Goldhaber & Nieto 1971),
die eine obere Grenze für die Photonmasse ergeben. Die nächste starke Einschränkung
stammt aus der Messung des kosmischen Mikrowellenhintergrundes (CMB, siehe Ab-
schnitt 3.2) mit dem FIRAS Experiment. Die Konversion von Photonen in verborgene
Photonen führt zu Störungen im CMB Spektrum, die durch die genauen Messungen
deutlich eingeschränkt werden können.
Des Weiteren würden verborgene Photonen zu einen Beitrag zur effektiven Neutrino-
anzahl führen. So würde sich die effektive Anzahl der Neutrinos zur Zeit des CMBs
und der Formationen von Strukturen auf großen Skalen im Universum von der effek-
tiven Anzahl der Neutrinos zur Zeit der BBN unterscheiden. Im ersteren Fall kann die
Anzahl durch Anisotropien im CMB und für letzteren Fall durch das Verhältnis der
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Neutronen zu Protonen im Universum bestimmt werden. Die WMAP-Daten legen tat-
sächlich nahe, dass ein weiterer Beitrag zur Strahlungsdichte, außer den drei bekannten
Neutrinos, nötig ist. Dies könnte durch verborgene Photonen mit bestimmten Parame-
tern, markiert durch die Theorie des hCMB – hidden CMB – in Abbildung 4.2, erklärt
werden.
Weitere theoretisch interessante Regionen sind gekennzeichnet durch Unified DM, lu-
ke DM und hidden Photino DM. Sie alle beschreiben Parameterregionen, in denen
verborgene Photonen direkte oder indirekte Kandidaten für Dunkle Materie sind. Bei
unified DM („vereinheitlichte“ DM) handelt es sich um Modelle, in denen Kandida-
ten für DM im verborgenen Sektor vermutet werden. Der Name leitet sich aus dem
Versuch ab, verschiedenste Hinweise auf DM zu erklären. In luke („lauwarmen“) DM
Modellen werden verborgene Photonen und weitere Teilchen, die unter der Uhid(1) ge-
laden sind, mit DM in Verbindung gebracht. Schließlich stellen hidden photino DM
Modelle dar, in denen der supersymmetrische Partner des verborgenen Photons – das
verborgene Photino – als DM-Kandidat gehandelt wird.
Weitere astrophysikalische Einschränkungen ergeben sich aus den Lebensdauern der
Sonne und der Sterne des Horizontalastes (Horizontal Branch, gekennzeichnet durch
„HB“ in Abbildung 4.2) des Hertzsprung-Russel-Diagramms der Sternentwicklung∗.
Bei der Existenz von verborgenen Photonen eröffnet sich ein neuer Energieverlust-
kanal, der die Lebensdauer der Sonne verkürzen könnte, bei Roten Riesen allerdings
dieses Stadium der Sternentwicklung durch Kühlungseffekte verlängern würde. Wei-
tere Einschränkungen können durch die Dauer des Ausbruches von Neutrinos bei der
Supernovaexplosion SN1987A gefunden werden.

Einschränkungen durch Laborexperimente und Beschleuniger

Laborexperimente und Beschleuniger können ebenfalls genutzt werden, um nach ver-
borgenen Photonen zu suchen. Okun (1982) zeigte bereits, dass verborgene Photonen
zu einer Erweiterung des Coulombpotenzials um einen Yukawaterm führen (Popov
1999),

U(r) = −
α

r

(
cos2 χ0 + sin2 χ0e−µr

)
, (4.25)

mit α, der Feinstrukturkonstanten. Diese Abweichung kann experimentell untersucht
werden, zum Beispiel durch die Messung des elektrischen Feldes zwischen zwei kon-
zentrischen Sphären (Popov 1999, und dortige Quellen). Des Weiteren können Präzi-
sionsvermessung der Rydbergkonstanten von inneratomaren Übergängen weitere Ein-
schränkungen liefern, die mit den Einschränkungen, die sich aufgrund von Abschät-
zungen der Lebenszeit der Sonne ergeben, kompatibel sind.
Eine weitere Art von Experimenten, die gezielt nach WISPs aller Art sucht, sind die
„Licht durch Wände“ (Light Shining through a Wall, LSW) -Experimente. Dabei stahlt
ein Laser bei optischen Wellenlängen auf eine opake Wand. Die Idee ist, dass Photo-

∗ Auf dem Horizontalast befinden sich metallarme Rote Riesen der Population II Sterne, die bereits
einen erheblichen Anteil ihrer Masse verloren haben (Unsöld & Baschek 2002).
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4.4 Kohärenzbedingung für Photonenoszillationen

nen im Laserstrahl in verborgene Photonen konvertieren und hinter der Wand wieder in
Photonen umgewandelt werden. Diese können dann mittels einer CCD-Kamera nach-
gewiesen werden. Für verborgene Photonen ist dies bis jetzt die einzige Möglichkeit,
den Parameterraum zwischen den Ausschlussregionen der Sonnenlebensdauer und des
CMBs zu testen. Ein vergrößerter Ausschnitt dieses Bereiches ist in Abbildung 4.3
gezeigt.
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A 4.3: Ausschnitt des Parame-
terraums, der durch LSW-Experimente
getestet werden kann. Gezeigt sind Ober-
grenzen verschiedener Experimente. Im
ALPS-Experiment ist es möglich, statt
eines Vakuums den Laser in einer gerin-
gen Konzentration von Argongas operie-
ren zu lassen, um so die Lücken zwi-
schen den Maxima zu schließen. Quel-
le der Abbildung: Jaeckel & Ringwald
(2010)

Auf ähnliche Weise funktionieren He-
lioskope, wie zum Beispiel das CAST-
Experiment am CERN. Hierbei wird als
Lichtquelle jedoch kein Laser, sondern die
Sonne verwendet. Als Wand dienen ver-
schiedene Abschirmungen, wie die Wand
der Experimentierhalle und das Detektor-
gehäuse. Die Hoffnung besteht darin, dass
Photonen der Sonne in WISPs konvertie-
ren und dann im Detektor wieder zu Pho-
tonen umgewandelt werden.
Weitere Experimente, deren Ausschluss-
regionen in Abbildung 4.2 gezeigt sind,
sind elektroschwache Präzisionsmessun-
gen (EW), die vor allem mit dem
LEP-Beschleuniger am CERN ausgeführt
worden sind, sogenannte Fixed-target-
Experimente (EXXX), Zerfallsmessungen
des Ypsilons (Υ3S ) sowie zukünftig mög-
liche testbare Regionen mit dem LHC.

4.4 Kohärenzbedingung
für Photonenoszillationen

In der Herleitung der Oszillationsformel
4.10 wurden ebene Wellen zur Lösung der
Bewegungsgleichung angenommen. Die-
se Näherung darf allerdings nur unter be-
stimmten Voraussetzungen getroffen wer-
den. Vielmehr können generell Bedingungen formuliert werden, unter denen Photone-
noszillationen auftreten, was in diesem Abschnitt geschehen soll.
Trotz der Probleme, die zu Anfang von Abschnitt 4.2 über eine quantenmechanische
Behandlung der Oszillationen geäußert wurden, wird in diesem Abschnitt ausschließ-
lich Quantenmechanik verwendet, um Bedingungen herzuleiten, für die Photonenos-
zillationen auftreten. Zum einen ist die Konstruktion eines Fock-Raumes für Flavor-
und Masseneigenzustände weiterhin umstritten (siehe zum Beispiel Giunti et al. 1992;
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Fujii et al. 1999). Zum anderen treten quantenfeldtheoretischen Korrekturen nur für
niedrige Energien auf (vergleiche beispielsweise die Behandlung von neutralen Bo-
sonen in Blasone & Palmer 2004). In dieser Arbeit werden allerdings ausschließlich
verborgene Photonen untersucht, deren Energien ultra-relativistisch sind.

Angenommen, in einer Quelle im Abstand d werden Photonen und verborgene Pho-
tonen produziert, die dann in Richtung eines Beobachters propagieren. Dies lässt sich
durch die Propagations- beziehungsweise Masseneigenzustände beschreiben, da dies
die Zustände der wechselwirkungsfreien Theorie sind. Die Propagation dieser Zustän-
de kann durch die Ausbreitung von Wellenpaketen im Ortsraum beschrieben werden.
Die Ausdehnung des Wellenpakets in Propagationsrichtung des Photons sei σx. Die
Masseneigenzustände unterscheiden sich um die Masse µ der verborgenen Photonen,
womit sich die Gruppengeschwindigkeiten um einen Wert ∆β unterscheiden und die
Wellenpakete auseinander laufen. Eine Mischung tritt nur solange auf, wie sich die
Wellenpakete noch überlappen. Eine charakteristische Länge, die Kohärenzlänge Lcoh,
die beschreibt, bis zu welchem Abstand von der Quelle die Pakete noch überlappen,
kann somit definiert werden als (Nussinov 1976)

Lcoh =
σx

∆β
. (4.26)

Die folgende Betrachtung zur genauen Herleitung von Lcoh und zur Bestimmung weite-
rer Bedingungen folgt der Behandlung von Neutrinooszillationen durch Giunti & Kim
(1998), die sich ohne Probleme auf Photonenoszillationen übertragen lassen.

Zunächst sollen noch allgemeine Überlegungen zu möglichen Oszillationen vorge-
bracht werden. Die Ausdehnung eines Wellenpakets entlang der Propagationsrichtung
setzt sich zusammen aus der Unsicherheit, wo das Photon entstanden ist, also über den
Produktionsprozess, σP

x , und wo genau im Detektor das Teilchen nachgewiesen wird,
also die Unsicherheit im Detektionsprozess σD

x . Die gesamte Ausdehnung des Wellen-
pakets ist dann gegeben durchσ2

x = (σP
x)2+(σD

x )2. Damit Oszillationen überhaupt nach-
gewiesen werden können, müssen die räumlichen Unsicherheiten des Produktions- und
Detektionsprozesses viel geringer als die Wellenlänge Losz der Oszillation sein,

σx � Losz. (4.27)

Diesen Vorgang kann man sich anhand von Abbildung 4.4 veranschaulichen. Ist, wie in
Abbildung 4.4(a) schematisch für eine feste Energie dargestellt, σP

x > Losz, so können
Photonen an vielen unterschiedlichen Orten in der Quelle entstehen. Die resultierenden
Photonenoszillationen sind gegeneinander phasenverschoben und eine Modulation des
Spektrums kann nicht mehr nachgewiesen werden, selbst wenn σD

x � Losz gilt. Ist an-
dererseits σD

x > Losz, so können ebenfalls keine Modulationen nachgewiesen werden,
da der Detektor immer unterschiedliche Amplituden messen wird, je nachdem, wo im
Detektor das Photon detektiert wird. Anders sieht es in Abbildung 4.4(b) aus, in der
die Situation aus Gleichung 4.27 dargestellt ist. Alle Oszillationen haben ungefähr die
gleiche Phase und der Detektor misst immer die gleiche Amplitude.
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(a) (b)

A 4.4: (a) In diesem Fall können keine Oszillationen nachgewiesen werden, da
sowohl σD

x als auch σP
x größer sind als die Wellenlänge der Oszillation. (b) Hier ist der

in Gleichung 4.27 angegebene Fall gezeigt, für den Oszillationen nachgewiesen werden
können. Siehe Text für weitere Details.

Des Weiteren müssen Energie- und Impulsunschärfe des Detektors geringer sein als die
Unterschiede zwischen Energie und Impuls der Masseneigenzustände und trivialerwei-
se muss gelten, dass Losz < Lcoh, damit Oszillationen überhaupt auftreten können.
Im Folgenden soll nun noch die Kohärenzlänge aus dem Ansatz der Wellenpakete be-
stimmt werden. Zudem sollen die Unschärfen des Produktions- und Detektionspro-
zess berechnet werden. Dadurch soll überprüft werden, dass es theoretisch möglich
ist, Photonenoszillationen nachzuweisen, wenn der Krebsnebel als Synchrotronquel-
le für Röntgenphotonen angenommen wird, die mit einer CCD-Kamera nachgewiesen
werden.
Hierzu betrachte man im Schrödingerbild einen Flavoreigenzustand |γσ(t)〉 mit σ =
{A, S } als Superposition von Masseneigenzuständen |γi〉, mit i = 1, 2 und der Mi-
schungsmatrix U aus Gleichung 4.8,

|γσ(t)〉 =
∑

i

U∗σi

∫
dp ψi

(
p; pi, σ

P
p

)
e−iωi(p) t |γi(p)〉 , (4.28)

mit ωi(p) =
√
|p|2 + m2

i . Das Wellenpaket der Masseneigenzustände ψi

(
p; pi, σ

P
p

)
wird

als Gaußfunktion im Impulsraum angenommen, damit die Oszillationswahrscheinlich-
keit analytisch berechnet werden kann,

ψi

(
p; pi;σP

p

)
=

[
2π(σP

p)2
]−1/4

exp
[
(p − pi)2

4(σP
p)2

]
, (4.29)

wobei pi der mittlere Impuls der Masseneigenzustände ist, der viel größer angenom-
men wird als die Masse (der verborgenen Photonen), pi � mi. Die Unschärfe ist be-
stimmt durch den Produktionsprozess, σP

p. Ferner wird angenommen, dass die Wel-
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lenfunktion ein scharfes Maximum im Impulsraum besitzt. Die Wellenfunktion des
Flavorzustandes |γσ(x, t)〉 = 〈x| γσ(t)〉 kann durch Berechnung des Gaußintegrals mit-
tels einer quadratischen Ergänzung und unter Ausnutzung, dass 〈γi| γ j〉 = δi j und
σP

xσ
P
p = 1/2 gilt, berechnet werden. Der detektierte Flavorzustand (das Photon), |γA〉,

ist ebenfalls eine Superposition aus Masseneigenzuständen, die jedoch nicht in der Zeit
propagiert. Die Detektion findet in einem Abstand d vom Produktionsort statt und die
Propagationszeit ist T . Die Amplitude der Flavoroszillation ist dann gegeben durch

AAσ(L,T ) =
∫

dx 〈γA(x − L)| γσ(x,T )〉

=

√
2σP

xσ
D
x

σ2
x

∑
i

U∗σiUAi exp
[
−iωiT + i|pi|L −

(L − viT )2

4σ2
x

]
. (4.30)

mit vi der Gruppengeschwindigkeit des Wellenpaketes. In der Amplitude wird deut-
lich, dass sowohl die Unschärfe des Detektions- als auch des Produktionsprozesses zur
Oszillationswahrscheinlichkeit beitragen. In einem realistischen Experiment ist zwar
der Abstand d konstant und bekannt, die Propagationsdauer T dagegen nicht. Die Os-
zillationswahrscheinlichkeit erhält man deshalb aus der Quadrierung der Amplitude
und Mittelung über T , sowie der Normierung

∑
σ Pσσ′ = 1,

PσA =
∑

i, j

U∗σiUAiUσ jU∗A j exp
−2πi

d
Losc
−

(
d

Lcoh

)2 Fi j. (4.31)

Die Wellenlänge und die Kohärenzlänge sind gegeben durch (mit ω = E)

Losz =
4πE
µ2 , (4.32a)

Lcoh =
4
√

2σxE2

µ2 , (4.32b)

und Fi j ist ein Dämpfungsterm, mit einem dimensionslosen Parameter ξ, der von Ord-
nung O(1) ist und der bestimmt ist durch die Energie- und Impulserhaltung im Produk-
tionprozess,

Fi j = exp
−2π2ξ2

(
σx

Losz

)2 . (4.33)

Aus Gleichung 4.32b könnte man schließen, dass die Kohärenzlänge dadurch erhöht
werden kann, dass man schlechtere Detektoren verwendet, die eine hohe Unsicherheit
σD

x aufweisen. Der Exponent des Dämpfungsfaktors aus Gleichung 4.33 steigt jedoch
quadratisch mit dem Inversen von σx, so dass für eine zu schlechte Detektorauflösung
die Wahrscheinlichkeit für Oszillationen gegen Null strebt und somit Gleichung 4.27
folgt.

Abschließend sollen die räumlichen Unsicherheiten für Detektions- und Produktions-
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4.4 Kohärenzbedingung für Photonenoszillationen

prozess im Fall der Röntgenemission vom Krebsnebel abgeschätzt werden.

Produktionsprozess

Röntgenphotonen werden im Krebsnebel durch die Synchrotronstrahlung erzeugt. Die
räumliche Unschärfe σP

x ergibt sich aus der mittleren freien Weglänge eines Elektrons
im Magnetfeld. Sie ist durch die Unschärferelation verknüpft mit der mittleren Zeit
∆τ, die das Elektron für diese Strecke braucht (unter expliziter Angabe von c und ~),

σP
x ≈

~

∆p
≈
~c
∆E
≈ c∆τ. (4.34)

Die Zeit ∆τ schätzt man ab, in dem man annimmt, dass das Elektron nur monochro-
matische Photonen der Energie εc = hνc emittiert, wobei νc die kritische Frequenz
aus Gleichung 3.18 ist und der Energieverlust gegeben ist durch Gleichung 3.10. Für
sin θ =

√
2/3 und β ≈ 1 erhält man,

∆τ =
εc

−dE/dt
= 0,215

( B
10−4 G

)−1

s. (4.35)

Das Ergebnis ist unabhängig von der Photonen- oder Elektronenenergie. Für B =
123 µG findet man

σP
x = c∆τ = 5,2 · 107 m. (4.36)

Dies ist somit die Unsicherheit des Produktionsprozesses.

Detektionsprozess

Werden Röntgenstrahlen mit einer CCD-Kamera – also einem Halbleiter – detektiert,
so erzeugen die Photonen Elektron-Loch-Paare im Material, die durch eine angelegte
Spannung getrennt und nachgewiesen werden können. Dies kann man durch die Streu-
ung von Photonen an Elektronen in einem Fermigas beschreiben. Der Detektionsvor-
gang bleibt solange kohärent, bis das Elektron im Festkörper ein weiteres Mal gestreut
wird. Die Detektionsunsicherheit σD

x ist nach dieser Überlegung gleich der mittleren
freien Weglänge eines Elektrons im Fermigas. Sie ergibt sich aus dem Produkt der ther-
mischen Geschwindigkeit v̄th und der mittleren Stoßzeit τ. Für einen Siliziumdetektor
ist σD

x gegeben durch (Kittel 1976)

σD
x = v̄thτ =

√
3kBT

m
µSim̄∗Si

e
(4.37)

mit µSi = 1350 cm2 V−1 s−1 der Beweglichkeit und m̄∗Si ≈ 0, 45m der mittleren effek-
tiven Masse von Elektronen in Silizium. Für T = 300 K erhält man σD

x = 35 nm. Die
räumliche Unsicherheit ist somit bestimmt durch den Produktionsprozess,

σD
x � σP

x ⇔ σx ≈ σ
P
x = 5,2 · 107 m = 1,7 · 10−12 kpc. (4.38)
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4 Theorie verborgener Photonen

Die Bedingung, dass σx � Losz ist, kann approximiert werden zu σx . (1/10)Losz.
Durch Umformung von Gleichung 4.32a erhält man daraus eine Bedingung für die
Masse der verborgenen Photonen,(

µ

10−12 eV

)
. 0,11

(
σx

kpc

)−1/2 ( E
keV

)1/2

. (4.39)

Einsetzen von σx und E = 1 keV ergibt eine obere Grenze auf die Masse der verbor-
genen Photonen von µ . 10−7 eV. Die Kohärenzlänge ergibt sich mit dieser Masse und
Energie zu

Lcoh ≈ 5,55 · 1020
( E

keV

)2 (
µ

10−7 eV

) (
σx

kpc

)
kpc = 9,4 · 108 kpc. (4.40)

Damit Oszillationen überhaupt stattfinden, darf Losz nicht viel größer sein als d =
2 kpc. Für Losz = 2 kpc ist auch die Bedingung Losz < Lcoh erfüllt, da das Verhält-
nis Losz/Lcoh ≈ 2 · 10−9 beträgt. Röntgendaten des Krebsnebels können nach diesen
Überlegungen auf Massen der verborgenen Photonen von µ . 10−7 eV untersucht wer-
den.
Die Oszillationslänge ist für µ = 10−7 eV und E = 1 keV gegeben durch

Losz ≈ 80,37
( E
keV

) (
µ

10−12 eV

)−2
kpc ≈ 10−8 kpc. (4.41)

Ferner wird an dieser Gleichung deutlich, dass es nicht sinnvoll ist Massen mit µ <
10−12 eV zu untersuchen, da die Oszillationslänge zu groß wird, um Auswirkungen
der Photonenoszillationen auf das Spektrum zu beobachten. Für ultra-relativistische
verborgene Photonen, die in dieser Arbeit ausschließlich betrachtet werden, und für
Losz < Lcoh kann man den Ansatz der ebenen Wellen weiter verwenden, so dass weiter-
hin die Gleichung 4.10 für die Wahrscheinlichkeit vom Auftreten von Photonenoszil-
lationen verwendet werden kann.
Zusammenfassend lässt sich festhalten, dass sich aufgrund der Kohärenz Massen in
einem Bereich von µ ∈ [10−12 eV; 10−7 eV] für Röntgenstrahlung untersuchen lassen.
Weitere Einschränkungen auf die Masse der verborgenen Photonen und den Mischungs-
winkel ergeben sich aus den Detektoreigenschaften, was im nächsten Kapitel bespro-
chen wird.
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5 Analyse von Röntgendaten des
Krebsnebels auf
Photonenoszillationen

Die Vielzahl der Messungen über einen großen Energiebereich bieten die Möglich-
keit nach Physik jenseits des Standardmodells zu suchen. Zechlin (2009) hat in seiner
Arbeit bereits VHE-Spektren des Krebsnebels verwendet, um nach verborgenen Pho-
tonen zu suchen und den Parameterraum der Photonenoszillationen für den Massenbe-
reich 2 · 10−7 eV . µ . 10−5 eV einzuschränken. In diesem Kapitel sollen nun zwei
Möglichkeiten vorgestellt werden, den (µ, χ0)-Parameterraum mit Hilfe der Röntgen-
daten des XMM-Newton-Satelliten einzuschränken.
Dazu wird in Abschnitt 5.1 zunächst kurz auf die Extrahierung der Daten und Er-
zeugung der Spektren des Nebels aus den Rohdaten eingegangen. Die so gewonnenen
Daten werden anschließend auf Modulationen durch Photonenoszillationen untersucht.
Dies geschieht auf zwei unterschiedliche Arten: In Abschnitt 5.2 wird die Analysesoft-
ware Xspec vorgestellt und anschließend der Raum der Parameter der Photonenoszil-
lationen, der mit XMM-Newton-Daten untersucht werden kann, abgeschätzt. Mittels
Xspec wird dann ein Emissionsmodell mit Photonenoszillationen modifiziert und an
die Daten angepasst. In Abschnitt 5.3 wird die dazu komplementäre Methode der Fre-
quenztests vorgestellt. Die Anwendbarkeit dieser Tests wird anhand von Simulationen
verifiziert, darauf folgend das Verfahren auf die Daten angewendet und die Ergebnisse
mit denen der Methode der Datenanpassung durch Xspec verglichen.

5.1 Datenauswahl und Spektrumserzeugung

Die ESA, die den XMM-Newton-Satelliten (siehe Kapitel 2.2 für eine ausführlichere
Beschreibung) betreibt, stellt dessen Daten der Wissenschaft öffentlich zur Verfügung.
Die Daten lassen sich in drei Kategorien unterteilen:

1. Observational Data Files (ODF). Diese Beobachtungsdatendateien im Datei-
format FITS beinhalten alle unkalibrierten Daten der Röntgenkameras und des
optischen Monitors.

2. Pipeline processing System (PPS) Dateien. Diese Dateien beinhalten kalibrier-
te Daten zu den einzelnen Beobachtungen. Für ältere Beobachtungen sind diese

73



5 Analyse von Röntgendaten des Krebsnebels auf Photonenoszillationen

allerdings meist veraltet, da sich fortlaufend das Verständnis des Detektors ver-
bessert und neue Kalibrationsdateien veröffentlicht werden.

3. Current Calibration Files (CCF). Kalibrationsdaten der einzelnen Kameras, die
zur Analyse benötigt werden.

A 5.1: Der Krebsnebel aus der Sicht
der MOS-CCD-Kamera.

Zur Analyse der ODFs und Erstel-
lung der PPS-Dateien wurde die
Science Analyses Software (SAS)
entwickelt. Diese, sowie die ODFs,
CCFs und PPS-Produkte lassen sich
von der XMM-Newton-Homepage
(http://xmm.esac.esa.int/) her-
unterladen. Im Folgenden wird be-
schrieben, wie die ODFs einer Beob-
achtung des Krebsnebels bearbeitet
werden, um schließlich Ereignislis-
ten und Spektren zu erstellen. Ereig-
nislisten (Eventlists) beinhalten al-
le Informationen einer Beobachtung,
wie zum Beispiel die Energie eines
einfallenden Photons und der Pixel,
auf dem das Photon detektiert wur-
de. Auf die Details von SAS soll hier
nicht weiter eingegangen werden; es
sei auf die verschiedenen Handbü-

cher verwiesen∗. Die hier beschriebene Datenauswahl orientiert sich eng an Haberl
& Grupe (2008) und Snowden et al. (2009). Jeder Beobachtung ist eine Identifikati-
onsnummer und die jeweilige Nummer des Umlaufs (also wie oft der Satellit bereits
die Erde umrundet hat) zugeordnet. Als Beispiel für die Auswertung wird die Beob-
achtung mit der Nummer 0153750501 verwendet, die zum Umlauf 411 gehört.
Nachdem die ODFs und CCFs heruntergeladen sind, kann eine Reihe von Programmen
gestartet werden, die mit Hilfe der aktuellen CCFs eine erste Ereignisliste erstellen.
Aus dieser Liste werden anschließend Ereignisse anhand von vorher definierten Re-
geln, sogenannten Filtern, verworfen. Der erste Filter entfernt alle fehlerhaften Pixel
aus der Ereignisliste. Das Ergebnis ist in Abbildung 5.1 für die MOS-CCD-Kamera ge-
zeigt. In der Mitte der Abbildung ist deutlich der Krebsnebel mit seiner torusförmigen
Struktur zu erkennen.
Die MOS-Kamera ist allerdings eher ungeeignet, um den Krebsnebel zu untersuchen.
Das Problem ist das Phänomen des sogenannten Pile-ups (zu deutsch „Auftürmen“).
Dieser Effekt tritt immer bei sehr hellen Quellen auf, nämlich dann, wenn mehrere Pho-
tonen einen oder die nächstbenachbarten Pixel während eines Auslesezyklus der CCD

∗ http://xmm.esac.esa.int/sas/current/howtousesas.shtml
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5.1 Datenauswahl und Spektrumserzeugung

treffen. Statt der Detektion mehrerer Photonen wird dieses Ereignis als ein Photon mit
höherer Energie gewertet, was das gesamte Spektrum zu höheren Energien verschiebt.

A 5.2: Bild der pn-Kamera vom
Krebs im Burst-Modus. Die oberen Pixel
wurden als letzte ausgelesen, weswegen dort
die Zählrate am höchsten ist. Die mittle-
re schwarze Box dient zur Erstellung des
Nebelspektrums, während die äußere Box
für den Hintergrund verwendet wird. Die
Regionen wurden analog zur Analyse in
Kirsch et al. (2006) gewählt.

Einen Ausweg bietet der Burst-Modus
der pn-CCD-Kamera mit einer zeitli-
chen Auflösung von 7 µs. Im Ver-
gleich dazu wird in dem Modus, in dem
die komplette CCD-Anordnung belich-
tet wird, eine Auslesezeit von 73,3 ms
benötigt, wobei der Chip selbst 68,7 ms
belichtet wird (Strüder et al. 2001).
Dagegen werden im Burst-Modus 200
Zeilen eines CCD-Chips innerhalb von
7 µs ausgelesen und es werden weitere
7 µs benötigt, um den Inhalt des Chips
zu löschen und für einen neuen Ausle-
sevorgang bereit zu machen. Bei die-
sem Vorgang wird fortlaufend Ladung
über die Transferregister zur Auslese-
elektronik übertragen (vergleiche auch
Abbildung 2.4(b)), wodurch die räum-
liche Auflösung in der Ausleserichtung
verloren geht†. Die letzten 20 Zeilen
sind am längsten der Quelle ausgesetzt
und somit auch schon vom Pile-up be-
troffen. Diese Daten werden gar nicht
erst zur Bodenstation gesendet (Kirsch
et al. 2006). Das resultierende Bild ist
in Abbildung 5.2 gezeigt. Die vertikale
Richtung stellt die Ausleserichtung dar
und es ist zu erkennen, dass die obers-
ten Pixel am längsten der Röntgenstrah-
lung ausgesetzt waren.
Anschließend werden Regionsfilter auf
die Ereignisliste angewendet. Dadurch
wird zum einen die Quellregion und
zum anderen die Hintergrundregion de-
finiert. Dieses ist durch die schwarzen
Boxen in Abbildung 5.2 gekennzeich-
net. Dabei wurden die selben Regionen verwendet wie in der Analyse von Kirsch et al.
(2006). Die Region in der Mitte der Abbildung stellt den Beitrag des Nebels dar. So
wird der Anteil des Pulsars herausgefiltert. Die Region am Rand des Bildes definiert

† Im Gegensatz dazu wird in den normalen Modi der CCD-Chip erst für eine Zeit lang belichtet und
dann Pixel für Pixel ausgelesen.
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den Beitrag des Hintergrundes.
Bevor das Spektrum der Quelle erstellt wird, muss man überprüfen, ob der Effekt des
Pile-ups nun gänzlich vermieden worden ist. Dazu vergleicht SAS die Daten aus der
Quell- und Hintergrundsregion mit theoretischen Erwartungen für verschiedene Arten
von Ereignissen. Dies können sogenannte single, double, triple, etc. Ereignisse sein,
also Ereignisse, bei denen ein oder mehrere benachbarte Pixel ein Photon detektiert ha-
ben. Ein solcher Test ist in Abbildung 5.3 für Einzel- (rot) und Doppelereignisse (blau)
dargestellt. Die obere Abbildung zeigt das gemessene Spektrum. Die durchgezogene
Linie in der unteren Abbildung entspricht der theoretischen Erwartung, während das
Histogramm die Daten zeigt. Da keine starke Abweichung zu erkennen ist, ist kein
Pile-up vorhanden und ein Spektrum kann ohne Bedenken erstellt werden.

A 5.3: Ergebnis des Tests
der Daten auf Pile-up. In rot sind
single Events gezeigt, dies sind Er-
eignisse bei denen das einfallende
Photon ein Signal auf nur einem Pi-
xel verursacht hat, während in blau
die double Events gezeigt sind, al-
so Ereignisse bei denen zwei be-
nachbarte Pixel das Photon detek-
tiert haben. Im oberen Bild ist
das Spektrum in logarithmischer
Darstellung gezeigt. Das untere
Bild vergleicht die theoretische
Erwartung (durchgezogene Linie)
mit den Daten (Histogramm). Im
Falle des Pile-ups würde die theo-
retische Erwartung bei hohen En-
ergien von den Daten abweichen,
was hier jedoch nicht zu erkennen
ist. Auf der x-Achse ist die Energie
in eV der PI-Kanäle aufgetragen.
PI steht für Pulse Height Invariant,
was bedeutet, dass Einzel- und
Doppelereignisse zu einem einzi-
gen Ereignis kombiniert wurden.

Für das Spektrum wird das gesamte Energieintervall der Ereignisliste der Quelle und
des Hintergrunds in Teilintervalle der Größe 5 eV unterteilt (binning) und jedes einzel-
ne Teilintervall wird dann wie in einem Histogramm mit den Ereignissen der entspre-
chenden Energie aufgefüllt.
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Abschließend werden noch Ereignislisten der Photon Resditribution Matrix (RMF)
und Ancillary Region File (ARF) erstellt. Erstere ist die Detektorantwortsmatrix, wel-
che die Antwort des Instruments als Funktion der Energie und der PI-Kanäle (siehe
Bildunterschrift von Abbildung 5.3) beschreibt. Sie ist proportional zur Wahrschein-
lichkeit ein Photon einer gewissen Energie in einem gewissen Instrumentenkanal zu
detektieren. Sie beinhaltet Korrekturen der Ereignisse, die aufgrund von Effekten des
Detektors auf die Messung nötig werden. Das ARF ist die ergänzende Antwortmatrix.
Sie beinhaltet die Informationen über die effektive Fläche und die Quanteneffizienz
des Detektors (Haberl & Grupe 2008). Für das finale Spektrum wird abschließend das
Programm grppha des FTOOLS‡ Softwarepaket gestartet. Es kombiniert die Ereig-
nisliste des Spektrums mit der RMF und ARF und unterteilt das Spektrum erneut in
Teilintervalle, so dass sich mindestens 25 Photonen in einem Teilintervall befinden.
Die so entstandene Ereignisliste kann nun mit dem Programm Xspec ausgewertet und
theoretische Modelle an das gemessene Spektrum angepasst werden. Dies wird in Ab-
schnitt 5.2 vorgestellt.
Die vorgestellte Datenauswahl und Spektrumserzeugung wurde für insgesamt 22 Be-
obachtungen des Krebsnebels im Burst-Modus durchgeführt. Alle Beobachtungen sind
in der Tabelle 5.1 aufgelistet. Zusätzlich wurden noch Ereignislisten mehrerer Beob-
achtungen mit dem Befehl merge von SAS zu einer Ereignisliste zusammengefügt. Es
lassen sich allerdings nur solche Listen zusammenfassen, bei denen die Beobachtungen
unter den selben Voraussetzungen durchgeführt wurden. Deshalb wurden zum einen
die Listen des Umlaufs 411 zusammengefügt, da dort ein anderer Filter als bei den
restlichen Beobachtungen verwendet wurde. Des Weiteren wurden die Beobachtungen
der Umläufe 234, 874 - 1414 und der Umläufe 1504 - 1797 zu zwei Ereignislisten
zusammengefügt. Aufgrund mangelnden Arbeitsspeichers konnten diese zwei Listen
nicht weiter zu einer Liste verbunden werden.

5.2 Analyse des Röntgenspektrums mit Xspec

Das im vorangegangenen Kapitel erstellte Spektrum kann mit Hilfe der Analysesoft-
ware Xspec (Arnaud 1996; Arnaud et al. 2009) auf Photonenoszillationen untersucht
werden. Xspec ermöglicht es, unter Berücksichtigung der Detektorantwort theoreti-
sche Modelle der Emissionsquelle an die Daten anzupassen. Das grundlegende Pro-
blem der (Röntgen-) Astronomie besteht darin, dass das Quellenspektrum f (E) im
Allgemeinen nicht bekannt ist und nicht direkt gemessen wird. Was detektiert wird,
sind Photonenereignisse C(I), die von dem spezifischen Instrumentenkanal I abhän-
gen (zum Beispiel die PI-Kanäle aus dem letzten Abschnitt). Das Quellspektrum ist
mit den Photonenereignissen über die Detektorantwortsmatrix R(I, E) durch eine Vor-

‡ Das Sofwarepaket FTOOLS beinhaltet Programme zur Bearbeitung von FITS Dateien, siehe http:
//heasarc.nasa.gov/lheasoft/ftools/ftools_menu.html
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T 5.1: Beobachtungs- und Umlaufnummern der XMM-Newton-Beobachtungen zu-
sammen mit den jeweils verwendeten Filtern, M = Medium, T = Dick (thick), sowie den
gemessenen und simulierten (siehe Abschnitt 5.3.3) Ereigniszahlen.

Beobachtungs- Umlauf-
Filter

Belichtungs- Anzahl der Anzahl simulierter
ID nummer zeit [ks] Ereignisse Ereignisse

0135730701 234 T 10,0 430.519 118.968
0153750301 411 M 9,0 308.201 78.613
0153750501 411 M 9,0 305.424 78.613
0160960401 874 T 14,7 488.743 118.968
0160960601 874 T 4,0 135.911 36.423
0160960801 955 T 5,0 159.757 36.423
0160960901 955 T 8,2 254.847 69.673
0160961101 1049 T 5,0 66.719 16.874
0160961301 1140 T 5,0 186.122 50.900
0160961501 1140 T 6,7 255.549 69.673
0315790201 1138 T 5,0 160.941 36.423
0412590301 1249 T 8,9 157.518 36.423
0412590701 1325 T 8,9 320.606 92.712
0412591001 1414 T 13,2 229.081 50.900
0412591201 1414 T 13,4 226.318 50.900
0412591401 1504 T 21,7 907.960 220.385
0412591601 1504 T 20,2 799.136 220.385
0412591901 1600 T 5,8 101.745 23.106
0412592101 1600 T 15,4 272.864 69.673
0412592401 1687 T 18,9 802.949 220.385
0412592601 1687 T 18,2 530.956 118.968
0412593001 1797 T 10,2 194.191 36.423
kombiniert 411 M 18,0 159.978 154.237
kombiniert 234 - 1414 T 108,0 850.876 849.061
kombiniert 1504 - 1797 T 110,4 996.607 991.021

wärtsfaltung verknüpft,

C(I) =

∞∫
0

f (E)R(I, E)dE. (5.1)

Die Detektorantwortsmatrix ist im Allgemeinen nicht diagonal, weswegen Gleichung
5.1 nicht ohne Weiteres invertiert werden kann. Alternativ benutzt man ein Modell-
spektrum M(E), das mit wenigen Parametern {pi} beschrieben werden kann. Für jedes
so erzeugte Quellenspektrum wird Cp(I) berechnet und mit den Daten C(I) verglichen.
Die Parameter werden variiert und über eine Teststatistik die Güte der Anpassung an
die Daten berechnet.
All diese Aufgaben übernimmt Xspec und verwendet dabei die χ2-Statistik als Teststa-
tistik. Sie ist in Anhang B.2 beschrieben. Die Parameter, für die der χ2-Wert minimal
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wird, bezeichnet man als best-fit- (beste Anpassungs-) Parameter. Xspec geht für die
Berechnung der Statistik folgendermaßen vor (Arnaud et al. 2009):

• Die Zählrate der Ereignisse C(I) wird folgendermaßen bestimmt: Die Regionen
des Hintergrundes und der Quellenregion werden durch die jeweiligen Belich-
tungszeiten geteilt und die Hintergrundrate auf die Fläche der Quellregion ska-
liert. Anschließend wird die Hintergrundrate von der Quellrate subtrahiert und
als Ergebnis erhält man C(I).

• Die Detektorantwortsmatrix ist proportional zu der Wahrscheinlichkeit ein Pho-
ton der Energie E im Kanal I zu detektieren und ist somit eine kontinuierliche
Funktion von der Energie E. Xspec unterteilt diese in mehrere diskrete Matrizen
RD im Energieintervall [E j−1, E j],

RD(I, j) =

E j∫
E j−1

R(I, E)dE

E j−1 − E j
. (5.2)

Xspec liest RD(I, j), sowie die Energieintervalle aus der RMF ein, die mit SAS
erzeugt wurde. Außerdem wird die ARF AD( j) eingelesen und mit der Antwort-
matrix multipliziert:

RD(I, j)→ R′D(I, j) = RD(I, j) · AD( j). (5.3)

Die Detektorantwortsmatrix wird üblicherweise in Einheiten von cm2 angege-
ben.

• Das Modellspektrum M(E), welches von Modellparametern {pi} charakterisiert
wird, wird analog zur Detektorantwortsmatrix zu MD( j) diskretisiert,

MD( j) =

E j∫
E j−1

M(E)dE (5.4)

und hat die Einheit s−1 cm−2.

• Durch Minimierung der χ2-Statistik nach den Modellparametern {pi}werden an-
schließend die best-fit-Parameter ermittelt. Die modellierte Zählrate ist gegeben
durch Cp(I) =

∑
j R′D(I, j) · MD( j) und wird über die χ2-Statistik mit der ge-

messenen Zählrate verglichen. Der Messfehler wird mit
√

C(I) abgeschätzt. Die
zur Minimierung nötigen Ableitungen werden dabei nach Möglichkeit analy-
tisch berechnet. Xspec kann außerdem die Konfidenzintervalle (siehe Anhang
B.2) der Parameter berechnen.
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Xspec kann des Weiteren die Daten, Modelle und effektiven Flächen des Detektors
graphisch darstellen. Abbildung 5.4 zeigt als Beispiel das Krebsspektrum aus dem
Umlauf 411.
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A 5.4: Krebsspektrum in doppellogarithmischer Darstellung des Umlaufs 411,
das mit der Xspec-Software erstellt wurde. Eingezeichnet sind die Datenpunkte der diffe-
rentiellen Zählrate dN/dE gegen die Energie E.

Bevor mit der eigentlichen Analyse der Röntgendaten auf Photonenoszillationen be-
gonnen wird, soll der Parameterraum der Photonenoszillationen noch weiter einge-
schränkt werden, da sich aufgrund der gemessenen Photonenereignisse aus Tabelle 5.1
und aus den Eigenschaften der XMM-Newton-Detektoren weitere Bedingungen erge-
ben.

Erwartungen

In Abschnitt 4.4 zeigte sich, dass die testbare Photonenmasse durch die Kohärenzbe-
dingungen beschränkt ist auf µ ∈ [10−7 eV; 10−12 eV]. Bei genauerer Betrachtung zeigt
sich jedoch, dass die Photonenmasse, die mit XMM-Newton getestet werden kann,
noch stärker begrenzt ist. Zudem lassen sich Einschränkungen auf den Mischungswin-
kel finden, für die Oszillationen noch nachweisbar sind.
XMM-Newton detektiert einzelne Photonen. Bei einer mittleren Photonenrate r und
der einer Beobachtungszeit T ist die Wahrscheinlichkeit n Photonen zu messen durch
die Poissonstatistik gegeben (Stanford et al. 1995),

P(n, rT ) =
(rT )n

n!
e−rT , (5.5)

mit dem Mittelwert rT und der Varianz
√

rT . Mit den Werten für T und n aus Tabelle
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5.2 Analyse des Röntgenspektrums mit Xspec

5.1 ergibt sich eine mittlere Photonenrate von r ≈ 30 s−1 und eine mittlere Beob-
achtungszeit von T ≈ 11 ks. Der relative statistische Fehler ist somit rT/

√
rT = 1/√

rT ≈ 2 · 10−3. Wenn keine Photonenoszillationen entdeckt werden, muss also die
Amplitude Pa

γ→γs
der Oszillation kleiner sein als 2 · 10−3. Der Mischungswinkel kann

dementsprechend eingeschränkt werden (Zechlin 2009), da für kleine χ0 gilt

Pa
γ→γs
= sin2(2χ0) ≈ 4χ2

0. (5.6)

Somit erhält man als obere Grenze für χ0

χ0 .

(Pa
γ→γs

4

)1/2

≈ 0,02, (5.7)

wenn keine Photonenoszillationen beobachtet werden. Andererseits kann für beliebi-
ge Werte von χ0 ein Massenintervall abgeschätzt werden, für das XMM-Newton in
der Lage ist Photonenoszillationen zu detektieren. Generell gilt, dass für E → ∞ die
Photonenoszillationen „ausfrieren“, da sin2(1/E)→ 0 und somit nach Gleichung 4.10
keine Oszillationen mehr nachweisbar sind. Bei der minimalen Photonenenergie, die
XMM-Newton noch detektieren kann, Emin ≈ 150 eV, muss dann

sin2(2χ0) sin2
(
µ2d

4Emin

)
> 2 · 10−3 (5.8)

gelten. Bei maximaler Mischung von χ0 = π/4 erhält man so eine untere Grenze für
die Masse µ in Abhängigkeit von dem Abstand zur Quelle d,(

µ

10−12 eV

)
& 0, 4

(
d

kpc

)−1/2

. (5.9)

Auf der anderen Seite darf µ auch nicht zu groß werden, zum einen aufgrund der oberen
Schranke auf die Masse, die sich aus der Kohärenzbedingung (siehe Abschnitt 4.4) er-
gibt, zum anderen können zu schnelle Oszillationen nicht mehr aufgelöst werden. Um
durch letzteren Punkt eine obere Grenze abzuleiten, betrachte man zunächst die Ener-
gieauflösung der pn-Kamera, welche E/∆E = 10 − 50 (Kirsch et al. 2006) beträgt.
Setzt man optimistisch E/∆E = 50 und konstant über das gesamte Energieintervall
der pn-Kamera, so ist die maximale Anzahl der Oszillationen, die noch aufgelöst wer-
den können, ≈ 100∗. Andererseits ist die Anzahl der Oszillationen ∆n zwischen den

∗ Dies kann man sich einfach verdeutlichen: für eine Energieauflösung ∆E = E/50 ist die mittlere
Energieauflösung ∆E im Intervall E ∈ [Emin; Emax] gegeben durch

∆E =

∫ Emax

Emin
∆EdE∫ Emax

Emin
dE

=
1

100
E2

max − E2
min

Emax − Emin
.

Somit ergibt sich die maximale Anzahl ∆n der Oszillationen, die noch aufgelöst werden können, zu
∆nmax = (Emax − Emin)/∆E ≈ 100.
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Energien Emin und Emax gegeben durch die Anzahl der Maxima des Sinus,

∆n =
µ2d
4π

(
1

Emin
−

1
Emax

)
≈
µ2d
4π

1
Emin

, (5.10)

für Emax � Emin. Kombiniert man nun diese zwei Überlegungen, so erhält man eine
obere Grenze auf µ, die restriktiver als die Kohärenzbedingungen und abhängig vom
Abstand ist, (

µ

10−12 eV

)
. 50

(
d

kpc

)−1/2

. (5.11)

Der erreichbare Parameterraum ist in Abbildung 5.5 gezeigt. Für d ≈ 2 kpc ist die
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A 5.5: Testbarer Parameterraum der Photonmasse µ in Abhängigkeit vom Ab-
stand der Quelle d mit XMM-Newton. Die rote Region zeigt, für welche Werte von µ

XMM-Newton Photonenoszillation entdecken kann, wenn maximale Mischung χ0 = π/4
angenommen wird und unter der Annahme, dass XMM-Newton Oszillationen im abge-
deckten Energiebereich auflösen kann.

untere Grenze für µ aus Gleichung 5.9 kleiner als 10−12 eV, dieser Bereich ist aber
nach den Überlegungen zur Kohärenzlänge bereits ausgeschlossen, vergleiche Glei-
chung 4.41. Als obere Grenze ergibt sich nach Abbildung 5.5, dass µ . 3 · 10−11 eV
ist. Diese wird jedoch vorsichtshalber auf 2 · 10−10 eV erhöht, um den gemachten An-
nahmen Rechnung zu tragen. Somit werden in den Abschnitten 5.2 und 5.3 verborgene
Photonenmassen für den Krebsnebel im Intervall [2 · 10−12; 2 · 10−10] eV untersucht.
Ein Vergleich mit Abbildung 4.2 zeigt, dass dieser Massebereich bereits durch Ver-
messung des CMBs ausgeschlossen ist. Nichtsdestotrotz ist es sinnvoll, die Methoden
zur Suche nach Photonenoszillationen für Röntgendaten anhand des Krebsnebels zu
entwickeln, da, wie aus Abbildung 5.5 hervorgeht, es in Zukunft möglich sein könnte
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5.2 Analyse des Röntgenspektrums mit Xspec

auf analoge Weise sehr weit entfernte Quelle zu untersuchen. Dadurch könnte der Pa-
rameterraum für Massen im Bereich von 10−15 eV abgedeckt werden, der bislang nur
für wenige Mischungswinkel ausgeschlossen ist.

Datenanalyse und Ergebnisse

Die mit SAS erstellten Spektren wurden einmal ohne und einmal mit Photonenoszilla-
tionen ausgewertet. Ohne Photonenoszillationen wurden die in Xspec implementierten
Modelle phabs und powerlaw kombiniert und an die Daten angepasst. Das Modell
phabs beschreibt die photoelektrische Absorption von Röntgenstrahlung durch Atome
im Krebsnebel und interstellaren Medium entlang der Sichtlinie,

Mphabs(E) = exp (−NHσ(E)) , (5.12)

mit festen Wirkungsquerschnittenσ(E) und relativen Häufigkeiten der Elemente schwe-
rer als Wasserstoff (siehe phabs Modell in Arnaud et al. 2009, und dortige Referenzen).
Der einzige freie Parameter ist die äquivalente Wasserstoffsäule NH in den Einheiten
1022 cm−2. Das Modell powerlaw beschreibt ein einfaches Potenzgesetz von der Form

Mpow(E) = N0

( E
keV

)−Γ
, (5.13)

mit den freien Parametern N0 der Normierung in keV−1 s−1 cm−2 bei 1 keV und dem
Spektralindex Γ. Kombiniert ergibt sich das anzupassende Modell zu

M(E) = exp (−NHσ(E)) · N0

( E
keV

)−Γ
, (5.14)

wobei die Wasserstoffsäule mit NH = 2,76 ·1021 cm2 als konstant gewählt wird (Kirsch
et al. 2006), so dass insgesamt zwei freie Parameter variiert werden. Das Modell und
die effektive Fläche sind in Abbildung 5.6(b) und 5.6(a) für den Umlauf 411 gezeigt.
Die best-fit-Parameter sind in Tabelle 5.2 aufgelistet.

T 5.2: Beispiel der Xspec-Auswertung des Krebsspektrums des Umlaufs 411 von
XMM-Newton ohne Photonenoszillationen. An das Spektrum wurde ein Potenzgesetz mit
Photoabsorption angepasst, wobei die Wasserstoffsäule NH = 2,76 · 1021 cm2 als konstant
angenommen wurde. Die Fehler der Parameter sind als 90% Konfidenzintervall angege-
ben.

Beobachtungs-ID Spektraler Index Γ Normierung N0 χ2/d.o.f.
411 2,1915 ± 0,0063 1,6588 ± 0,0076 1,2072

Zur Untersuchung von Photonoszillationen wurde ein weiteres multiplikatives Modell
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A 5.6: (a) Effektive Fläche von XMM-Newton in Abhängigkeit von der Energie.
(b) Theoretisches Spektrum unter Annahme eines Potenzgesetzes und Photoabsorption für
den Krebsnebel. Die Absorptionsbanden sind deutlich als scharfe Maxima zu erkennen.
Die Faltung der Effizienz aus Abbildung (a) und des Modells in Abbildung (b) wird an
das gemessene Spektrum aus Abbildung 5.4 angepasst.

osc definiert und in Xspec eingebunden,

Mosc(E) = 1 − sin2 (2χ0) sin
[
3,909 · 1022

(
µ

eV

)2 ( E
keV

)−1 (
d

kpc

)]
(5.15)

Insgesamt wurde dann das Modell Mphabs · Mpow · Mosc mit insgesamt vier freien Para-
metern χ0, µ, N0 und Γ angepasst. Der Abstand d wurde bei 2 kpc festgehalten.
Die Anpassung des Modells an die Datenpunkte ist in einem selbstgeschriebenem tcl-
(Tool command language) Skript (siehe Anhang A.3) implementiert. Das Skript ist
folgendermaßen aufgebaut:

• Der Massenparameter µ wird konstant gesetzt, beginnend mit µ = 2 · 10−12 eV.

• Die drei restlichen Parameter χ0,µ und Γ werden von Xspec an die Daten ange-
passt.

• Ist der best-fit gefunden, wird der best-fit-Mischungswinkel χ0 erhöht, um das
Konfidenzintervall zu berechnen. Es wird die obere Grenze mit einem 90% Kon-
fidenintervall gesucht (siehe Anhang B.2 für die Definition von Konfidenzinter-
vallen). Bei effektiv drei anzupassenden Parametern entspricht dies einer Erhö-
hung vom minimalen χ2 um ∆χ2 = 6,25. Der zugehörige Wert von χ0 wird
gemeinsam mit den anderen Parametern abgespeichert.

• Die Masse µ wird um ein Prozent des vorherigen Wertes erhöht und die Anpas-
sung fängt von Neuem an, solange µ < 2 · 10−10 eV gilt.
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5.2 Analyse des Röntgenspektrums mit Xspec

Die Ergebnisse des 90% Konfidenzintervalls (C.L., Confidence Level) sind in den Ab-
bildungen 5.7(a) und 5.7(b) für die kombinierten Beobachtungen mit dickem Filter, in
5.8 für die kombinierten Beobachtungen mit mittlerem Filter und für alle Einzelmes-
sungen in Abbildung 5.9 gezeigt.
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A 5.8: Kombinierte Ergebnisse der Messung des Umlaufs 411.

Die generelle Morphologie der Ausschlussregionen ist bei allen Ergebnissen die sel-
be. Für niedrigere Massen können immer weniger Mischungswinkel ausgeschlossen
werden, weil die Masse zu gering wird, als dass Oszillationen im Energiebereich von
XMM-Newton stattfinden könnten. Für höhere Massen oszilliert das Signal immer
schneller, ist aber im Mittel konstant. Die Oszillationslänge wird so gering, dass die
einzelnen Schwingungen nicht mehr auflösbar sind.
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5 Analyse von Röntgendaten des Krebsnebels auf Photonenoszillationen

Für die kombinierten Datensätze können erwartungsgemäß nach der Diskussion unter-
halb Gleichung 5.5 größere Regionen des Mischungswinkels ausgeschlossen werden.
Allerdings bleibt die Sensitivität hinter der formulierten Erwartung, dass Mischungs-
winkel χ0 & 0,02 ausgeschlossen werden können, zurück. Dies hängt damit zusam-
men, dass neben χ0 auch der Photonindex Γ und die Normierung N0 freie Parameter
darstellen. Dadurch erhöht sich zum einen ∆χ2 von 2,71 für einen auf 6,25 für drei
freie Parameter bei einem 90% Konfidenzintervall. Zum anderen bestände die einzige
Möglichkeit, bei einem vorgegeben Potenzgesetz eine bessere Anpassung zu erreichen,
darin, den Mischungswinkel zu verringern. Betrachtet man allerdings N0 und Γ als frei,
so kann eine Anpassung mit größerem χ0 gefunden werden, die die Daten ebenso gut
beschreibt.
Ein Vergleich mit Abbildung 4.2 zeigt, dass durch diese Ergebnisse keinen neuen Ein-
schränkungen des Parameterraums verborgener Photonen resultieren. Dazu wäre eine
viel größere Anzahl von Photonenereignissen nötig, um die Ausschlussregion, die sich
aus der Analyse des kosmischen Hintergrundes ergibt (Mirizzi et al. 2009), zu ver-
größern. Mit den abgeschätzten Erwartungen (vergleiche Abbildung 5.5) sieht man
jedoch, dass es eventuell möglich ist, für sehr entfernte Objekte mit d > 100 Mpc in
Regionen von Massen µ < 10−15 eV vorzustoßen, die bis jetzt kaum ausgeschlossen
sind.
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A 5.9: Konfidenzintervalle aller Beobachtungen, erstellt mit Xspec.
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A 5.9: Fortsetzung.
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A 5.9: Fortsetzung.
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5.3 Periodizitätsanalyse

Eine weitere Möglichkeit nach einem Signal verborgener Photonen zu suchen, besteht
in der Anwendung von Frequenztests auf die Daten von XMM-Newton. Solche Tests
werden in der Astrophysik verwendet, um ein Signal auf eventuelle periodische Modu-
lationen in der Zeit zu untersuchen. Dabei werden die Ankunftszeiten einzelner Pho-
tonen gemessen und auf mögliche Perioden untersucht. Mit Hilfe eines solchen Tests
kann beispielsweise die Pulsationsperiode eines Neutronensterns, wie dem Krebspul-
sar, gemessen werden. Im Falle der Photonenoszillation interessiert nicht die zeitliche
Modulation, sondern eine Oszillation in der Energie. Dazu muss der Detektor in der
Lage sein, die Energien einzelner Photonen nachweisen zu können, was bei XMM-
Newton der Fall ist.
Im Folgenden soll nun zunächst die Funktionsweise von Frequenztests für zeitlich mo-
dulierte Signale vorgestellt werden, die anschließend auf Photonenoszillationen über-
tragen wird. Als Referenzen dienen dabei de Jager et al. (1989); Stanford et al. (1995);
Beilicke (2001) und Amsler et al. (2008). Anschließend wird durch die Simulation
von Signalen überprüft, ob Frequenztests im Falle der Photonenoszillationen anwend-
bar sind und welche sich für die Analyse am besten eignen. Des Weiteren wird der zu
erwartende Hintergrund diskutiert und mit Hilfe der Software SciSim simuliert. Hier
nach werden die Ergebnisse vorgestellt.

5.3.1 Frequenztests

Es wird angenommen, dass eine Serie von Ankunftszeiten {ti}, mit i = 1, . . . , n von
Photonen in der Zeit T = tn − t1 gemessen wurde. Bei einer beliebigen Periode P
beziehungsweise einer beliebigen Frequenz ν = 1/P, werden diese auf eine Menge
von Zyklen {ki}, i = 1, . . . , n, abgebildet, mit

ki(ν) =
∞∑
j=0

1
j!
∂ jν

∂ t j

∣∣∣∣∣∣
t=ti

(ti − t0) j+1 (5.16)

für eine Referenzzeit t0 für die ν bekannt ist. Ist die Frequenz unabhängig von der Zeit,
so reduziert sich der Ausdruck für den i. Zyklus’ auf ki = ν (ti − t0). Die Werte der ki

geben an, wieviele Schwingungen seit der Referenzzeit t0 durchlaufen wurden. Jedem
Zyklus kann nun eine Phase zugeordnet werden, die modulo 2π ist. Die Menge der
Phasen {θi}, i = 1, . . . , n, ist gegeben durch∗

θi(ν) = 2π ( ki(ν) − bki(ν)c ), (5.17)

wobei bkic die größte ganze Zahl bezeichnet, die kleiner ist als ki. Somit ist θi ∈

[0; 2π]∀i. Im Allgemeinen soll ein Frequenztest die Frage beantworten, zu welcher

∗ In diesem Kapitel wird die Phase durchweg mit θ bezeichnet, wie es in der Literatur üblich ist. Sie ist
nicht mit dem Pitch-Winkel aus vorherigen Kapiteln zu verwechseln.
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Wahrscheinlichkeit Daten mit einer gewissen Frequenz periodisch moduliert sind. Die-
se Frage wird statistisch durch Hypothesen formuliert. Die Null-Hypothese H0 besagt,
dass das Signal nur aus Rauschen besteht und keine Periodizität aufweist. Für T � P
sind die Phasen dann gleichförmig auf dem Intervall [0; 2π] verteilt. Die Phasen θ stel-
len Zufallsvariablen dar und die Wahrscheinlichkeit, dass eine Phase zwischen θ und
θ + dθ gemessen wird, ist gegeben durch die Wahrscheinlichkeitsdichte (probability
distribution function, p.d.f.) f (θ)dθ, siehe auch Anhang B.2. Im Fall der Frequenztests
bezeichnet man f (θ) alternativ auch als Lichtkurve.
Die Null-Hypothese ist gegeben durch

H0 : f (θ) =
1

2π
, (5.18)

so dass
∫ 2π

0
f (θ)dθ = 1 ist. Im Falle eines periodischen Signals wird die p.d.f. von

der Obigen abweichen. Dies kann mit der alternativen Hypothese HA folgendermaßen
formuliert werden:

HA : f (θ) = ps fs(θ) +
1 − ps

2π
. (5.19)

Die Stärke der Modulation ist gegeben durch ps und fs(θ) bezeichnet die Wahrschein-
lichkeitsdichte des periodischen Signals. Letztere ist ebenfalls normiert durch die Glei-
chung

∫ 2π

0
fs(θ)dθ = 1. Ist das Signal mit einer Frequenz moduliert, so zeichnet sich

dies durch Maxima in der Lichtkurve fs(θ) aus. Die Maxima sind in f (θ) schwächer
ausgeprägt, da das Signal zusätzlich von Rauschen überlagert wird. Als Beispiel für
eine Lichtkurve ist in Abbildung 5.10 das Pulsprofil des Krebspulsars gezeigt.
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A 5.10: Pulsprofil des Krebspulsars, wobei hier die Phase θ/(2π) aufgetragen ist.
Als Frequenztest wurde der Pearson-χ2-Test verwendet. Aufgetragen ist die Zählrate pro
Sekunde pro Breite des Teilintervalls. Quelle der Abbildung: Kirsch et al. (2006)

Getestet wird nun die Gleichförmigkeit der Phasen (H0 mit ps = 0) gegen HA mit
ps > 0. Als Maß für die Abweichung von der Gleichförmigkeit kann das folgende
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5 Analyse von Röntgendaten des Krebsnebels auf Photonenoszillationen

Funktional verwendet werden,

Ψ[ f ] =

2π∫
0

(
f (θ) −

1
2π

)2

dθ. (5.20)

Größere Werte von Ψ[ f ] deuten auf ein periodisches Signal hin. Da die Lichtkurve des
Signals im Allgemeinen unbekannt ist, muss diese durch geeignete Schätzfunktionen f̂
ersetzt werden. Ein wichtiges Kriterium für eine solche Schätzfunktion ist die Konsis-
tenz. Darunter versteht man die Eigenschaft, dass die Signifikanz der Detektion eines
periodischen Signals mit zunehmender Datenmenge ebenfalls ansteigt. Weitere Eigen-
schaften zur Konstruktion einer sinnvollen Schätzfunktion können Amsler et al. (2008)
entnommen werden. Oftmals sind die Schutzfunktionen mit einem Glättungsparame-
ter h verknüpft. Einige Beispiele für Schätzfunktionen werden weiter unten angeführt
und auf ihre Praktikabilität im Falle von Photonenoszillationen hin diskutiert.

Signifikanz von Frequenztests

Es wird angenommen, dass ein Frequenztest das Ergebnis (auch Power genannt) z0 ∝

Ψ( f ) ergeben hat. Die Signifikanz der Abweichung zwischen den Testergebnissen und
der Erwartung unter der Annahme, dass H0 wahr ist, ist durch den p-Wert quantifiziert
(siehe Anhang B.2). Dieser gibt die Wahrscheinlichkeit an, ein z > z0 zu finden, wenn
H0 wahr ist, was mit P(z > z0) bezeichnet wird. Sei f (z) die zu den Testergebnissen
zugehörige p.d.f. (die im Allgemeinen verschieden ist von f (θ)), dann ist der p-Wert

P(z > z0) ≡ p(z0) =

∞∫
z0

f (z)dz. (5.21)

Da jede Funktion einer Zufallsvariable selbst wieder eine Zufallsvariable ist, sind so-
wohl die Lichtkurve, das Maß Ψ( f ), als auch P(z > z0) Zufallsvariablen.
Im Allgemeinen ist die Frequenz eines möglichen Signals unbekannt. Der direkteste
Weg, verschiedene Frequenzen zu untersuchen besteht darin, die Teststatistik mit ver-
schiedenen Frequenzen innerhalb eines Intervalls ν ∈ [ν1; ν2] zu berechnen. Die Frage
ist nun, in welchen Schritten ∆ν das Frequenzintervall abgesucht werden soll. Wählt
man ∆ν zu groß, so läuft man Gefahr, ein Maximum in der Teststatistik zu übersehen.
Wählt man hingegen ∆ν zu klein, so kommt es zum sogenannten Oversampling: bei
einem Maximum z0 der Teststatistik bei der Frequenz ν0, werden Frequenzen, die sich
nahe an ν0 befinden, ebenfalls ein hohes Testergebnis liefern. Diese Frequenzen sind
also in hohem Maße korreliert. Die Anzahl der untersuchten Frequenzen, für die die
Frequenzen unkorreliert sind, ist gegeben durch

x = (ν2 − ν1)(tn − t1) = (ν2 − ν1)T, (5.22)
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5.3 Periodizitätsanalyse

und ist gleich der Anzahl der Independent Fourier Spacings (IFS) ∆x. Dies entspricht
einer Schrittweite von

∆νIFS = 1/T und ∆x = 1. (5.23)

Wählt man ∆ν = ∆νIFS, so ergibt sich die Gesamtwahrscheinlichkeit Px(z0) bei x Ver-
suchen unter H0 ein z > z0 zu finden zu

Px(z0) = 1 − (1 − P(z > z0))x. (5.24)

Um sicherzustellen, dass kein Maximum übersehen wird, sollte ∆ν < ∆νIFS gewählt
werden. Dann muss allerdings der Effekt des Oversamplings bei der Berechnung der
Signifikanz berücksichtigt werden. Dies erreicht man über den Oversamplingfaktor
rx(z0), der die folgenden Eigenschaften besitzt:

rx(z0) =

1 für ∆x = 1
Konstante, Konstante > 1 für ∆x→ 0.

(5.25)

Die Gesamtwahrscheinlichkeit Px(z0) wird dann modifiziert zu

Px(z0) = rx(z0)[1 − (1 − P(z > z0))x]. (5.26)

Der Oversamplingfaktor muss in der Regel durch Monte-Carlo-Simulationen bestimmt
werden. De Jager et al. (1989) geben verschiedene Werte von rx(z0) für verschiedene
Tests an und schlagen vor, standardmäßig einen Frequenzabstand von ∆x = 0.05 IFS
zu verwenden.
Im Folgenden sollen nun einige Teststatistiken vorgestellt werden.

Beispiele für Frequenztests

Pearson-χ2-Test. Die einfachste Methode, die Gleichförmigkeit der Phasenvertei-
lung zu testen, besteht darin, das Intervall der Phasen [0; 2π] in K gleichgroße Teilin-
tervalle zu unterteilen und jede Phase in das ihr entsprechende Intervall einzuordnen.
Das so entstandene Histogramm kann dann mit dem Pearson-χ2-Test, der gleichzei-
tig dem Maß aus Gleichung 5.20 mit dem Glättungsparameter h = K entspricht, auf
Gleichförmigkeit untersucht werden,

Ψ[ f̂K] =
K∑

j=1

(n j − n/K)2

n/K
, (5.27)

wobei n j die Anzahl der Phasen im j-ten Teilintervall ist. Für eine große Anzahl von
Ereignissen n geht die Poisson-Statistik der gemessenen Photonen in eine Gaußvertei-
lung über und der Pearson-χ2-Test verhält sich dann wie ein χ2-Test mit K − 1 Frei-
heitsgraden unter H0, der zusätzlich mit einer Normierung von 2πn versehen ist,

χ2
K−1 = 2πnΨ[ f̂K]. (5.28)
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5 Analyse von Röntgendaten des Krebsnebels auf Photonenoszillationen

Die Anzahl der Teilintervalle K ist a priori nicht vorgegeben, was einen enormen Nach-
teil dieses Tests ausmacht. Ein Experimentator, der die Häufung einer Phase vermu-
tet, wird die Breite der Teilintervalle dementsprechend wählen und somit die statis-
tische Aussagekraft dieses Tests verfälschen. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der
χ2-Statistik, die nötig ist, um den p-Wert zu berechnen, ist in Anhang B.2 zu finden.

Z2
m und Rayleigh-Test. Einen Test, der ohne die Unterteilung des Gesamtintervalls

auskommt, stellt der Z2
m-Test dar, wobei hier der Glättungsparameter h = m die An-

zahl der getesteten Oberwellen ist. Als Schätzfunktion dienen hier die Fourierreihen-
Schätzfunktionen (Fourier Series Estimator, FSE) f̂m mit

f̂m(θ) =
1

2π

1 + 2
m∑

k=1

[
α̂k cos(kθ) + β̂k sin(kθ)

] , (5.29)

wobei α̂k und β̂k die empirischen Fourieramplituden darstellen, die gegeben sind durch

α̂k =
1
n

n∑
i=1

cos(kθi) und β̂k =
1
n

n∑
i=1

sin(kθi). (5.30)

Das Maß Ψ( f̂m) ergibt sich durch Einsetzen von α̂k und β̂k zu

Ψ[ f̂m] =
1
π2

m∑
k, k′=1

2π∫
0

[
α̂kα̂k′ cos(kθ) cos(k′θ)

+ β̂kβ̂k′ sin(kθ) sin(k′θ) + 2α̂kβ̂k′ sin(kθ) cos(k′θ)
]

dθ. (5.31)

Durch partielle Integration zeigt man, dass Terme mit k , k′ nicht zu Ψ beitragen.
Für k = k′ lassen sich die Terme quadratisch in Sinus und Kosinus mit der Identität
sin2 x = 1/2(1 − cos(2x)), beziehungsweise cos2 x = 1/2(1 + cos(2x)), berechnen. Das
Ergebnis ist einfach πα̂2

k und πβ̂2
k , wohingegen der Mischterm nach partieller Integrati-

on identisch verschwindet. Der Z2
m-Test ist nun definiert als

Z2
m = 2nπΨ[ f̂m] = 2n

m∑
k=1

(α̂2
k + β̂

2
k) =

2
n

m∑
k=1


 n∑

i=1

cos(kθi)

2

+

 n∑
i=1

sin(kθi)

2 . (5.32)

Der Rayleigh-Test ist ein Spezialfall des Z2
m-Tests mit m = 1, der ohne den Faktor 2

des Z2
m-Tests definiert ist,

R2 = nπΨ[ f̂1] =
1
n


 n∑

i=1

cos(θi)

2

+

 n∑
i=1

sin(θi)

2 . (5.33)

Für n → ∞ folgt Z2
m unter Annahme von H0 ebenfalls einer χ2-Verteilung mit 2m

Freiheitsgraden. Somit kann man den p-Wert des Rayleigh-Test analytisch berechnen.
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5.3 Periodizitätsanalyse

Für d = 2 Freiheitsgrade vereinfacht sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung der χ2-
Statistik (Gleichung B.10) zu f (z, 2) = 1/2 exp(−z/2) und mit z = 2R2 erhält man

P(z > z0) =
1
2

∞∫
z0

e−z/2dz = e−z0/2 = e−R2
0 . (5.34)

Bildlich kann man sich den Rayleigh-Test wie folgt vorstellen: jeder Phase wird ein
Einheitsvektor in der komplexen Ebene mit den zwei linear-unabhängigen kartesi-
schen Koordinaten cos(kθi) und sin(kθi) zugeordnet. Diese Vektoren werden addiert
und die Länge des Gesamtvektors berechnet. Bei gleichförmig verteilten Phasen sollte
der resultierende Vektor gleich dem Nullvektor sein und somit die Länge Null ha-
ben, siehe die linke Seite aus Abbildung 5.11. Bei einem periodischen Signal sind die
zugehörigen Phasen bevorzugt, siehe rechte Seite von Abbildung 5.11. Je länger der
Gesamtvektor, desto wahrscheinlicher ist ein periodisches Signal.

A 5.11: Gezeigt sind die Phasenvektoren mit der Länge eins auf dem Einheits-
kreis. Auf der linken Seite sind die Vektoren zufällig verteilt, während auf der rechten
Seite Phasen mit θ ≈ π/20 und θ ≈ 2π/3 bevorzugt sind, was auf ein periodisches Signal
mit entsprechenden Frequenzen hindeutet.

Der Rayleigh-Test ist nur sensitiv auf die erste Oberwelle eines Signals. Er ist demnach
besonders gut geeignet, um sinusförmige Modulationen zu detektieren. Für scharfe
oder mehrere Maxima tragen allerdings die Fourieramplituden höherer Oberwellen
stärker bei, weswegen der Z2

m-Test für ein oder mehrere scharfe Maxima sensitiver ist.
Da meist das Signal nicht vorher bekannt ist, führt eine Wahl des Parameters m, ähnlich
wie bei der Wahl der Abstände der Teilintervalle im Pearson-χ2-Test, a posteriori zu
einer Verfälschung der Signifikanz eines Tests.

H-Test. Eine Lösung des Problems der Wahl eines Glättungsparameters besteht in
dem sogenannten H-Test, der von de Jager et al. (1989) vorgeschlagen wurde. Er eig-
net sich am besten, wenn nichts über die Form der Modulation bekannt ist. Der Test
basiert auf dem Z2

m-Test, jedoch wird das m gewählt, das den Unterschied zwischen der
Schätzfunktion und der wahren Lichtkurve f (θ) minimiert. Dieser Wert, man nenne ihn
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5 Analyse von Röntgendaten des Krebsnebels auf Photonenoszillationen

M, wird folgendermaßen bestimmt:

max
1 ≤ m ≤ ∞

(Z2
m − 4m + 4) = Z2

M − 4M + 4. (5.35)

Für praktische Anwendungen und zur Minimierung des Rechenaufwands schlagen
de Jager et al. (1989) die Berechnung von M mit den ersten 20 Oberwellen vor. Der
H-Test ergibt sich dementsprechend zu

H = max
1 ≤ m ≤ 20

(Z2
m − 4m + 4) = Z2

M − 4M + 4. (5.36)

Trotz dieser Vereinfachung eignet sich der Test eher für Zeitserien mit kleinen Ereig-
niszahlen, da sich die Rechenschritte auf eine Größenordnung von O(40n) belaufen.
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des H-Tests bei Gleichverteilung der Phasen muss
durch Monte-Carlo-Simulationen ermittelt werden.
Im nächsten Abschnitt sollen nun die eingeführten Begriffe auf den Fall der Photone-
noszillationen übertragen werden. Hierzu gilt es vor allem den Begriff der Frequenz
und des Independent Fourier Spacings der geänderten Situation anzupassen. Außer-
dem werden Energieserien simuliert, auf die die Frequenztests angewendet und auf
ihre Funktionstüchtigkeit überprüft werden.

5.3.2 Überprüfung der Funktionsweise

Im Folgenden sollen nun die Daten von XMM-Newton auf Photonenoszillationen mit
Frequenztests untersucht werden. Das heißt, dass keine Zeitserien {ti} untersucht wer-
den, sondern Energieserien {Ei}, i = 1, . . . , n. Es wird demnach nötig sein, die oben
eingeführten Ausdrücke für die Frequenz und die Phase entsprechend zu modifizieren.
Des Weiteren soll überprüft werden, welcher Frequenztests geeignet ist, um eine peri-
odische Modulation zu detektieren. Dazu werden Signale, die mit Photonenoszillation
mit bekanntem Mischungswinkel χ0 und Masse µ überlagert sind, simuliert.
Für Photonenoszillationen wird ein Signal F(E) einer Quelle nach Gleichung 4.10
modifiziert,

F(E)→ F(E)
[
1 − Pγ→γs

]
= F(E)

[
1 − sin2(2χ0) sin2

(
µ2d
4E

)]
. (5.37)

Somit wird nach Modulationen von der Form sin2(1/E) gesucht. Um die Phasen {θi}

zu bestimmen, schreibt man den oszillierenden Term in Pγ→γs in folgender Weise:

sin2
(
µ d2

4E

)
= sin(ν(E)E) mit ν(E) =

µ2d
4E2 . (5.38)

Die Frequenz selbst ist demnach von der Energie abhängig und hat die Einheit (Energie)−1.
Für die Berechnung der Anzahl der durchlaufenden Zyklen nach Gleichung 5.16 ist die
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j.-Ableitung nötig. Durch Induktion nach j kann gezeigt werden, dass

d jν

dE j = (−1) j( j + 1)!
c̃

E j+2 (5.39)

gilt, wobei c̃ eine Konstante ist mit

c̃ =
µ2d
4
= 0, 03909

(
µ

10−12 eV

)2
(

d
kpc

)
keV. (5.40)

Einsetzen der j.-Ableitung an der Stelle E = E0 in Gleichung 5.16 ergibt

ki =
c̃

E0

∞∑
j=0

(−1) j

(
Ei

E0
− 1

) j+1

. (5.41)

Dies ist eine alternierende Reihe, die nur konvergiert, wenn es sich bei der Folge
{(Ei/E0 − 1) j+1} um eine monoton fallende Nullfolge handelt (Leibniz-Kriterium), wo-
bei die Referenzenergie E0 dementsprechend gewählt werden muss. Eine Möglichkeit
ist, E0 so zu wählen, dass

0 <
Ei

E0
− 1 < 1 ⇔

1
2

Ei < E0 < Ei (5.42)

gilt. Dies kann zum Beispiel durch die Wahl E0 = 3/4Ei erreicht werden, so dass sich
die Anzahl der Zyklen für die i. gemessene Energie bei einer Berechnung der Reihe
ergibt zu

ki =
4c̃
3E

∞∑
j=0

(−1) j

(
1
3

) j+1

=
4c̃
3Ei

1
3
=

c̃
3Ei

(5.43)

Die Frequenz an der Stelle E0 = 3/4E ist somit

ν(E0) =
4µ2d
9E2

i

= 0, 06949
(

µ

10−12 eV

)2
(

d
kpc

) ( E
keV

)−2

keV−1. (5.44)

Die Phase kann dann mit Gleichung 5.17 bestimmt werden. Sie ist in Abbildung 5.12
als Funktion der gemessenen Energie beispielhaft für µ = 3 × 10−11 eV zu sehen. Die
Anzahl x der IFS kann nach Gleichung 5.22 berechnet werden,

∆νIFS =
1

En − E1
⇒ x =

ν1 − ν2

∆νIFS
. (5.45)

Die Wahl des am besten geeigneten Frequenztests wird im nächsten Abschnitt disku-
tiert.
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A 5.12: Die Phase θ als Funktion der gemessenen Energie für eine verborgenen
Photonenmasse von µ = 3 × 10−11 eV. Für kleinere Werte von µ verschiebt sich das erste
Maximum zu immer höheren Energien und es treten immer weniger Stellen auf, an der die
Funktion nicht stetig-differenzierbar ist.

Simulation von Ereignissen und Wahl des Frequenztests

Die Eignung eines Frequenztest Photonenoszillationen zu detektieren, muss erst durch
Simulationen gezeigt werden. Durch die Auswertung simulierter Energien lässt sich
zudem die Frage beantworten, welcher Test am besten geeignet ist. Ein Test sollte in
der Lage sein, Oszillationen auch bei schwachen Amplituden sin2(2χ0) noch nachwei-
sen zu können. Zusätzlich sollte der Test möglichst wenig Rechenschritte benötigen,
da der Krebsnebel eine sehr helle Quelle ist und mit Ereigniszahlen von n ≈ O(105) zu
rechnen ist.
Somit stellt sich der H-Test als eher ungeeignet dar. Da man eine sinusförmige Modu-
lation erwartet, werden aufgrund der Diskussion im Abschnitt 5.3.1 der Rayleigh-Test
und der Z2

2-Test auf ihre Fähigkeiten untersucht, eine Oszillationen zu entdecken.
Die EPIC-pn-Kamera an Bord von XMM-Newton kann Photonen in einem Energiebe-
reich von 0,15 keV bis 15 keV nachweisen (vergleiche Abschnitt 2.2). Um Charakte-
ristiken im Spektrum und in der Effizienz des Detektors auszuschließen, die eine Os-
zillation vortäuschen können, werden allerdings nur Energien mit E ∈ [2 keV; 10 keV]
für die Analyse verwendet. Auf diese Weise sind die Photoabsorptionsbanden im Rönt-
genbereich (siehe Abbildung 5.6(b)) und Effizienzfluktuationen (vergleiche Abbildung
5.6(a)) zum Großteil ausgeschlossen.
Für die Simulation wird ein Quellspektrum F(E′) von konstanter Stärke angenommen,
das mit Photonenoszillationen variiert:

F(E′) = C̃
[
1 − sin2(2χ0) sin2

(
µ2d
4E′

)]
, (5.46)

wobei C̃ eine beliebige Konstante ist. Um ein Detektorsignal zu simulieren, muss das
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Quellspektrum mit einer Detektorantwort gefaltet werden. Für die Simulation wird
eine Antwortfunktion R(E′, E) angenommen, die die Wahrscheinlichkeit angibt, ein
Photon der Energie E′ bei der Energie E zu messen. Diese Wahrscheinlichkeit wird
zwischen der einer Minimalenergie Emin = 2 keV und der Energie E als konstant und
sonst Null angenommen, wobei außerdem E ≤ Emax = 10 keV gilt,

R(E′; E; Emin) =

1 für Emin ≤ E′ ≤ Emax,

0 sonst.
(5.47)

Wie in Abschnitt 5.1 diskutiert, ist die gemessene Zählrate C(E) gleich einer Faltung
zwischen Signal und Antwortfunktion. Zur Simulation von Energieserien ist es sinn-
voll, dass C(E) ∈ [0; 1] mit C(Emin) = 0 und C(Emax) = 1 ist, da so Zahlen zwischen 0
und 1 mit einem Zufallsgenerator „ausgewürfelt“ werden können und durch Invertie-
rung von C(E) die zugehörige Energie abgespeichert werden kann. Die Detektorant-
wort ist gerade so gewählt, dass für bestimmte Parameterwerte von (µ, χ0) C(E) eine
monoton wachsende bijektive Funktion ist, die mit den Photonenoszillationen überla-
gert ist. Die Funktion C(E) berechnet sich auf folgende Weise:

C(E) = N0(F ∗ R)(E) = N0[(F ∗ Θ)(E) − (F ∗ Θ)(Emin)]

= N0


+∞∫
−∞

F(E′)Θ(E′ − Emin)dE′

 −
+∞∫
−∞

F(E′)Θ(E − E′)dE′

= N0

E∫
Emin

F(E′)dE′ für Emin ≤ E ≤ Emax.

Die Konstante N0 sorgt für die richtige Normierung von C(E),

N−1
0 =

Emax∫
Emin

F(E′)dE′. (5.48)

Explizit ergibt sich die Zählrate zu

C(E) = N0C̃

E − Emin − sin2(2χ0)

E∫
Emin

sin2
(
µ2d
4E′

)
dE′

 . (5.49)

Der letzte Term kann mit Hilfe der Substitution z = µ2d/(4E) und partieller Integration
vereinfacht werden,

E∫
Emin

sin2
(
µ2d
4E′

)
dE′ =

z∫
zmin

sin2(z′)
z′ 2 dz′ = −

sin2 z′

z′

∣∣∣∣∣∣z
zmin

+

z∫
zmin

sin(2z′)
z′

dz′ (5.50)
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Mit Hilfe einer weiteren Substitution mit y = 2z formt man den zweiten Term weiter
zum Integralsinus um, der definiert ist als

Si(x) =

x∫
0

sin z
z

dz,

so dass man den folgenden Ausdruck erhält,

z∫
zmin

sin(2z′)
z′

dz′ =

2z∫
2zmin

sin(y)
y

dy = Si(2z) − Si(2zmin). (5.51)

Fügt man alle Resultate zusammen, so ergibt sich f (E) zu

C(E) = N0C̃
[
E + sin2(2χ0)

(
Si(2z(E)) −

sin2 z(E)
z(E)

)]∣∣∣∣∣∣E
Emin

. (5.52)

Das Detektorsignal C(E) kann für bestimmte Parameter (χ0, µ) numerisch invertiert
werden. Simulierte Energieserien werden nun dadurch erzeugt, dass Werte zwischen
0 und 1 durch einen Zufallsgenerator erzeugt werden und mit C−1(E) der entspre-
chende Energiewert abgespeichert wird. Dies ist im zu diesem Zweck geschriebenen
Programm simul (siehe Anhang A.2) implementiert.
Die so erzeugten Energieserien können anschließend mit Frequenztests untersucht wer-
den. Im Zuge dieser Arbeit wurde dafür das Programm periodicity geschrieben, wel-
ches ebenfalls in Anhang A.2 beschrieben wird.
Es wurden Signale mit verschiedenen Parametern (χ0, µ) und n = 7×105 Ereignisener-
gien simuliert und mit dem Rayleigh-Test und dem Z2

2-Test untersucht. Als Schrittweite
wurde ∆x = 1 IFS gewählt. Für maximale Mischung, χ0 = π/4, ist das Rayleigh-
Power-Spektrum in Abbildung 5.13 gezeigt. Es sind ausgeprägte Maxima für die ent-
sprechenden Werte der verborgenen Photonenmasse µ zu sehen, was zeigt, dass der
Rayleigh-Test sich gut eignet um die Energieserien von XMM-Newton zu untersu-
chen. Mit zunehmender Masse nimmt der Wert des Maximums ab, das Verhältnis des
Maximums zum Untergrund nimmt dagegen bis µ = 80 · 10−12 eV zu und nimmt erst
anschließend wieder ab. Der Grund für die Abnahme des Maximalwertes und für das
schlechtere Verhältnis von Maximum zu Untergrund für Massen > 80 · 10−12 eV be-
steht darin, dass für hohe Werte von µ die Oszillationen so schnell werden, dass sie
nicht mehr von einer mittleren Änderung des Flusses unterschieden werden können.
Es macht daher keinen Sinn, nach Photonenmassen mit µ > 1, 5 · 10−10 eV zu suchen.
Ferner ist ein globaler Anstieg der Rayleigh-Power hin zu kleineren Massen zu erken-
nen. Dies stellt ein ernst zunehmendes Problem dar, weil auf diese Weise die Signifi-
kanz des Tests verfälscht wird. So zeigt sich beim Untergrund ein maximales Ergebnis
von R2 ≈ 2 × 104, was nach Gleichung 5.34 und 5.26 stark auf ein Signal hindeutet,
was aber nicht der Fall sein kann.
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A 5.13: Powerspektrum des Rayleigh-Tests für simulierte Energieserien mit ver-
schiedenen Massen und einem Mischungswinkel χ0 = π/4. Die Maxima sind deutlich zu
erkennen.

Ursache dieses Anstiegs ist, dass generell nicht, wie im Anfang von Abschnitt 5.3.1 ge-
fordert, T = En − Ei � P gilt. Dies führt dazu, dass für kleine Werte von µ nicht mehr
alle Werte zwischen 0 und 2π von θ angenommen werden und somit keine Gleichver-
teilung mehr vorliegt. So erhöht sich die Anzahl der Phasen mit Werten nahe 2π, so
dass sich die Rayleigh-Power immer weiter dem Wert R2 → n annähert. Um dieses
Verhalten zu beseitigen, muss für die Berechnung der Signifikanz die Rayleigh-Power
R2

bkg des Untergrundes abgezogen werden. Der Untergrund selbst ist allerdings abhän-
gig von den simulierten Ereigniszahlen. Je mehr Ereignisse simuliert werden, desto
höher der Untergrund. Aus diesem Grund darf die Energieserie des Hintergrunds ma-
ximal so viele Ereignisse umfassen, wie das Signal selbst, da sonst Maxima im Power-
spektrum verloren gehen könnten. Gleichung 5.34 wird somit modifiziert zu

P(R2 > R2
0) =

exp[−(R2
0 − R2

bkg)] für R2
0 ≥ R2

bkg,

1 sonst.
(5.53)

Die zweite Bedingung, dass P(R2 > R2
0) = 1 für R2

0 < R2
bkg ist, ist nötig, da Werte von

P(R2 > R2
0) > 1 in der Wahrscheinlichkeitsinterpretation nicht sinnvoll sind. Damit ein

Maximum noch klar vom Untergrund unterschieden werden kann, werden die Energie-
serien von XMM-Newton auf Photonenmassen mit µ > 3 ·10−11 eV untersucht. Daraus
ergibt sich ein abzusuchendes Massenintervall von µ ∈ [3 · 10−11 eV; 15 · 10−11 eV].
Für den Z2

2-Test zeigt sich das selbe Verhalten, die Maxima sind klar zu erkennen,
ebenso wie ein Anstieg hin zu kleinen Massen. Das Powerspektrum ist in Abbildung
5.14 gezeigt. In die Berechnung des Powerspektrums geht nun zusätzlich die zweite
Oberwelle ein, was zwei Maxima pro simulierter Energieserie von ungefähr gleicher
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Höhe verursacht. Der Wert der simulierten Frequenz ν(µ) wird beim zweiten, stärkeren
Maximum angenommen.
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A 5.14: Powerspektrum des Z2
2-Tests für simulierte Energieserien mit verschie-

denen Massen. Da neben der ersten auch die zweite Oberwelle in die Teststatistik eingeht,
sind zwei Maxima zu erkennen.

Die Abhängigkeit der Testergebnisse vom Mischungswinkel wurde zusätzlich für den
Rayleigh-Test und den Z2

2-Tests untersucht und ist in Abbildung 5.15(a) beispielhaft
für µ = 6 × 10−11 eV und den Rayleigh-Test dargestellt. Für Werte von χ0 kleiner
als die maximale Mischung von π/4 ist ein steiler Abfall zu erkennen. Dies macht
eine Detektion von Signalen mit kleinem Mischungswinkel unmöglich. Bei der Be-
rechnung von Konfidenzintervallen für die XMM-Newton-Daten muss dieser Umstand
berücksichtigt werden. Dafür werden für alle Massen im betrachteten Suchintervall in
Schritten von 10−12 eV die maximale Rayleigh-Power in Abhängigkeit des Mischungs-
winkels simuliert und die so entstandene Funktion R2(χ0) interpoliert. Dies wird in Ab-
schnitt 5.3.4 zur Bestimmung des Konfidenzintervalls nötig und ist exemplarisch für
µ = 6 · 10−11 eV in Abbildung 5.15(b) dargestellt.
Abschließend ist festzuhalten, dass sich der Rayleigh-Test am besten eignet, um Ener-
gieserien auf Photonenoszillationen zu untersuchen. Im Signal-zu-Rauschverhältnis
sind der Rayleigh-Test und der Z2

2-Test zwar vergleichbar, jedoch liefert der Z2
2-Test

zwei Maxima im Powerspektrum. Außerdem ist der Rayleigh-Test weniger rechenin-
tensiv, weswegen der H-Test von vornherein ausgeschlossen werden muss. Die Sensiti-
vität des Tests ist vor allem durch den zu erwartenden Hintergrund limitiert. Deswegen
ist es nötig, Hintergrundenergieserien zu simulieren, die keine Oszillationen beinhal-
ten, jedoch die gleichen Eigenschaften wie der verwendete Detektor (also die EPIC-
pn-Kamera) aufweisen. Dazu wird die Software SciSim verwendet, die im nächsten
Abschnitt vorgestellt wird.
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A 5.15: (a) Rayleigh-Power in Abhängigkeit des Mischungswinkels χ0. Der Fall
χ0 = π/4 stellt maximale Mischung dar. Für kleinere Werte fällt das Maximum schnell
ab und ist für χ0 = π/32 nicht mehr von Rauschen zu unterschieden. (b) Das Maximum
der Rayleigh-Power ist als Funktion des Mischungswinkels χ0 exemplarisch für µ = 6 ·
10−11 eV aufgetragen. Aufgrund der langen Rechenzeit wurde der Rayleigh-Test für 12
Werte von χ0 berechnet und die daraus entstandene Funktion interpoliert.

5.3.3 Simulation des Hintergrundes

Der zu erwartende Hintergrund für das Rayleigh-Powerspektrum soll möglichst rea-
listisch simuliert werden. Das bedeutet, dass eine Energieserie simuliert werden muss,
die die selben Charakteristika wie ein wirklicher Datensatz von XMM-Newton vom
Krebsnebel aufweist, bei dem jedoch bekannt ist, dass die Ereignisse nicht mit Pho-
tonenoszillationen moduliert sind. Dies kann mit Hilfe der SciSim Software (Gabriel
et al. 2005) erreicht werden. SciSim ist ein Akronym und steht für Science Simula-
tor, der vom XMM-Newton Science Operation Center entwickelt wurde. Er dient da-
zu „realistische wissenschaftliche Daten“ ∗ zu erzeugen. SciSim ermöglicht es sowohl
Punktquellen als auch ausgedehnte Objekte zu simulieren, die entweder ein komplexes
oder monochromatisches Spektrum aufweisen. Dabei können komplizierte Spektren
mit Xspec erzeugt und in Scisim importiert werden. Außerdem muss der integrierte
Fluss über das Energieband des Detektors und die Ausdehnung der Quelle (außer bei
Punktquellen) definiert werden.
Zur Abschätzung des Hintergrundes wurde ein einfaches Potenzgesetz mit Photoab-
sorption, aber ohne Photonenoszillationen an die XMM-Newton-Daten, wie in Ab-
schnitt 5.1 erklärt, mit Xspec angepasst und exportiert. Der Krebsnebel wurde als aus-
gedehnte, sphärische Quelle mit räumlich konstantem Fluss angenommen. Die ver-
wendeten Parameter für das Modell sind in Tabelle 5.3 aufgeführt.
Mit der angenommenen Quelle werden innerhalb SciSim verschiedene Simulatoren

∗ Freie Übersetzung aus dem SciSim Benutzerhandbuch, siehe http://xmm.esac.esa.int/
external/xmm_data_analysis/scisim/release/latest/help/html/scisim/scisim.
html
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5 Analyse von Röntgendaten des Krebsnebels auf Photonenoszillationen

T 5.3: Parameter für simuliertes Krebsspektrum. Der Fluss wurde über das Energi-
eintervall von 0, 25 keV bis 12 keV integriert.

Wasserstoff-
Photonindex

Normierung
Radius

integrierter
Fit- säule N0 Fluss
parameter NH [cm2] Γ [ s−1 keV−1] [◦] [ ergs cm−2 s−1]

Wert 2,76 · 1021 2,19149 1,65878 0,03 5,271 · 10−9

gestartet, die verschiedenste Effekte und Instrumente, die bei der Erstellung eines Bil-
des eine Rolle spielen, simulieren. Angefangen von der Bewegung des Satelliten über
den Strahlenverlauf, die Spiegelausrichtung und das Reflexionsgitter bis hin zur ei-
gentlichen Kamera wird so der gesamte Verlauf der Photonen, von der Quelle bis
zum Detektor, generiert. Als Endprodukt erhält man die ODFs, wie bei wirklichen Be-
obachtungen. Somit enthalten die simulierten Daten auch die Detektoreigenschaften,
so dass sie sich eignen, um mögliche vorgetäuschte Signale von wirklichen Photone-
noszillation zu unterscheiden. Allerdings ist in SciSim nicht der Burst-Modus imple-
mentiert. Zwar tritt bei den simulierten Daten kein Pile-up auf, jedoch können vom
Burst-Modus eventuell vorgetäuschte Signale im Rayleigh-Spektrum nicht mehr aus-
geschlossen werden.
Der simulierte Krebsnebel, wie er für die EPIC-pn-Kamera zu sehen ist, ist in Ab-
bildung 5.16 gezeigt. Wie im vorangegangen Kapitel besprochen, ist es wichtig, dass
die simulierten Energieserien zur Subtraktion des Hintergrunds ungefähr die selben
Anzahlen von Ereignissen aufweisen, wie die Energieserien der wirklichen Daten. Zu
diesem Zweck werden nur bestimmte Regionen des simulierten Krebsnebels verwen-
det, wie durch die Kreise in Abbildung 5.16 angedeutet. Dazu wird das Programm ds9
verwendet. Dabei wird der Radius der äußeren Region konstant gehalten und der Ra-
dius des inneren Kreises so lange angepasst, bis die Ereigniszahlen ungefähr überein-
stimmen. Die Ereignislisten werden dann mit des SAS und diesen Regionen gefiltert,
so dass nur Ereignisse aus diesem Kreisring übrig bleiben.
Aus den simulierten Ereignislisten werden abschließend nur solche Ereignisse verwen-
det, deren Energie zwischen 2 keV und 10 keV liegt, wie in Abschnitt 5.3.2 diskutiert.
Dazu wird der Befehl fcopy verwendet, der Teil des FTOOLS-Programmpakets ist. In
Tabelle 5.1 sind die einzelnen Beobachtungen mit der Anzahl der Ereignisse und die
Anzahl der Ereignisse der verwendeten Hintergrundsimulation zusammengefasst.

5.3.4 Ergebnisse und Diskussion

Die Ereignislisten wurden mit dem Programm periodicity (siehe Anhang A.2) anhand
des Rayleigh-Tests auf periodische Modulationen von der Form der Photonenoszilla-
tionen untersucht. Das Programm periodicity sortiert die Ereignislisten in aufsteigen-
der Reihenfolge und berechnet anschließend die Schrittweite ∆νIFS, in der der Fre-
quenzraum nach Oszillationen abgesucht wird. Diese beläuft sich für alle Energieseri-
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5.3 Periodizitätsanalyse

A 5.16: Der mit SciSim simulierte Krebsnebel. Der Nebel wird als sphärische
Quelle mit einem Radius von 0,03◦ angenommen, über der der Fluss konstant ist. Für
die verschiedenen Ereigniszahlen der simulierten Quelle aus Tabelle 5.1 wurden Kreisrin-
ge als Regionsfilter definiert und nur Ereignisse aus diesen Regionen mit in die Analyse
einbezogen. Für die verschiedenen Ereigniszahlen wurde jeweils der Radius des inneren
Ringes geändert.

en zu
∆νIFS =

1
En − E1

≈ 0,125 keV, (5.54)

da bei der hohen Anzahl von Ereignissen die minimale Energie von E1 = 2 keV und
die maximale Energie von En = 10 keV immer Elemente der Ereignislisten sind. An-
stelle der Frequenz, die durch Gleichung 5.44 gegeben ist, wird die Masse µ vari-
iert. Für unkorrelierte Frequenzen ist daher die Schrittweite ∆µIFS für die Masse mit
∆νIFS verknüpft. Betrachtet man die Frequenz der Einfachheit halber bei der Energie
E =

√
4/3 keV, so ist die Schrittlänge gegeben durch

∆µIFS = −µ +

√
µ2 +

4∆νIFS

d
. (5.55)

Wie in Abschnitt 5.3.2 besprochen, werden Massen im Intervall µ ∈ [3 · 10−11; 1, 5 ·
10−10] eV untersucht. Dies ergibt die Anzahl der untersuchten IFS,

x =
ν2 − ν1

∆νIFS
≈ 13.510 IFS. (5.56)

Anschließend wird die Rayleigh-Power der Daten R2
0 (Gleichung 5.33), der SciSim-

Simulation R2
bkg und die Gesamtwahrscheinlichkeit Px(R2

0 − R2
bkg) aus Gleichung 5.26,
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5 Analyse von Röntgendaten des Krebsnebels auf Photonenoszillationen

dass ein Ergebnis R2 > R2
0 −R2

bkg erzielt werden kann, für jede Masse berechnet, wobei
eine Schrittweite von ∆x = 1 verwendet wird. Wie die Simulationen in Abschnitt 5.3.2
gezeigt haben, ist dies ausreichend, um ein Maximum im Powerspektrum zu detektie-
ren. Außerdem wird so die Rechenzeit klein gehalten und der Oversamplingfaktor ist
rx(R2

0) = 1.
Das Powerspektrum ist in Abbildung 5.17 exemplarisch für die Beobachtung 01537-
50301 (Umlauf 411) gezeigt. Wie man sieht, ist kein Maximum zu erkennen und die
simulierte Energieserie weist die selbe Morphologie auf wie der eigentliche Datensatz.
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A 5.17: Das Powerspektrum des Rayleigh-Tests für den simulierten Datensatz
und der Energieserie des Umlaufs 411. Es ist kein Maximum zu erkennen, weswegen
obere Schranken für den Mischungswinkel hergeleitet werden können.

Da kein Maximum zu erkennen ist, können obere Schranken für den Parameterraum
(µ, χ0) angegeben werden. Aufgrund der Tatsache, dass Frequenztests kein Ergebnis
zur Amplitude liefern, müssen die Simulationen von Energieserien zur Abhängigkeit
R2(χ0) aus Abschnitt 5.3.2 herangezogen werden, vergleiche Abbildung 5.15(b). Diese
Abhängigkeit wurde jedoch nicht mit der Antwortfunktion von XMM-Newton, son-
dern mit der idealisierten Funktion erstellt, was einen systematischen Fehler für die
oberen Grenzen nach sich zieht. Des Weiteren wurde die funktionale Abhängigkeit der
Rayleigh-Power vom Mischungswinkel aufgrund der langen Rechenzeit lediglich in
Schritten von µ von 10−12 eV durchgeführt. Beim Frequenztest mit x ≈ 13.510 IFS ist
die Auflösung jedoch deutlich höher. Dies führt zu weiteren Ungenauigkeiten in der
Bestimmung der oberen Grenzen.
Die oberen Schranken des Mischungswinkels werden wie folgt bestimmt: da der Rayleigh-
Test für große n einer χ2-Verteilung mit zwei Freiheitsgraden folgt, können die Konfi-
denzintervalle (C.L.) für diese Verteilung verwendet werden. Bei zwei Freiheitsgraden
entspricht ein 90 % C.L. einer Erhöhung von R2

0 um ∆R2 = 4,61 (Press et al. 1992, und
Tabelle B.1). Der aus dem Frequenztest ermittelte Wert wird demnach um ∆R2 erhöht
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und der entsprechende Winkel aus den Simulationen (siehe Abbildung 5.15(b)) abge-
lesen. Die Ergebnisse, zusammen mit den Zufallswahrscheinlichkeiten Px(R2

0 − R2
bkg),

sind in der Abbildung 5.20 am Ende des Kapitels für alle Beobachtungen zusammen-
gefasst. Die Konfidenzintervalle für die kombinierten Messungen sind in den Abbil-
dungen 5.18(a), 5.18(b) und 5.19 dargestellt.
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A 5.18: 90% Konfidenzintervalle für den Mischungswinkel in Abhängigkeit von
der Masse der verborgenen Photonen, χ0(µ), für (a) die kombinierten Energieserien für die
Umläufe 234, 874-1414 und (b) die kombinierten Energieserien für die Umläufe 1504-
1797.

In allen Abbildungen erkennt man einen stufenförmige Verlauf der 90% Konfidenzin-
tervalle. Dieser Verlauf spiegelt die feinere Abtastrate beim Frequenztest als bei der
Simulation der funktionalen Abhängigkeit der R2 von χ0 wider, wie bereits oben er-
wähnt. Ferner sind für die einzelnen Beobachtungen zum Teil viele ausgeprägte lokale
Minima in der Zufallswahrscheinlichkeit Px(R2

0 − R2
bkg) zu sehen. Vor allem in der Be-

obachtung des Umlaufs 1504 in Abbildung 5.20 weicht die Zufallswahrscheinlichkeit
Px(R2

0−R2
bkg) oft von dem Wert eins ab. Dies könnte als Hinweis auf ein Signal von Pho-

tonenoszillationen gedeutet werden. Vergleicht man allerdings die Ereigniszahlen der
Beobachtungen des Umlaufs 1504 mit denen des verwendeten Hintergrunds in Tabelle
5.1, so wird deutlich, dass es sich hierbei um einen systematischen Fehler handelt. Ins-
besondere in der Beobachtung 0412591401 weichen die Ereigniszahlen um mehr als
34.000 voneinander ab, der Untergrund ist also stark unterschätzt. Dies täuscht dann
Minima in der Zufallswahrscheinlichkeit vor.
Dieser Umstand spiegelt gleichzeitig den Vor- und Nachteil des Frequenztest wider:
zum einen ist er sehr sensitiv auf Maxima im Powerspektrum, zum anderen ist es des-
halb von extremer Wichtigkeit, gut zwischen Signal und Untergrund unterscheiden
zu können. Zwar ist dies prinzipiell mit dem Simulator SciSim möglich, eine genaue
Simulation der Beobachtungen des Krebsnebels ohne mögliche Photonenoszillationen
ist jedoch ausgeschlossen, da zum einen die Morphologie des Nebels und zum anderen
der Burst-Modus nicht exakt oder überhaupt nicht simuliert werden können.
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A 5.19: 90% Konfidenzintervalle für den Mischungswinkel in Abhängigkeit von
der Masse der verborgenen Photonen, χ0(µ), für die kombinierten Energieserien für den
Umlauf 411.

Erschwerend kommt der Effekt bei kleinen Massen hinzu, der dazu führt, dass nicht
mehr alle Phasen auf das betrachtete Energieintervall abgebildet werden, wie in Ab-
schnitt 5.3.2 angesprochen. Ist nun der Untergrund nicht hinreichend genau simuliert,
so führt der Effekt dazu, dass bei geringeren Massen der Frequenztest eine niedrige-
re Zufallswahrscheinlichkeit ergibt, was ebenfalls als Signal fehlinterpretiert werden
kann. Als Lösung dieses Problems könnte man entweder ein kleineres Massenintervall
testen oder einen Detektor mit einem größerem Energiefenster verwenden. Im Rönt-
genbereich wäre SPI (SPectrometer on Integral) im Energiebereich 20 keV bis 8 MeV
(Kirsch et al. 2005) an Bord des INTEGRAL-Satelliten eine Alternative. Wie jedoch
bereits in Kapitel 3 erwähnt, verfügt SPI nicht über das räumliche Auflösungsvermö-
gen, um den Krebspulsar aus den Messungen herauszuschneiden. Somit könnten nur
Datensätze verwendet werden, in denen die Strahlungskegel des Pulsars nicht in Be-
obachtungsrichtung zeigen (Bereich der Phasen im Abbildung 5.10, die zwischen den
Maxima liegen), wobei dieser Bereich schwierig zu definieren. Es müsste sichergestellt
werden, dass die Periode des Pulsars nicht die Datensätze zur Suche nach Photonenos-
zillationen kontaminiert.
Trotz all dieser Einschränkungen sind die Ergebnisse der Konfidenzintervalle ver-
gleichbar mit denen, die durch die Methode der kleinsten Quadrate mit Xspec ermittelt
wurden. Frequenztests bieten demnach bei guter Kenntnis des Untergrundes eine kom-
plementäre Möglichkeit, Signale auf Photonenoszillationen zu untersuchen. Es wird
außerdem deutlich, dass Frequenztests nicht nur auf Zeitserien, sondern auch auf Os-
zillationen in der Energie anwendbar sind.
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5.3 Periodizitätsanalyse

10-2

10-1

100

 100

M
is

ch
un

gs
w

in
ke

l χ
0

Z
uf

al
ls

 W
k.

 P
x(

z 0
 -

 z
bk

g)

Verborgene Photonenmasse µ [10-12 eV]

Obs ID: 0135730701, Rev. 234

Zufalls Wk. Px
Mischungswinkel 90% C.L.

10-2

10-1

100

 100

M
is

ch
un

gs
w

in
ke

l χ
0

Z
uf

al
ls

 W
k.

 P
x(

z 0
 -

 z
bk

g)

Verborgene Photonenmasse µ [10-12 eV]

Obs ID: 0153750501, Rev. 411

Zufalls Wk. Px
Mischungswinkel 90% C.L.

10-2

10-1

100

 100

M
is

ch
un

gs
w

in
ke

l χ
0

Z
uf

al
ls

 W
k.

 P
x(

z 0
 -

 z
bk

g)

Verborgene Photonenmasse µ [10-12 eV]

Obs ID: 0153750301, Rev. 411

Zufalls Wk. Px
Mischungswinkel 90% C.L.

10-2

10-1

100

 100

M
is

ch
un

gs
w

in
ke

l χ
0

Z
uf

al
ls

 W
k.

 P
x(

z 0
 -

 z
bk

g)

Verborgene Photonenmasse µ [10-12 eV]

Obs ID: 0160960401, Rev. 874

Zufalls Wk. Px
Mischungswinkel 90% C.L.

10-2

10-1

100

 100

M
is

ch
un

gs
w

in
ke

l χ
0

Z
uf

al
ls

 W
k.

 P
x(

z 0
 -

 z
bk

g)

Verborgene Photonenmasse µ [10-12 eV]

Obs ID: 0160960601, Rev. 874

Zufalls Wk. Px
Mischungswinkel 90% C.L.

10-2

10-1

100

 100

M
is

ch
un

gs
w

in
ke

l χ
0

Z
uf

al
ls

 W
k.

 P
x(

z 0
 -

 z
bk

g)

Verborgene Photonenmasse µ [10-12 eV]

Obs ID: 0160960801, Rev. 955

Zufalls Wk. Px
Mischungswinkel 90% C.L.

10-2

10-1

100

 100

M
is

ch
un

gs
w

in
ke

l χ
0

Z
uf

al
ls

 W
k.

 P
x(

z 0
 -

 z
bk

g)

Verborgene Photonenmasse µ [10-12 eV]

Obs ID: 0160960901, Rev. 955

Zufalls Wk. Px
Mischungswinkel 90% C.L.

10-2

10-1

100

 100

M
is

ch
un

gs
w

in
ke

l χ
0

Z
uf

al
ls

 W
k.

 P
x(

z 0
 -

 z
bk

g)

Verborgene Photonenmasse µ [10-12 eV]

Obs ID: 0160961101, Rev. 1049

Zufalls Wk. Px
Mischungswinkel 90% C.L.

A 5.20: Konfidenzintervalle aller Beobachtungen für den Rayleigh-Test, zusam-
men mit den Zufallswahrscheinlichkeiten Px(R2

0 − R2
bkg).
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A 5.20: Fortsetzung.
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A 5.20: Fortsetzung.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Zum Abschluss dieser Arbeit sollen noch einmal die wichtigsten Ergebnisse hervorge-
hoben und ein Ausblick darüber gegeben werden, wie diese in Zukunft verwendet und
erweitert werden können.
Im ersten Teil wurde ein Modell für die spektrale Energieverteilung des Krebsne-
bels vorgestellt. Es berücksichtigt alle beobachtbaren Komponenten des Krebsnebels
– die Synchrotronstrahlung, thermische und Linienemission, sowie inverse Compton-
Streuung an den verschiedenen Photonenfeldern – und ihm gelingt es, durch Anpas-
sung der Anzahlverteilung der Elektronen im Nebel die Beobachtungen über fast 20
Größenordnungen gut zu reproduzieren. Dies ist deshalb erstaunlich, weil es a priori
nicht trivial ist, dass O(200) Datenpunkte mit einem Modell mit 15 freien Parametern
(12 vom Elektronenspektrum plus Temperatur und Normierung der Staubemission so-
wie dem Normierungsfaktor der optischen Linienemission) beschrieben werden kön-
nen.
Aus dem Modell lassen sich wichtige Rückschlüsse auf das Magnetfeld und das Teil-
chenspektrum ziehen. Zum einen wird deutlich, dass das Magnetfeld innerhalb des Ne-
bels nicht stark variieren kann, da die SED mit dem räumlich gemittelten Magnetfeld
sehr gut beschrieben wird. Zum anderen kann die Elektronenpopulation des Windes
durch Fermi-Beschleunigung erster Ordnung an einem relativistischen Schock erklärt
werden. Der Knick im Spektrum bei Röntgenenergien legt außerdem nahe, dass sich
die Teilchen möglicherweise in Kolmogorov-artigen Turbulenzen bewegen.
Aus dem Modell können in Zukunft noch weitere Informationen über die Physik des
Krebsnebels gewonnen werden. So könnte man beispielsweise aus dem theoretisch
vorhergesagten Fluss bei maximalen Synchrotron- und IC-Energien schließen, wie
stark das magnetische Feld an der Schockfront ist. Für diese hochenergetischen Emis-
sionen sind die selben Elektronen verantwortlich, die sofort kühlen und sich nicht weit
von der Schockfront entfernen können.
Ein enormer Vorteil der exakten Modellierung des Spektrums ist die dadurch ermög-
lichte Cross-Kalibration der abbildenden Cherenkov-Teleskope untereinander und mit
dem Fermi/LAT. Die Cross-Kalibration eliminiert eine Fehlerquelle bei der Beobach-
tung eines Objektes mit mehreren Instrumenten und stärkt somit die Aussagekraft von
Resultaten, die auf kombinierten Messungen beruhen. Ein Anwendungsbeispiel wurde
bereits vorgestellt: mit Hilfe der Cross-Kalibration gelingt es, aus den vom Fermi/LAT
und H.E.S.S. gemessenen Elektronen und Positronen der kosmischen Strahlung obe-
re Grenzen auf den diffusen Photonenhintergrund abzuleiten. Des Weiteren erscheint
das von ATIC gemessene Maximum im Spektrum nach der Cross-Kalibration unwahr-
scheinlicher. Weitere denkbare Anwendungsgebiete sind zum Beispiel die kombinierte
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Suche nach Dunkler Materie oder die Vermessung des extragalaktischen Hintergrund-
lichtes.
Im zweiten Teil der Arbeit wurde das Spektrum des Krebsnebels auf mögliche Modu-
lationen durch Photonenoszillation untersucht. Dazu wurde zunächst die Theorie der
verborgenen Photonen vorgestellt und gezeigt, dass die quantenfeldtheoretische Be-
handlung von Oszillationen von Feldern (siehe zum Beispiel Blasone & Vitiello 1995)
auf das Gebiet der verborgenen Eichgruppen übertragen werden kann. Eine interessan-
te Erweiterung dieses Ergebnisses wäre der Versuch, die Oszillationsformel aus diesen
rein quantenfeldtheoretischen Überlegungen herzuleiten. Sollte dies gelingen, könnten
sich, wie im Falle von komplexen bosonischen Feldern (Blasone et al. 2001), Korrek-
turen bei niedrigen Energien ergeben, die eventuell beobachtbar wären.
Um die Strahlung des Krebsnebels zu untersuchen, wurden zwei zueinander komple-
mentäre Ansätze verfolgt. Zum einen wurde ein Modellspektrum, das mit Photonen-
oszillation überlagert ist, über die Methode der Vorwärtsfaltung an das gemessene
Spektrum angepasst. Dies hat, im Vergleich zur Analyse von Daten, die bereits in
Teilintervalle unterteilt wurden, den Vorteil, dass mögliche Effekte der Unterteilung
des Spektrums umgangen werden. Die gefundenen Einschränkungen liefern zwar kei-
ne neuen Ausschlussregionen, doch kann im Prinzip dieselbe Analyse auf Quellen bei
höheren Distanzen angewendet werden, für die die Massen der verborgenen Photo-
nen mit µ < 10−14 eV überprüft werden könnten. Hierzu eignen sich helle Objekte im
Röntgenbereich – vor allem Blazare – in Entfernungen von mehreren hundert Mpc.
Die zweite Methode bestand aus der Anwendung von Frequenztests auf Energieserien,
die von XMM-Newton gemessen wurden. Diese Methode bietet den großen Vorteil,
dass die Rohdaten des Detektors verwendet werden können und nicht Spektren mit
der Antwortmatrix des Detektors erstellt werden müssen. Mit Hilfe von Simulationen
wurde nachgewiesen, dass Frequenztests sich eignen, um Photonenoszillationen nach-
zuweisen. Die Schwierigkeit bestand jedoch in der Behandlung des Untergrundes. Zu
diesem Zweck wurden Krebsspektren ohne oszillatorische Modulation simuliert, je-
doch gestaltete sich ein genauer Vergleich der simulierten und gemessenen Spektren
als schwierig. Problematisch ist, dass die Ergebnisse der Frequenztests abhängig von
der Anzahl der gemessenen Ereignisse sind. Wählt man für die simulierten Unter-
grundserien eine zu geringe Anzahl, so können Fluktuationen im Rauschen der ge-
messenen Serien schnell als Signal fehlinterpretiert werden. Zu viele Ereignisse führen
dagegen zu einer Unterschätzung der Signifikanz eines möglichen Signals. Außerdem
musste die Abhängigkeit der Teststatistiken von der Amplitude der Modulation mit
den simulierten Energieserien eines Signals bestimmt werden. Eine Verbesserung be-
stände darin, die simulierten Serien mit SciSim zu erstellen, was jedoch einen hohen
Zeitaufwand nach sich zöge.
Trotz dieser Schwierigkeiten ist fest zu halten, dass Frequenztests auf Energieseri-
en übertragbar sind und möglicherweise auf andere Phänomene angewendet werden
können. Aufgrund ihrer hohen Sensitivität könnte beispielsweise versucht werden,
Spektren auf Zyklotronresonanzen zu untersuchen, die auch als möglicher Beschleu-
nigungsmechanismus an Schockfronten gehandelt werden (Arons 2004).
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Eine zusätzliche wichtige Erweiterung der vorgestellten Arbeit besteht in der Einbe-
ziehung von Effekten des Plasmas auf Photonenoszillationen (Redondo 2008b; Miriz-
zi et al. 2009). Innerhalb des Krebsnebels kann nicht die Annahme getroffen werden,
dass verborgene Photonen im Vakuum produziert werden. Dies könnte zu Resonanz-
oder Dämpfungseffekten bei der Produktion verborgener Photonen führen, die bei der
Modulation der Spektren berücksichtigt werden sollten.
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A Programme

Die Quelldateien der geschrieben Programme sowie die Programme selbst sind im
Internet unter http://www.desy.de/~meyerm/ abrufbar.

A.1 C Programme zur Modellierung der spektralen
Energiedichte

Programmname: crab

Funktion: Das Programm berechnet das komplette Krebsspektrum mit allen Kom-
ponenten, die in Kapitel 3 beschrieben wurden, und speichert es in Form einer Tabelle
ab. Die Tabelle beinhaltet sechs Spalten:

1. Die Frequenz in Hz,

2. der gesamte inverse Compton-Fluss f IC
ν in ergs s−1 cm−2 Hz−1,

3. der komplette Synchrotronfluss, ebenfalls in Einheiten von f Sy
ν ,

4. die thermische Strahlung des Staubs in ν fν,

5. inverse Compton-Streuung durch Linienemission in ν fν,

6. der Fluss der Linienemission ebenfalls in Einheiten von ν fν.

Das Elektronenspektrum ist in der Datei nel.c spezifiziert und alle Parameter sind in
initialize.c angegeben.

Optionen: Die Optionen sind in folgender Tabelle angegeben.
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Parameter Option
-f<DATEINAME> Speichert die auszugebende Tabelle in <DATEINAME>
-i<DATEINAME> Speichert den gesamten inversen Compton-Fluss in <DATEINAME>
-n<0,1,2> Berechnet das Spektrum mit beiden Elektronenpopulation (0)

oder nur mit Radio- (1) bzw. Windelektronen (2)
-B<DOUBLE> Setzt den Wert des magnetischen Feldes auf <DOUBLE>
-e Gibt das Elektronenspektrum in der Datei Electron_Spec

als Tabelle in γ und dNel/dγ aus
-s Berechnet den Synchrotronbeitrag der einzelnen Elektronenspektren

und speichert sie in Sync_Pop_R, bzw. Sync_Pop_W
-c Berechnet die einzelnen IC-Komponenten separat und

speichert sie in den Dateien ICc, ICcc und ICccc

Programmname: total_en

Funktion: Berechnet die totale Energie des Radio- und Windelektronenspektrums
anhand der Gleichungen 3.72a und 3.72b mittels numerischer Integration. Des Weite-
ren werden die mittleren Energien, γ̄, der beiden Spektren berechnet mit

γ̄ =

∫
γ (dNel/dγ) dγ∫
(dNel/dγ) dγ

. (A.1)

Die berechneten Werte werden auf der Standardausgabe ausgegeben.

Programmname: scaleit

Funktion: Berechnet die Skalierungsfaktoren sIACT der Cherenkov-Teleskope aus
einer χ2-Anpassung der Datenpunkte an das theoretische Modell. Genaugenommen
wird das Modell an die Datenpunkte angepasst: die inverse Compton-Komponente des
Spektrums, welches mit dem Programm crab berechnet wurde, wird interpoliert und
als Funktion dN/dE(E) in den Einheiten (s cm2 TeV)−1 abgespeichert. Diese Funk-
tion wird dann mittels einer χ2-Minimierung mit dem freien Parameter sIACT an die
Datenpunkte angepasst,

χ2 =
∑

i

(
dN/dE(E · sIACT) − (dN/dE)i

σi

)2

. (A.2)

Der Aufruf erfolgt in der Kommandozeile über

$ scaleit <DATEN DATEI> <OUTPUT DATEI> <SPEKTRUM DATEI>

DATEN DATEI beinhaltet eine Tabelle mit den Messpunkten und Messfehlern der Te-
leskope, angegeben in Frequenz und νLν; in der OUTPUT DATEI wird die Tabelle mit
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den Skalierungsfaktoren und den entsprechenden Werten von χ2 und χ2/d.o.f. abge-
speichert. Auf der Standardausgabe wird zusätzlich der Skalierungsfaktor mit mini-
malem χ2 angegeben sowie der χ2-Wert ohne Skalierung. Die SPEKTRUM DATEI wird
mit dem Programm crab mit der Option -i erstellt und enthält den IC-Teil mit allen
Komponenten.

A.2 C Programme für Frequenztests

Programmname: simul

Funktion: Das Programm simuliert Energieserien zwischen den Energien Emin und
Emax von Photonenoszillationen, die mit einem perfekten Detektor, wie in Kapitel 5 be-
schrieben, gemessen werden. Dazu wird das Detektorsignal C(E), das Werte zwischen
0 und 1 annehmen kann, aus Gleichung 5.52 berechnet und numerisch invertiert. An-
schließend werden Zahlen zwischen 0 und 1 ausgewürfelt und die zugehörige Energie
in einer Tabelle abgespeichert.

Optionen: Die Optionen sind in folgender Tabelle gegeben.

Parameter Option
-m<DOUBLE> Bestimmt die Masse der verborgenen Photonen

in Einheiten von 10−12 eV
-c<DOUBLE> Bestimmt den Mischungswinkel, kann maximal π/4 sein.
-f<DATEINAME> Die Energieserie wird in der Datei <DATEINAME> abgelegt
-s<0,1> Bei 0 wird das Oszillationssignal simuliert,

bei 1 ein Signal mit konstantem Fluss ohne Oszillation
-e<DOUBLE> Gibt den Wert von Emin an
-E<DOUBLE> Gibt den Wert von Emax an

Programmname: periodicity

Funktion: Das Programm testet eine Energieserie, die in einer Datei in einer Spalte
in der Einheit eV abgespeichert ist, auf mögliche Signaturen von Photonenoszillatio-
nen. Verwendet werden entweder der Rayleigh-, der Z2

m- oder der H-Test. Ein Intervall
der verborgenen Photonenmasse [µmin; µmax] wird in Schritten ∆νIFS/n mit n ∈ N durch-
laufen und für jeden Schritt die gewählte Teststatistik berechnet. Falls eine Energiese-
rie, die den Untergrund beschreibt, gegeben ist, wird für diese ebenfalls die Statistik
berechnet. Aus den Ergebnissen wird anschließend nach Gleichung 5.26 die Signifi-
kanz des Ergebnisses bestimmt. Aus dem interpolierten Zusammenhang zwischen dem
Mischungswinkel und der berechneten Teststatistik wird außerdem für jede Masse ein
90% Konfidenzlevel berechnet. Die Ausgabe erfolgt als Tabelle, die folgende Daten
enthält:

119



A Programme

1. Getestete Masse in Einheiten von 10−12 eV

2. Ergebnis der Teststatistik

3. Ergebnis der Teststatistik angewendet auf die Energieserie des Hintergrundes

4. Wahrscheinlichkeit P(z > z0) aus Gleichung 5.53

5. Gesamtwahrscheinlichkeit nach Gleichung 5.26

6. 90% Konfidenzlevel (obere Grenze) für den Mischungswinkel.

Optionen: Die Optionen sind in folgender Tabelle gegeben.

Parameter Option
-f<DATEINAME> Ausgabe wird in der Datei <DATEINAME> gespeichert
-i<DATEINAME> <DATEINAME> ist die Datei der Energieserie, die untersucht werden soll
-u<DATEINAME> <DATEINAME> ist die Datei der Hintergrundenergieserie
-n<INTEGER> <INTEGER> gibt den Wert für n.
-t<0,1,2> Wählt die Teststatistik:

0 (Standard): Rayleigh-Test,
1: Z2

m-Test, bei der m Oberwellen untersucht werden,
2: H-Test

-h<INTEGER> <INTEGER> gibt die Anzahl m der Oberwellen, die mit dem Z2
m-Test

getestet wird
-N<DOUBLE> <DOUBLE> gibt den Wert für µmin
-M<DOUBLE> <DOUBLE> gibt den Wert für µmax

A.3 tcl-Skript zur Anpassung des Krebsspektrums
an die XMM-Daten

Programme: osc-test

Funktion: Das tcl-Skript startet Xspec und lässt ein Potenzgesetz mit Photonenos-
zillationen an die gemessenen Daten anpassen. Dazu wird schrittweise die Masse der
verborgenen Photonen durchgefahren und für jeden Wert nach dem besten Wert des
Mischungswinkels mittels einer χ2-Statistik gesucht. Ist dieser Wert gefunden, wird zu-
sätzlich nach dem Mischungswinkel gesucht, für den sich die Statistik um ∆χ2 = 6,25
erhöht, was einem 90% Konfidenzlevel bei drei freien Parametern (Photonenindex,
Normierung und Mischungswinkel) entspricht. Das Skript benötigt die Ereignislisten
des Spektrums, der RMF und ARF, die mit SAS erstellt werden müssen.
Der Aufruf des Skripts erfolgt innerhalb von Xspec in der Kommandozeile über

XSPEC> @osc-test.xcm
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A.3 tcl-Skript zur Anpassung des Krebsspektrums an die XMM-Daten

Optionen: Im Skript lässt sich mit der Variable step die Schrittweite einstellen. Die
Variable dchibest kontrolliert, nach welchem Wert von ∆χ2 gesucht werden soll.
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B Verwendete statistische
Methoden

Oftmals muss in der Physik das Problem gelöst werden, welche freien Parameter einer
Theorie Ergebnisse eines Experiments am besten beschreiben. Eine Methode, diese
Parameter zu finden und eine Aussage darüber zu treffen, wie gut die Theorie die Daten
beschreibt, ist die Methode der kleinsten Quadrate. Diese soll hier, zusammen mit
einigen grundlegenden Größen der Statistik, die in dieser Arbeit verwendet werden,
definiert werden. Als Quelle für dieses Kapitel dienen Amsler et al. (2008) und Zechlin
(2009).

B.1 Verwendete Größen der Statistik

Ist x der Messwert eines wiederholbaren Experiments, also Element der Menge aller
möglichen Messwerte, dann kann x als eine Zufallsvariable betrachtet werden. Kann x
einen Wert in einem kontinuierlichen Bereich annehmen, so ist die Wahrscheinlichkeit,
dass das Ergebnis des Experiments im Intervall [x; x+dx] liegt, durch die Wahrschein-
lichkeitsdichtefunktion (probability distribution function, p.d.f.) f (x, ϑ) gegeben und
kann von einem oder mehreren Parametern ϑ abhängen. Sind diese im vorhinein un-
bekannt, so kann beispielsweise die Methode der kleinsten Quadrate verwendet wer-
den, um die Parameter an Hand der Messwerte abzuschätzen. Bevor diese Methode
vorgestellt wird, sollen noch einige Größen, die bei der statistischen Behandlung von
Ergebnissen auftreten, eingeführt werden.

Mittelwert, Varianz und Korrelation

Die Funktion einer Zufallsvariable ist selbst wieder eine Zufallsvariable und ihr Er-
wartungswert ist gegeben durch das lineare Funktional

〈u(x)〉 = E[u(x)] =

+∞∫
−∞

u(x) f (x)dx. (B.1)

Das n-te Moment einer Zufallsvariable ist definiert als 〈xn〉 = E[xn]. Der Mittelwert ist
dann gerade 〈x〉 und die Varianz σ2 ist gegeben durch

σ2 = V[x] = 〈x2〉 − 〈x〉2 (B.2)
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Die Kovarianz cov[x, y] zweier Zufallsvariablen x und y gibt an, ob zwischen die-
sen beiden Variablen ein Zusammenhang besteht, oder ob sie unabhängig voneinander
sind. Im letzteren Fall ist die Kovarianz gleich Null. Sie ist definiert als

cov[x, y] = E[(x − 〈x〉)(y − 〈y〉)] = 〈xy〉 − 〈x〉〈y〉. (B.3)

Die Varianz kann durch die Kovarianz ausgedrückt werden: V[x] = cov[x, x]. Der
Korrelationskoeffizient ist ein dimensionsloses Maß der Kovarianz und ist gegeben
durch

ρxy =
cov[x, y]
σxσy

. (B.4)

Der Begriff der Korrelation wird im Kapitel 3 benötigt, um die Abhängigkeit der ein-
zelnen Modellparameter voneinander zu beschreiben. Der Korrelationskoeffizient ist
Null für zwei unabhängige Zufallsvariablen. Sie sind genau dann unabhängig, wenn
die zugehörige p.d.f. faktorisiert, also f (x, y) = f1(x) f2(y) gilt.

B.2 Methode der größten Wahrscheinlichkeit und
der kleinsten Quadrate

Bezeichnet man die unabhängigen Messergebnisse eines Experiments mit y1, . . . , yn,
dann stellen alle yi unabhängige Zufallsvariablen dar. Außerdem soll der Vektor ϑ =
(ϑ1, . . . , ϑm)T alle m Parameter einer Theorie beinhalten, die die Ergebnisse des Expe-
riments beschreiben sollen. Es gilt nun ϑ so zu bestimmen, dass die Daten am bes-
ten beschrieben werden (diese werden dann als best-fit-Parameter, also Parameter der
besten Anpassung, oder Maximum-Likelihood-Parameter, ML, bezeichnet). Dies kann
man für die Methode der größten Wahrscheinlichkeit durch die Maximierung der Li-
kelihood erreichen, die gegeben ist durch

L(ϑ) =
n∏

i=1

f (yi,ϑ). (B.5)

Sie beschreibt die Gesamtwahrscheinlichkeit, für die Parameter ϑ die Messergebnisse
y1, . . . , yn zu beobachten. Oftmals ist es einfacher mit den Logarithmus der Likelihood
zu rechnen, da aus einer Multiplikation zweier p.d.f.s eine Addition der Logarithmen
wird. Dies ist vor allem bei der Berechnung mit Hilfe von Computern sinnvoll, da
diese besser mit der Addition von Zahlen als mit der Multiplikation rechnen können.
Die best-fit-Parameter, bezeichnet durch ϑ̂, bilden das globale Maximum von L und
somit auch von ln L und können durch n Gleichungen bestimmt werden,

∂ ln L
∂ϑi

= 0, für i = 1, . . . , n. (B.6)

Im Gegensatz zur Methode der größten Wahrscheinlichkeit, sucht die Methode der
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kleinsten Quadrate nach denjenigen Parametern ϑ, die die sogenannte χ2-Statistik
minimieren. Angenommen es wären die Werte y1, . . . , yn mit normalverteilten Feh-
lern σ2

1, . . . , σ
2
n in Abhängigkeit von x1, . . . , xn gemessen worden. Bezeichnet nun y =

y(xi,ϑ) die theoretische Voraussage für yi mit den Parametern ϑ, dann ist das χ2 gege-
ben durch

χ2(ϑ) =
n∑

i=1

(
yi − y(xi,ϑ)

σi

)2

. (B.7)

Die best-fit-Parameter ϑ̂ sind diejenigen Parameter, welche χ2 auf χ2
min minimieren. In

dem Fall, dass die Messwerte yi einer Gaußverteilung mit Mittelwerten y(xi,ϑ) und
Varianzen σ2

i folgen, ist die Methode der kleinsten Quadrate gleich der Methode der
größten Wahrscheinlichkeit und die Parameter ϑ̂, die χ2 minimieren, maximieren auch
L. Der Zusammenhang zwischen χ2 und L ist dann

χ2(ϑ) = −2 ln L + Konstante. (B.8)

Für die χ2-Methode kann die Kovarianzmatrix bestimmt werden durch

(V−1)i j =
1
2
∂2χ2

∂ϑi∂ϑ j

∣∣∣∣∣∣
ϑ=ϑ̂

. (B.9)

Häufig wird anstelle von χ2 die reduzierte χ2-Statistik angegeben∗, wobei die χ2-Werte
durch die Anzahl der Freiheitsgrade nd geteilt wird. Dabei ist nd gegeben durch die
Differenz der Anzahl der Messpunkte n und der Parameter m, nd = n − m. Die Werte
der χ2-Statistik mit nd Freiheitsgraden folgt einer p.d.f., f (z, nd) ≡ f (χ2, nd) mit

f (z, nd) =
znd/2−1 e−z/2

2nd/2 Γ(nd/2)
, (B.10)

wobei Γ(nd/2) die Gammafunktion bezeichnet (Bronstein & Semendjajew 1991, siehe
beispielsweise). Die Güte einer Anpassung der Daten (goodness of fit) lässt sich mittels
des p-Werts quantifizieren. Dieser gibt an, wie hoch die Wahrscheinlichkeit ist, dass
bei einem minimalen χ2

min, ein χ2 auftritt, das zufällig größer ist als χ2
min,

p(χ2
min) =

∞∫
χ2

min

f (z, nd) dz. (B.11)

Beschreibt das Modell mit den Parametern ϑ̂ die Messwerte gut, so sollte χ2
min/d.o.f.

nahe bei Eins liegen. Für Werte χ2
min/d.o.f. � 1 kann das Modell ausgeschlossen wer-

den. Ist χ2
min/d.o.f. � 1, so sind entweder die statistischen Fehler unterschätzt oder

nicht normalverteilt.

∗ Dies wird in dieser Arbeit als χ2/d.o.f. gekennzeichnet, wobei d.o.f. für degrees of freedom, zu
Deutsch Freiheitsgrade, steht.
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Konfidenzintervalle

Abschließend soll beschrieben werden, wie die Fehler auf die besten Parameterwerte ϑ̂
abgeschätzt werden können. Diese Abschätzung kann durch die Angabe von Konfiden-
zintervallen erreicht werden. Dies sind Intervalle, oder für m > 1 Parameterregionen,
die den Wert von ϑ, der die Messungen am besten beschreibt, mit einer Wahrschein-
lichkeit größer oder gleich einem vorgegeben Wert enthalten.

Konfidenzintervalle können durch die Neyman-Konstruktion definiert werden. Geht
man davon aus, dass x das Ergebnis eines Experiments und ϑ der unbekannte Para-
meter ist, für den man ein Konfidenzintervall angeben möchte, sowie f (x, ϑ) die zu
x gehörende p.d.f., so ist das Konfidenzintervall für eine vorher festgelegte aber frei
wählbare Wahrscheinlichkeit α, die die Grösse des Intervalls bestimmt, gegeben durch

P(x1 < x < x2;ϑ) = 1 − α =

x2∫
x1

f (x, ϑ)dx. (B.12)

Die Größe P(x1 < x < x2;ϑ) gibt die Wahrscheinlichkeit an, x zwischen x1(α, ϑ)
und x2(α, ϑ) zu finden. Es kann gezeigt werden, dass diese Konstruktion gleich der
Wahrscheinlichkeit ist, dass ϑ zwischen ϑ(x1) ≡ ϑ1(x) und ϑ(x2) ≡ ϑ2(x) liegt,

1 − α = P(x1 < x < x2;ϑ) = P(ϑ1(x) < ϑ < ϑ2(x)). (B.13)

Wird die Methode der kleinsten Parameter verwendet, um die best-fit-Parameter ϑ̂ zu
erhalten, so bildet die Konfidenzregion einen m-dimensionalen Ellipsoiden und die
Projektion des Ellipsoiden auf die j.-Achse gibt den Fehler des Parameters ϑ̂ j an.

Das Konfidenzintervall für die Methode der kleinsten Quadrate kann folgendermaßen
bestimmt werden: werden die Parameter ϑ̂, die die Statistik zu χ2

min minimiert haben,
verändert, so wird dies zu einem χ2 > χ2

min führen. Die Differenz ist dann

∆χ2 = χ2 − χ2
min. (B.14)

Für vorgegebenes ∆χ2 lässt sich ein Intervall für die Parameter ϑ bestimmen , so dass
für die resultierenden χ2-Werte gilt

χ2(ϑ) ≤ χ2
min + ∆χ

2. (B.15)

Für ∆χ2 = 1 (und nd = 1) liegt beispielsweise der Wert für die Parameter ϑ, die das
Experiment am besten beschreiben, mit einer Wahrscheinlichkeit von 68, 3% innerhalb
dieses Bereiches. Weitere Werte für die Konfidenzregion 1 − α für verschiedene An-
zahlen von Freiheitsgraden sind in Tabelle B.1 angegeben und sind ebenfalls in Press
et al. (1992) zu finden. Solche Konfidenzintervalle werden beispielsweise in Kapitel
5.2 und 5.3 benötigt. Konfidenzintervalle können auch verwendet werden, um obere
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Grenzen eines Parameters zu bestimmen,

1 − α = P(0 ≤ ϑ < ϑ2(x)), (B.16)

falls ϑ ≥ 0 gilt. Dies wird in Kapitel 5 zur Einschränkung des Parameterraums ver-
borgener Photonen benötigt. Standardmäßig werden dazu 90% Konfidenzintervalle
angebeben und der Wert für ∆χ2 lässt sich aus Tabelle B.1 ablesen. Als abkürzende
Schreibweise für diese Konfidenzintervalle wird C.L. (Confidence level) verwendet.

T B.1: Werte für ∆χ2 in Abhängigkeit des Konfidenzintervalls 1−α und der Anzahl
der Freiheitsgrade nd (Press et al. 1992).

∆χ2(α, nd)

1 − α
nd

1 2 3
68,3% 1,00 2,30 3,53
90% 2,71 4,61 6,51

95,4% 4,00 6,17 8,02
99% 6,63 9,21 11,3
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C Rechnungen zu Kapitel 4

In diesem Anhang sollen die für Abschnitt 4.2 wichtigen Rechnungen im Detail vor-
gestellt werden.

C.1 Herleitung des kanonisch konjugierten Impuls
für U(1) Eichtheorien

In diesem Abschnitt wird der kanonisch konjugierte Impuls für massive und masselose
Vektorfelder hergeleitet. Dazu ist es ratsam, zunächst den kinetischen Term Lkin =

−1
4 FµνFµν der Lagrangedichte umzuformen. Angefangen mit der Wirkung erhält man

S kin =

∫
d4x Lkin = −

1
4

∫
d4x FµνFµν

= −
1
4

∫
d4x (∂µAν − ∂νAµ)(∂µAν − ∂νAµ)

= −
1
2

∫
d4x (∂µAν∂

µAν − ∂µAν∂
νAµ)

= −
1
2

∫
d4x Aµ(−gµν∂2 + ∂µ∂ν)Aν. (C.1)

Im letzten Schritt wurde partiell integriert und der Randterm ist für genügend schnell
abfallende Felder gleich Null. Unter Berücksichtung des Extraterms, der sich zum Bei-
spiel im Formalismus von Faddeev und Popov (siehe zum Beispiel Peskin & Schroeder
1995) ergibt, erhält man somit insgesamt die Lagrangedichte für die Masseneigenzu-
stände

L = −
1
2

∑
i, j

Aµ
i

[
−gµν∂2 +

(
δi j −

1
αi j

)
− gµνM2

diag, i j

]
Aν

j. (C.2)

Wählt man die Feynmaneichung für beide Felder, αi j = δi j, so ergibt sich der konju-
gierte Impuls zu

δL

δȦ j
ρ

= −
1
2

∑
i

δ

δȦ j
ρ

(
∂µAi

µ∂
µAν

i

)
= −

1
2

∑
i

2δi jδµ0δνρ∂
µAν

i = −Ȧ j
ρ. (C.3)
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C.2 Lösung der Differentialgleichung der Abbildung
zwischen den Hilberträumen und die
Vertauschungsrelationen der zugehörigen SU(2)
Algebra

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass die in Abschnitt 4.2 eingeführten Opera-
toren die Vertauschungsrelationen einer SU(2) Algebra erfüllen und anschließend soll
die Differentialgleichung 4.19 gelöst werden. Für die Vertauschungsrelationen ist zu
zeigen, dass

[S +, S −] = 2S 3 (C.4a)
[S 3, S ±] = ±S ± (C.4b)
[S 0, S 3] = [S 0, S ±] = 0, (C.4c)

für gleiche Zeiten gilt. Um dies zu zeigen, müssen nur die Vertauschungsrelationen aus
Gleichung 4.15 benutzt werden. Zunächst ist

[S +, S −] = −
∫

d3x
∫

d3y
[
π
µ
1(x)A2

µ(x), πν2(y)A1
ν(y)

]
= −

∫
d3x

∫
d3y

(
π
µ
1(x)

[
A2
µ(x), πν2(y)

]
A1
ν(y) + πν2(y)

[
π
µ
1(x), A1

ν(y)
]

A2
µ(x)

)
= −i

∫
d3x

(
π
µ
1(x)A1

µ(x) − πµ2(x)A2
µ(x)

)
= 2S 3. (C.5)

Im vorletzten Schritt wurde der Kommutator eingesetzt und die Integration über y mit
der δ-Distribution ausgeführt. Des Weiteren findet man

[S 3, S +] = −
1
2

∫
d3x

∫
d3y

[
π
µ
1(x)A1

µ(x) − πµ2(x)A2
µ(x), πν1(y)A2

ν(y)
]

= −
1
2

∫
d3x

∫
d3y

(
π
µ
1(x)

[
A1
µ(x), π1

ν(y)
]

Aν
2(y) − πν1(y)

[
π2
µ(x), Aν

2(y)
]

Aµ
2(x)

)
= −i

∫
d3x πµ1(x)A2

µ(x)

= +S +. (C.6)

Analog zeigt man, dass [S 3, S −] = −S − gilt. Für [S 0, S ±] muss man nur einsehen,
dass sich das Vorzeichen des zweiten Summanden im zweiten Schritt in Gleichung
C.6 ändert und somit [S 0, S ±] = 0 ist. Daraus folgt sofort, dass [S 0, S 3] = 0 ist, da gilt

[S 0, S 3] =
1
2

[S 0, [S +, S −]] = 0. (C.7)
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Somit erfüllen S ± und S 3 die Vertauschungsrelationen einer SU(2) Algebra mit S 0 dem
zugehörigen Casimir-Operator.
Zur Berechnung der Differentialgleichung 4.19 erweisen sich noch folgende Operato-
ren als hilfreich:

[S + − S −, S + − S −] = 0 (C.8a)
[Aµ

1(x), S −] = 0 (C.8b)

[Aµ
1(x), S +] = −i

∫
d3y

[
Aµ

1(x), πν1(y)
]

A2
ν(y) = A2

µ(x) (C.8c)

[Aµ
2(x), S +] = 0 (C.8d)

[Aµ
2(x), S −] = −i

∫
d3y

[
Aµ

2(x), πν2(y)
]

A1
ν(y) = A1

µ(x) (C.8e)

Daraus folgt dann

d
dχ

Aµ
A(x) =

d
dχ

(
G−1
χ (t)Aµ

1(x)Gχ(t)
)

=

dG−1
χ (t)

dχ

 Aµ
1(x)Gχ(t) +G−1

χ (t)Aµ
1(x)

(
dGχ(t)

dχ

)
= G−1

χ (t)(−S + + S −)(t)A
µ
1(x)Gχ(t) +G−1

χ (t)Aµ
1(x)Gχ(t)(S + − S −)

= G−1
χ (t)[Aµ

1, S + − S −]Gχ(t)

= G−1
χ (t)Aµ

2(x)Gχ(t). (C.9)

Die zweite Ableitung ergibt analog

d2

dχ2 Aµ
A(x) =

d
dχ

(
G−1
χ (t)Aµ

2(x)Gχ(t)
)

= −G−1
χ (t)Aµ

1(x)Gχ(t)
= −Aµ

A(x). (C.10)

Somit folgt Gleichung 4.19 und analog kann die Gleichung für Aµ
S (x) gezeigt werden.
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