Lineare Transversale Optik

Bernhard Schmidt, Juni 2015

Dieses Dokument ist eine sehr kurzgefasste Einflihrung in der transversale Strahldynamik in lin-
earer Naherung. Sie ist gedacht als Einstieg fuir die Diskussion nichtlinearer Resonanzen in Beschleu-
nigerphysik-2, vor allem fiir Studenten die Beschleunigerphysik-1 nicht gehort haben.

Koordinaten

Wir betrachten die Bewegung der Teilchen in der transversalen Ebene (transversal zur longitudi-
nalen Achse (s) der Sollbahn). Ihre Koordinaten werden als kleine Abweichungen zur Sollbahn in
horizontaler (x) und vertikaler (y) Richtung beschrieben. Klein ist hierbei durch den lokalen Kriim-
mungsradius der Bahn p definiert.

X

Als konjugierte Variablen benutzen wir py/po = Z—s =x"undp,/po = %f =y', auch diese sind kleine

Zahlen da die transversalen Impulse sehr viel kleiner als der longitudinale Impuls pg sind.

Ein Koordinatenpaar {x, x'} bildet einen Punkt im horizontalen Phasenraum, analog dann fiir {y, y'}
. (Das ist kein “echter” Phasenraum im Sinne der klassischen Mechanik, solange po = const. ist aber
als solcher brauchbar).

Beschrankung der Magnetfelder

Magnetfelder werden eingeschrankt auf transversale Felder die maximal linear von den transver-
salen Koordinaten {x,y} abhangen.

Dies sind Dipolfelder, die nicht von den Koordinaten abhangen und Quadrupolfelder, die linear in
x und y sind. Fiir einen “normalen” Quadrupol gilt

By=-gx und By=-gy (1)

Die Wirkung der Felder auf den Strahl wird auf den Impuls und die Ladung normiert, als Parameter
benutzen wir
fur Dipole den inversen Krimmungsradius (Einheit 1/Meter)

1/p=(q/po) By (2)
und fiir Quadrupole die Quadrupolstirke k (Einheit 1/Meter?)
a8,
k=~(alpu) =] = @/polg @)
ox

Beide kdonnen in allgemeiner Form zu einer Konstanten
K (s) ( - k( ))
S)=|——-kK(s (4)
P (s)

zusammengefasst werden. Die Magnetfeldkonfiguration K(s) hangt von der Position entlang der
Sollbahn ab, Uberginge zwischen Bereichen mit unterschiedlichen K miissen so erfolgen, dass sie
keinen Einfluss 1.0rdnung (linear von x oder y abhéangig) haben.

Sextupolfelder konnen in der linearen Magnetoptik nicht behandelt werden. Wenn wir die Starke
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des Sextupols mit Cs beschreiben, sind die Felder

By (x,y) ~ Cs/2(x* - y?) (5)
Bx (%, y) ~ Cs (xy) (6)
Der Feld des Sextupols wachst quadratisch mit dem Abstand von der Sollbahn und es fiihrt zu einer

Kopplung der Koordinaten. Die Auswirkung eines solchen Feldes als “kleine Storung” wird weiter
unten studiert.

Das magnetische Potential

Da wir im Vakuum sowohl rot B = 0 als auch div B = 0 erfiillen, konnen die Magnetfelder als Gradient
eines skalaren Potentials V(x, y) dargestellt werden.
oV oV

By= -—und B, = —— 7
) ox v oy (7)

Fur den (normale) Quadrupol hat man zum Beispiel Vo = g x y. Fiir den Sextupol findet man (mit
obiger Notation)

Vs ~Cs (v —3x%y)

Allgemein enthalten die magnetischen Potentiale eines 2n - Pols Potenzen der Koordinaten bis zur
Ordnung n.

Bewegungsgleichung der linearen Optik

Die lineare Bewegungsgleichung in ihrer allgemeinsten Form fiir Teilchen ohne Impulsabweichung
(p = po) lautet dann:

x"[s] +K[s]x[s]=0 (8)

und analog fir y(s). Im folgenden wird alles nur fiir eine Koordinate geschrieben, es gilt analog
ebenso fiir die andere.

Diese Bewegungsgleichung kann aus einer Hamiltonfunktion

L (R K (5)R) ©

H(x,x',s)= —
2

gewonnen werden. Sie hat allerdings den Nachteil, dass sie von s, d.h. der “pseudo-Zeit” abhangt.

eq = x"'"[s] +K[s] *x[s] =0
K[s] x[s] +Xx"[s] =0

Die Bewegungsgleichung ware die eines einfachen harmonischen Oszillators, wenn K[s] = const.
waére.

Es gibt hier zunachst KEINE Einschrankung dass K[s] eine periodische Funktion sein muss.

Die Losungen dieser Gleichung werden "Betatron-Schwingungen" genannt.

Wir machen probeweise den Ansatz einer Schwingung mit ortsabhangiger Amplitudenfunktion und
freier Phasenfunktion [s]. (Anmerkung : fiir konstantes K ist die Losung bekanntermaRen eine
harmonische Schwingunge, d.h. B[s] = ¢; und @[s] =c, *s mit ¢, zwei Konstanten.)

Die beiden fiir deine DG bendétigten Anfangsbedingungen, die das individuelle Teilchen charakter-
isieren, stecken und den Konstanten a und o wahrend die Funktionen B[s] und y[s] fiir alle
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Teilchen gleich sind.

x[s] = a+/ Bls] Cos[y[s] + wo] (10)
und setzte in die Gleichung ein

xpar[s_] = ax+/B[s] Cos[¥[s] + o]

aCos[yo+yls]]/BIs]

eqpar = eq /. X - Function[s, xpar[s]] // Simplify

a (4Cos[zjfo+d/[31] K[s] B[s]?-

VBIs]
Cos[We +¥[s]] B [s]*-4Sin[Ue+¥[s]] B[s] B [S] ¥ [s] +2B[s]
(Cos[we+W([s]] B [s]-2B[s] (Cos[ye+¥([s]] ¥ [s]?+Sin[ve+¥[s]] ¥ [s]))) =

Wir erhalten eine Gleichung die zwei Beitrage linear in Sin und Cos enthalt
Collect[eqpar, _Sin| _Cos]
aCos[yo+W[s]] (4K[s] B[s]?-B[s]?-4B[s]? [s]?+2pB[s] B[s])

VBIs]
asSin[yo+u[s]] (-4B[s) B [s]¥[s]-4B[s]2y"[s])

Bls]

+

Da die Gleichung fiir alle i/ erfillt sein soll, missen beide Summanden einzeln = 0 sein. Wir betra-
chten hier nur den Sin() Term, in dem die explizite Form der Magnetfelder (das K[s]) nicht
vorkommt. Damit liefert er einen allgemeinen Zusammenhang. Wir lassen durch geschickte Wahl
des iyg den Cos() Summanden verschwinden :

eqparsin = eqpar /. y[s] —>7r/2—z//0 // Simplify
avB[s] (B Is]y¥'[s]+BIs]y”"[s]) =

Wenn wir die triviale Losung (a=0oder _[ B(s) =0) ausschliesen, kénnen wir den Rest integrieren :

dsl = DSolve[ (B'[s] ¥ [s] +B[s] ¥ [s]) =0, ¥y[s], s] // Flatten

s 1
{vls] > C[2] +J Cl1]

7%[1]}
1 BIK[1]]

Wir haben dann einen fundamentalen Zusammenhang zwischen Phasenvorschub (s) und (-
Funktion gefunden:

2 1
wis) = ufs, )+ E%ds (1)
oder
W' (s) = 1/B8(s) (12)

yprule = ¢ '[s] » 1/B[s]

Dies folgt zwingend aus der Form der Bewegungsgleichung und dem gewahlten Ansatz.
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Die cos-Gleichung fiihrt auf eine DGL fiir B(s) (oder besser fiir v/ B(s) ) die explizit K(s) enthélt, sie
hat daher keine allgemeine analytische Losung.

Die Lésung
x[s] =a~/ BIs] Cos[y[s] + W] (13)

stellt eine Schwingung mit ortsabhangiger Amplitudenfunktion v/ B(s) UND ortsabhangiger
“Wellenzahl” kg = %‘f = ﬁ(l—s> dar, sofern die Betafunktion ((s) eine reelle, positive Funktion ist.

(Wann und fir welche K(s) das erfillt ist wird in BP-1 ausfihrlich diskutiert).
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Die Ellipse im Phasenraum

Unsere Losung liefert fiir x' (s) unmittelbar
xpar '[s] // Simplify
a (Cos[yo+¥[s]] B [s]-2Sin[Ye+¥([s]] BIs] ¥ [s])
2+/BIs]
Xs] = a (Cos[yo + YIsIl B[] - 2 Sin[wo + ws]l BIs] w'[s]) (14)

2V Bls]

Verwenden wir das Ergebnis fiir @' (s)= 1/6(s) und nennen zusatzlich 8'[s] = —2 a[s] wird daraus

xpar'[s] /. B'[s] »-2a[s] /. ¥'[s]->1/B[s] //Simplify
a(Sin(ye+u(s]] +Cos[uo+¥[s]] als])
Bls]

X'[s] = -

(Sin[wo + wis]] + als] Cos[yo + Yis]l) (15)
VB8]

Das Paar {x(s),x’(s)} ist die Parameterdarstellung einer gedrehten Ellipse, d.h. die Halbachsen
fallen fur a # 0 nicht mit den Koordinatenachsen zusammen.

Wir kénnen uns davon iiberzeugen, dass 1/8(x? + (ax + Bx')?) = a?, d.h. unabhéngig von s eine
Konstante der Bewegung ist.

1/B[s] (xpalr'[s]2 + (a[s] xpar[s] + B[s] xpar'[s])z) /. B'[S] »-2a[s] /.
¥'[s] »1/B[s] // Simplify

a2

Die Flache der Phasenraumellipse ist gleich E = 7ta? ist somit eine Konstante der Bewegung fiir
jedes einezelne Teilchen. Langs des Beschleunigers dndert sich zwar K(s) und damit auch die
Ellipsenparameter ((s) und a(s), die Flache bleibt jedoch invariant.

Mit der Definition von y = (1 + a?)/ B kommt man dann zur “Courant-Snyder-Invarianten” (CSI)
Darstellung.

Xy-2xxa+x?B=ad? (16)

Die Parameter a,B,y werden Ublicherweise "Twiss-Parameter" genannt (Richard Twiss, 1020 -
2005, Britischer Physiker und Astronom).

Diese fundamentale Gleichung kénnen wir noch in eine andere niitzliche Form, in die einer Matrix-
gleichung, bringen indem wir die Koordinaten des Phasenraumpunktes als Vektor schreiben

a=( ) 17
=| . (17)
und die "Twiss Parameter" als 8 - Matrix zusammenfassen

B —a)
Sg=
o (18)

Die Gleichung (16) kann dann auch geschrieben werden als
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a>=i"55t0 (19)
Die Determinante dieser B-Matrix ist gleich 1. (Wichtig!)

Die Magnetoptik, d.h. die Abfolge der linearen transversalen Magnetfelder langst der Teilchenbahn
(B=0, Dipol oder Quadrupol) definiert eindeutig wie sich die Twissparameter entlang der Sollbahn
(des "Orbits") entwickeln. (Wie man das im Detail berechnet lernt man in BP-1). Hat man sie an
einer Stelle "festgelegt" (wie auch immer), sind sie an jeder anderen Stelle bekannt.

Die Teilchenbewegung in der (linearen) Magnetfeldkonfiguration kann also aufgespalten werden in
zwei Komponenten :

- die Veranderung von B, aund y entlang s, d.h. durch die Twissparameter an jeder Stelle der
Maschine. Dabei ist nur die Flache der Ellipse eine durch das individuelle Teilchen bestimmte
GrolRe, Halbachsenlage und Halbachsenverhaltnis werden durch die Magnetoptik bestimmt.

- die Anderung der Betatronphase (s) enlang s. Auch hier ist nur die Anfangsphase y, ein freier
Parameter, die Phasengeschwindigkeit ' ist durch Gl. (12) wieder durch die Magnetoptik bes-
timmt.

Diese Aufspaltung der (komplizierten) Teilchenbewegung ist duRerst hilfreich da es uns tiblicher-
weise nicht auf ein Teilchen sondern auf das Verhalten des ganzen Strahls ankommt, d.h. ein
Ensemble von sehr vielen Teilchen die sich durch die gleiche Magnetoptik bewegen.

Der Strahl

Der Strahl, d.h. das Ensemble der Strahlteilchen, ist beschrieben durch die Verteilung deren Phasen-
raumpunkte {x,x'}. Wie diese aussieht ist zunachst irrelevant. Wir fassen die gesamte Verteilung
jetzt zusammen und beschreiben sie durch ihre Momente.

Die 1. Momente sind die Mittelwerte <x> und <x'>. Wir nehmen an, dass der Strahl ordentlich
zentriert ist und im Mittel entlang des Sollorbit geht, d.h. <x>=0 und <x'>=0.

Bleiben die 2. Momenten, davon gibt es drei: die Varianz in x, die Varianz in x und die Korrelation r
zwischen xund x":

(02 =()  (g¢)*=(x"?) r=qu (20)
Diese zusammen beschreiben die "Kovarianzmatrix" des Strahls, oder auch die Strahlmatrix
genannt:
s a2 -r

beam = _r quz (21)
Auch diese Matrix beschreibt eine Ellipse im Phasenraum, die Kovarianzellipse. lhre Flache ist
gleich
B = 1€ = vV Det(Tpeam) = 02 Oy = 1 (22)

Die Grofie € nennt man die Emittanz des Strahls, das ist die kanonische Zahl zur Beschreibung der
Strahlqualitat.

Jetzt kommt der grofie Trick: wenn (!) die Strahlmatrix sich nur um einen Faktor von der B-Matrix
unterscheidet, wenn also

B —a)

“a y (23)

Zheam = EZB= E(

ist, dann verhalt sich die Strahlmatrix entlang des Orbit genauso wie die B-Matrix und deren Verhal-
ten kann man, wie oben gesagt, aus der Abfolge der Magnetfelder berechnen. Einen solchen Strahl
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nennt man "angepassten Strahl" oder "matched beam" und das ist was man im allgemeinen
anstrebt. Die Emittanz ist, ebenso wie die Courant-Snyder Invariante, eine ErhaltungsgroRe bei
der Teilchenbewegung.

Das gilt, solange Gl. (8) gliltig ist, d.h. solange keine "Dampfungsterme" (proportional zu x') in der
Differentialgleichung auftreten.

Fiir einen solchen angepassten Strahl liest man sofort ab, daf3 sich die Breite des Strahls (seine
Einhillende) als

ox(s) = Vep(s) (24)
darstellt, die Divergenz an jeder Stelle ist durch

o' (s)=Vev(s) (25)
gegeben.

Allgemein sieht die Strahlellipse (Kovarianzellipse) im Phasenraum so aus:

N
G\
NEm
JF
J

e \

area = J1e
—\/E \

Fir a=0 fallen die Hauptachsen der Ellipse mit den Koordinatenachsen zusammen, wegen
B'[s] = -2 a[s] ist dies immer am Ort einer Strahltaille (Minimum der Einhiillenden) oder einem
Strahlbauch (Maximum der Einhiillenden) der Fall.

Ein konvergenter Strahl hat ein positives @, ein divergenter Strahl ein negatives a.

Wie oben gesagt bestimmt im allgemeinen Fall die Magnetoptik die Veranderung der Twiss-Parame-
ter mit s, Startwerte muss man irgendwie festlegen. Bei einem Linearbeschleuniger macht man das

beispielsweise an der Teilchenquelle. Dort werden die Teilchen mit einer bestimmten transversalen

Breite g, und Divergenz oy erzeugt, Korrelation hat man tiblicherweise nicht, d.h. r=0.

Dann bestimmt

€= 1/7T gy Oy (26)

die Emittanz des Stahls und die Twiss Parameter an dieser Stelle sind durch



8 | Lineare_Optik_Short.nb

Bo= UXZ/E Yo= GX'Z/E a=0 (27)
festgelegt.

Diese "transportieren" sich dann durch die gesamte Magnetoptik. M6chte man an einer Stelle ganz
bestimmte Strahlparameter haben, so muss man die Optik davor so auslegen oder anpassen, dass
eben diese erreicht werden. (Diesen Vorgang nennt man "matching").

In einem Kreisbeschleuniger sieht die Welt allerdings etwas anders aus ...
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Der Spezialfall : die Magnetfeldkonfiguration ist periodisch

Kreisbeschleuniger sind per Definition eine periodische Magnetanordnung mit der Periodenlange
C, der Bahnlange der Sollbahn.

In diesem Fall hat Herr Gaston Floquet im 19. Jahrhundert bewiesen, dass es eine §(s) ebenfalls
periodische Funktion gibt, d.h. ein B(s) das eine eindeutige Funktion der Position s entlang des
Kreisbeschleunigers ist.

In diesem Fall, und nur in diesem Fall, heiRt die Gleichung (8) "Hillsche Differentialgleichung" nach
einem bedeutenden US-Amerikanischen Astronomen des 19./20. Jahrhunderts , George William
Hill, 1838 - 1914 (harmonischer Oszillator mit periodischen Parametern, wichtig fir die Planetenbe-
wegung).

Die Funktion w(s) ist allerdings im Normalfall NICHT periodisch, d.h. es gilt
ys+C)=2mQ mit Q&N (28)

Die Grofte Q wird der “tune” des Kreisbeschleunigers genannt, er berschreibt die Anzahl der
Betatronschwingungen pro Umlauf, p=2 71 Q ist der Phasenvorschub pro Umlauf.

Im Fall des Kreisbeschleunigers gibt es also einen "angepassten" Strahl fiir den die Strahlparame-
ter entlang des Orbits zeitunabhangig sind, die Strahleinhillende ist eine zeitunabhangige periodis-
che Funktion von s.

Achtung : dies betrifft das Ensemble der Teilchen ! Die Bewegung der einzelnen Teilchen ist fir

Q ¢ N nicht periodisch und sollte dies tunlichst auch nicht sein.

Zwischen "Geburt" des Strahls (also der Teilchenquelle) und dem Eintritt in den Kreisbeschleuniger
muss man durch eine geeignete "Injektionsoptik" dafiir sorgen, dass er (der Strahl) mit den richti-
gen, den "matched" Twiss-Parametern in den Kreis (die periodische Struktur) eintritt.

Teilchen mit Impulsabweichung

Nicht alle Teilchen haben den idealen Sollimpuls po, wir beschreiben das durch die relative
Impulsabweichung

P =Po
Op= 29
P (29)
In der Ndherung dass 6, << 1ist wird dann aus der homogenen Gleichung (8) eine inhomogene
Gleichung
S
X"+ K(s) x = —— (30)
p(s)

wobei p(s) der Krimmungsradius der Bahn an der Stelle s ist.

Die Losung dieser Gleichung findet man als Summe der bereits bekannten Losung der homogenen
Gleichung die wir xg nennen (das ist die ungestérte Betatronschwingung) plus eine zusatzliche
Abweichung xp(s).

X(s) = Xp(s) + Xp(S) (31)

Da xp(s) fiir 6, << 1 linear mit &, skaliert schreiben wir
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Xp (S) = D(s) 6p

(32)
Xp'(s)=D"(s) &,

und nennen D (s) die "Dispersionsbahn". Teilchen mit Impulsabweichung machen also Betatron-
schwingungen nicht um den Referenzorbit sondern um die mit (6 skalierte) Dispersionsbahn.
Ursache fiir die "Dispersion" sind immer die Dipolmagnete (also die Ablenkmagnete) da
Quadrupole in erster Ordnung (!) keinen impulsabhéngigen Einfluss auf die Lage der Dispersions-
bahn haben. (Eine Impulsabweichung hat aber sehr wohl einen Einfluss auf die Quadrupolstarke,
d.h. auf die Fokussierwirkung, d.h. die Twissparameter, vor allem der Tune bei Kreisbeschleu-
nigern, andern sich. Das nennt man dann "Chromatizitat").

In Linearbeschleunigern gilt fiir D und D' das Gleiche wie fiir die Twiss-Parameter, nur die Anderung
mit s ist durch die Magnetoptik definiert.

In Kreisbeschleunigern gibt es durch die periodischen Randbedingungen auch hier wieder eine
besondere, die periodische Dispersionsfunktion n(s) und n'(s).

Man kann diese klarerweise aus der Abfolge der Magnetoptik (Matrizen) berechnen (siehe Skript)
oder, wenn man die Twiss-Parameter schon kennt, auch in dieser eleganten Integraldarstellung :

«/TJ_

25|n[7TQ]

(| w(s)-y(so) | -rtQ)ds (33)

Das Integral flhrt dabei von der Stelle sp um den gesamten Ring herum wieder an diese Stelle.
Man sieht : es tragen nur Bereiche zum Integral bei in denen p (der Krimmungsradius) endlich ist,
d.h. keine geraden Abschnitte, d.h. Abschnitte ausserhalb von Dipolmagneten.

Man sieht auch daR der Tune der Maschine Q moglichst keine ganze Zahl sein sollte da sonst die
Dispersion divergiert.



