Blatt 6 Wintersemester 2014 /2015

Ubungen zur Quantentheorie der Vielteilchensysteme

Aufgabe 20 — Perron-Frobenius-Theorem fiir reelle, symmetrische Matrizen
Es sei H mit Elementen H;; eine reelle und symmetrische Matrix mit

H; <0 Vij.

Es gelte zudem, dass alle i # j durch nichtverschwindende Matrixelemente verbunden sind, d.h.
dass fiir jedes i # j eine Folge (i1, ...,1g) gefunden werden kann, so dass iy = 7 und ig = j und
Hi., #0fir k=1,..., R— 1. Durch wiederholtes Anwenden von H werden also alle “Zustande”
i von allen Startzustanden j erreicht (Ergodizitat).

Zeigen Sie das Perron-Frobenius-Theorem: Der kleinste Eigenwert Ej von H ist nicht entartet, und
der zugehdrige Eigenvektor vy kann so gewahlt werden, dass v; > 0 fiir alle <.

a) Um das Theorem zu beweisen, betrachten Sie zunichst einen beliebigen Eigenvektor u, und neh-
men Sie an, dass u; = O fiir ein j. Argumentieren Sie mit Hilfe der Eigenwertgleichung >, Hju, =
Auj, dass dann auch u; = 0 ist fiir alle k, die durch nichtverschwindende Matrixelemente mit j
verbunden sind! Folgern Sie daraus, dass somit letztlich u; = 0 fiir alle 7 gelten muss!

b) Es sei u ein beliebiger Eigenvektor von H zum Eigenwert A. Weiter sei w; > 0 fiir alle i. Be-
griinden Sie mit a), dass dann w; > 0 fiir alle 1.

c) Betrachten Sie jetzt einen normierten Eigenvektor v zum kleinsten Eigenwert )\g. Definieren Sie
den Vektor w durch u; = |v;|. Zeigen Sie, dass einerseits

)\0 = Z'U,L'Hijvj 2 ZuiHijuj
ij ij
und dass aber andererseits wegen des Ritz Prinzips
)\0 = Z'U,L'Hijvj S ZuiHijuj
ij ij

gelten muss, und schlieBen Sie, dass Hu = Aqu! Argumentieren Sie mit b), dass u; > 0 und damit
v; # 0 fiir alle 4!

d) Zu zeigen ist jetzt, dass v; > 0 fiir alle 7. Nehmen Sie an, dass v; > 0 fiir ein j und v, < 0 fiir
ein k (j # k) und fiithren Sie diese Annahme zum Widerspruch:

Begriinden Sie dazu, dass unter obiger Annahme eine Folge (i1,...,ig) mit i3, = j und igp = k
gefunden werden kann mit H; ; ., # 0 fiir alle 7 und mit v;, > 0 und v;_, < 0 fiir ein bestimmtes
r! Dann ist

UZ‘TH

iripg1 Vipg1 >0 und uirHirir+1uir+1 <0



fir dieses . Begriinden Sie, dass dann

>\0 = ZUiHijUj > ZuiHijuj !

iJ iJ

Warum fiihrt das zum Widerspruch?

e) Nehmen Sie an, dass A entartet ist, so dass zwei orthogonale Eigenvektoren zu \q gefunden
werden konnen, und zeigen Sie, dass diese Annahme zum Widerspruch fiihrt!

Aufgabe 21 — Lieb-Mattis-Theorem
Betrachten Sie das antiferromagnetische Spin-1/2-Heisenberg-Modell

H - ny ‘|‘ sz == Z Jz](SmS]z + Sinjy) ‘|‘ Z JZ]SMSJZ

iJ i

auf einem bipartiten Gitter mit Ny = Np (d.h. dass das Gitter in zwei Untergitter A und B mit
gleicher Anzahl von Platzen zerlegt werden kann, so dass jeder nachste Nachbar eines Platzes in A
ein Platz in B ist und umgekehrt). Es sei weiter

Jij > 0 fiir nachste Nachbarn, also antiferromagnetische Kopplung, und
Jii = 0 sonst .

Dann gilt: Der Grundzustand von H ist nicht entartet und ein Spin-Singulett, d.h. S, = 0.
Beweisen Sie das Lieb-Mattis-Theorem!

a) Begriinden Sie dazu zunichst, dass durch
Si:): — —Sm , Siy — _Siy , Siz — +Szz Vie A

eine unitire Transformation U definiert ist mit H — UHU' = H' = —Hgy, + H., und mit
Stot,z — U,S'tot,zUT = Siot,z, Wobei Siot, = >, Si.. Zu zeigen ist also, dass der Grundzustand von
H' nicht entartet und ein Singulett ist.

b) Die Zusténde
|n> = |m17m27 "'7mL> = |m1> U |mL>

mit Y. m; = My, = 0 bilden eine ONB des M, = 0-Unterraums. Hier ist L = Ny + N = 2N4
und S;.|m;) = m;|m;). Die Quantenzahl n numeriert die verschiedenen Basiszustidnde durch.

Begriinden Sie, dass es ausreicht zu zeigen, dass der Grundzustand von H’ in diesem Unterraum
nicht entartet und ein Singulett ist!

c) Begriinden Sie, dass H,, diagonal in dieser Basis ist! Fy,., sei die maximale Eigenenergie von
H... Zeigen Sie, dass

(n|H"|m) <0

fur alle Basiszustande und fur H” = H' — E,.!



d) Damit kann das Perron-Frobenius-Theorem angewendet werden ( “Ergodizitat” ist gegeben, da
durch die J;; > 0 zwischen nachsten Nachbarn alle Platze letztlich mit allen gekoppelt sind). Zeigen
Sie auf diese Weise, dass H' im M., = 0-Unterraum einen nicht-entarteten Grundzustand

Bo) = Y aln)

n

mit ¢,, > 0 besitzt!

e) Nehmen Sie an, dass im My, = 0-Unterraum ein Zustand

W) = anln)

n

existiert mit a,, > 0, der ein Eigenzustand von S2, zum Eigenwert S;,; = 0, also ein Singulett ist.
Begriinden Sie, dass dann auch |Ej) ein Singulett ist! (Betrachten Sie das Skalarprodukt der beiden
Zustande).

f) Damit muss nur noch die Existenz von |U) gezeigt werden. Betrachten Sie dazu ein anderes
System mit Hamiltonian

H" =] (Z SZ-> <Z s]) =J )  SiS;

i€A JjEB i€A,jeB

mit J > 0, und begriinden Sie, dass der Grundzustand von H"” im M, = 0-Unterraum,
W) => anln)

nicht entartet ist und dass a,, > 0 angenommen werden kann!

g) Zu zeigen ist jetzt nur noch, dass [¥) ein Singulett ist. Definieren Sie S4 = > .., S; und
Sp = Z]EB S;, driicken Sie H" durch S, und Sg aus, und zeigen Sie so, dass die Eigenenergien
von H" durch

_J
2
gegeben sind, wobei S4 und Sp die Spin-Quantenzahlen der Spins S4 und Sp sind, und |S4—Sg| <
Siot < Sa + Sg! Fiir welches S ist E bei gegebenen S4, Sp minimal? Wie miissen also S4 und

Sp gewahlt werden, damit £ minimal ist? Beachten Sie dabei N4, = Npg! Begriinden Sie so, dass
der Grundzustand |¥) ein Singulett ist!

E =2 [Swt(Sior + 1) — Sa(Sa +1) — Sp(Sp + 1)]



