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Ubungen zur Klassischen Feldtheorie

Aufgabe 44 — Lagrange-Muiltiplikatoren
Gegeben ist eine Funktion F' von M reellen Variablen: F'(x1,...,x5). Gesucht ist das Minimum
(oder das Maximum oder ein Sattelpunkt) von F,

F(zy,...,xar) L stationir
unter den K Nebenbedingungen
fs(x1,..,xn) =0 (s=1,...,K).

Zeigen Sie, dass dann Parameter (sogenannte Lagrange-Parameter) A, ..., Ak existieren, so dass
der stationare Punkt durch

0
aixj <F L1y, T Z)\ fs T1y..0y T )) =

bestimmt ist und folgen Sie dabei der Anleitung:

a) Losen Sie (formal) die K Nebenbedingungen nach xy, ..., xx auf, d.h. definieren Sie Funktionen
Ti(Tr41y ey Tar) firi=1,.., K,

so dass fur beliebige xy i1, ..., T

Fo@rcsts s @ar) = Fo(@(@rcits s @)y ooy T (T eity s @)y Ticgs s @) =0 (s=1,..., K).

Zeigen Sie damit, dass fiir x4, ..., x,, die die Nebenbedingungen erfiillen

Jfs 0z, 8fs .
= furj=K+1,...M |
(*) 0= Z axr 8x] 81:] urj + PR

b) Definieren Sie jetzt

F(.’L’K+1, 7IM) = F(%1<xK+17 ...,.TCM), "'75K(IK+17 "'71:]\1>7$K+17 ...,[E]W) .
Warum ist der unter den Nebenbedingungen stationare Punkt durch
o ~
—F(x ey @pr) =0
8.Tj ( K+1, ) M)

(fiir j = K +1,..., M) bestimmt?

c) Begriinden Sie die Bestimmungsgleichungen

OF 8xr or ,



fur xg 1, ...,z bzw. fir x1, ..., x5, die die Nebenbedingungen erfiillen!

d) Definieren Sie die K x K-Matrix S mit Elementen Sy, = 0f;/0x, (s, = 1,...,K) und die
Lagrange-Parameter

As

K oF

(wobei die Funktionen auf der rechten Seite am stationdren Punkt ausgewertet werden) und zeigen
Sie, dass (per definitionem) fiir j = 1,..., K

a K
8737]' (F(xh '--7x]kf) + Z)\st(xl, ...,.’,U]M)> = O

s=1

am stationaren Punkt!
e) Zeigen Sie jetzt mit () und (xx), dass fir j = K +1,.... M

8 K
(97% (F(J/‘h 7-73M) + ;)\sfs<$17 ,.I'M)> =0

am stationaren Punkt!

Aufgabe 45 — Kettenlinie

Die Enden einer Kette mit konstanter Massendichte 1 (Masse pro Langeneinheit) und Lange L wer-
den an den Punkten (21,0, 2;) und (22,0, 25) in der x-z-Ebene befestigt. Die Fallbeschleunigung
ist g = (0,0, —g). Welche Form z(z) hat die Kette im Gleichgewicht?

a) Begriinden Sie dazu zunichst, dass sich z(x) aus

6/dx <ugz(x) V14 2(2)2 = M/1+ z’(;v)2> =0
bestimmen |asst!

b) Zeigen Sie jetzt, dass daraus
1+ 2(2)* = (2(x) — 20)2"(x) =0
folgt! (20 = \/1g).
c) Zeigen Sie, dass
z(x) = acosh((x — z¢)/a)
fur beliebige xo und a eine Losung ist!

Aufgabe 46 — Lineare Kette mit festen Randern
Drei gleiche Massen m sind iber vier gleiche Federn (Federkonstante k) zwischen zwei Wanden
verbunden und konnen entlang der Verbindungslinien (longitudinal) schwingen:



a) Wabhlen Sie die Auslenkungen aus den Gleichgewichtspositionen als generalisierte Koordinaten,
und stellen Sie die Lagrange-Funktion L =T — U auf!

b) Zeigen Sie, dass sich 7" und U schreiben lassen als:

m k
9 q4q, 2q vq
mlt qT = ((117927QS> Und
2 -1 0
V= -1 2 -1 !
0o -1 2

c) Zeigen Sie, dass die Lagrange-Gleichungen als
mG+kVqg=0

geschrieben werden konnen!

d) Verwenden Sie den Ansatz

(0 = (00, l0). a0 = G
)T

mit Konstanten ¢ = (1, 2, G3)” und einer Frequenz w, und zeigen Sie, dass (w?1— (k/m)V)q = 0!

e) Zeigen Sie, dass die w? gegeben sind als k/m mal den Eigenwerten von V, und berechnen Sie diese!
f) Bestimmen Sie die Eigenvektoren, und interpretieren Sie das Resultat!
Aufgabe 47 — Invarianz der Feldgleichungen

Zeigen Sie direkt (d.h. ohne Ausnutzen des Wirkungsprinzips), dass die Lagrange-Gleichungen fiir
ein Feld ¢, (r,t) mit N Komponenten (n = 1,..., N) unter der Transformation

d d
ZA A,
Lo Lt 0+;dxi

fir die Lagrange-Dichte £ = L(p,, V., Oyp,, 7, t) invariant bleiben! Die Funktionen Ay =
Ao(pr(r,t),r,t) und A; = Aj(@,(r,t), 7, t) sind dabei beliebig.

Aufgabe 48 — Schrodinger-Gleichung
Die Lagrange-Dichte
1 . * * hz * *
L= —ih(V* OV — Vo, ") — —VU*VU — VI
2 2m
liefert die Feldgleichung (Schrodinger-Gleichung):

2
tho, W = —h—VQ\I' + V.
2m



Zeigen Sie, dass die Lagrange-Dichte
hQ
L =i oV — —VU*'VV¥ — VI*¥
2m
zur gleichen Feldgleichung fiihrt! Uberpriifen Sie das fiir beide Felder, d.h. fiir ¥ und fiir U*!

Zeigen Sie, dass £ und £’ durch eine Eichtransformation verkoppelt sind (so dass also notwendiger-
weise dieselbe Feldgleichung resultieren musste)!



