4.2 Transfermatrixmethode

4.2.1 Ising-Modell

Im Jahre 1920 veroffentlichte Wilhelm Lenz in der Physikalischen Zeitschrift, Band 21, S.
613 eine Arbeit mit dem Titel “Beitrag zum Verstandnis der magnetischen Erscheinungen
in festen Korpern”. Dabei formulierte er zum ersten Mal die grundlegenden Ideen eines
mikroskopischen Modells des Ferromagnetismus, das heute unter dem Namen Ising-
Modell zu einem Standardmodell der statistischen Physik geworden ist. Heute erscheinen
jahrlich tiber 800 Arbeiten, die sich auf dieses Modell beziehen. Die Aufgabe, das Modell
genauer zu untersuchen, tibertrug Lenz seinem Schuler Ernst Ising, der dariiber 1924 in

Hamburg eine Dissertation anfertigte, in der gezeigt wurde, dass eine lineare Kette keine
spontane Magnetisierung aufweist.

eindimenisonales Ising-Modell (in quantenmechanischer Notation)

e Hamilton-Operator:

N N
H = —JZSZSll —BZSZ (J,B > O)
1=1 1=1

e S; kurz fur S;,, lokale Spins an Platzen eines Gitters: ¢ =1,..., N



1 0

e Darstellung eines Spins: S; = ( 0 —1

) (ohne Faktor //2!)

e mogliche Werte (Eigenwerte): s; = £1
e alle Observablen kommutieren [0 “klassisches” (aber diskretes) Modell

e Energie eines Spins im Feld B:
—B, falls s; = +1 (Spin parallel zum Feld, B > 0)
+B, falls s; = —1 (Spin antiparallel zum Feld, B > 0)
Wechselwirkung zwischen nachsten Nachbarn
Wechselwirkungsenergie (—.J) falls S;S; 1 = +1
(bevorzugt parallele Spins, J > 0)
GZE: Ey=—-N(J+B),GZ: sy =...=sy =+1
magnetisches Gesamtmoment: M = Z(SQ (allgemein: M = —hA tgup > ,(S:))




Relevanz des Ising-Modells:

e Beschreibung magnetischer Ordnung

e Demonstrationsmodell der statistischen Physik

Losung des Ising-Modells

e D = 1: I6sbar (Ising, Lenz 1922-1924)
e D = 2: I6sbar fir B = 0 (Onsager 1944)

e [ = 3: nicht analytisch losbar, numerische Losung problemlos
(z.B. Monte-Carlo-Methode)

e D = 0o: exakt lsbar (WeiB'sche Molekularfeldtheorie, s.u.)

hier: D =1

periodische Randbedingung: i =0 & 1= N
Kontrollparameter: H, M, N

kanonische Gesamtheit: Z = Z(T, B, N)



4.2.2 Zustandssumme

Berechnung der Zustandssumme:

Z(T,B,N) =Y e /BN
k
Mikrozustande:

k= (s1,.... sw)

Energie eines Mikrozustands:

Ek s -

.....

| |

|

|
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&
£’>
I
ey
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e

also:

Z=) Y exp (szsS 1+5stl>

s1==%1 sy==1
_ Z Z Hexp (BJsisi—1 + BBs;)
s1==+1 sy==x1 1

(keine einfache Faktorisierung!)

8 =1/kgT



Transfermatrixmethode

Hexp (BJsisi—1+ BBs;) = Hexp (BJS Si—1 + ﬁB i+ 5i-1) ) HQSZ Si_1

mit Transfermatrix
Q= o—BJ  BI-BB

definiere Vektoren (Eigenvektoren von S; zu s; = £1):

ERONERG

dann ist:

<S@'|Q|S@'—1> = Qsi,si_l

und:

N
7 = Z Z HQSiaSi—l

s1==x1 sy==11=1

= Y (swlQlsv-) -+ (52]@)s1) (51 Q) sw)

s1==1 sy==1

= D> (sw]Q"sw)

SN::H



also:

7 =SpQ"Y
Q reell und symmetrisch [
Q=UqU"

mit U reell und orthogonal, U’ =1, q diagonal
Z=5pQ"=Sp (UqU" ---UqU") = Spq"

N
B A1 0 B A0\ v,
(3 3) - ()

A;: Eigenwerte von Q

fur N — oo ist also:

AN
Z =X +XN =\ (1 + A]“V““) — Aax

falls \.x nicht entartet

Z =\N

max

Theorem von Perron und Frobenius:

sei A eine reelle M x M-Matrix mit A4;; >0 0



— es gibt einen nichtentarteten reellen Eigenwert A > 0
— A > || fiir alle Eigenwerte \' # \

- da = (x1, ..., x);) Eigenvektor zu A mit x; > 0

statt Beweis: direkte Rechnung:

BI+BB _ \ —BJ
e e — A

=\ =\ (€6J+/>’B + e/a’J—ﬂB) 4 28T _ o287

also:

A= 66‘]% (e’ +ePP) £ \/iewj (eFB 4 e=PB)? — 20 4 ¢=28J

= P’ <cosh(ﬁB) + \/coshQ(ﬁB) — 1+ 646J>

(konsistent mit P.-F.-Theorem)

somit:

N
Z(T,B,N) = ™%/ <cosh(ﬁB) - \/coshz(ﬁB) — 1+ 646J>




4.2.3 Zustandsgleichungen

Ableitung der Thermodynamik, z.B.:

magnetisches Gesamtmoment

M—Ns—ls Ns—ﬁH—lalz
1=1 1=1

N 1D

37198 [eﬁf <cosh(5B) + \/ cosh?(BB) — 1 + 646J>]

N b7

= (5 sinh(SB) +

=

2 cosh(BB)sinh(6B)S )

2\/cosh2(ﬁB) — 1+ e 407

N 1 5 . -
B30 U = Smh(BBIV + cosh(BB)sinh(5B))
N

cosh(BB) — /- sinh(6B)y/- - - + cosh(BB) sinh(5B)
coshz(ﬁB) — coshz(ﬁB) 11— e48J A

B NcoshQ(ﬁB) sinh(8B) — sinh(8B)\/ - B N—Sinh(ﬁB)(€_4BJ — 1)
i} =)y BTN

also:



sinh(6B)

M =N
\/coshz(ﬁB) — 1+ e 407

thermische Zustandsgleichung

Diskussion fur J =0
idealer Paramagnet: nichtwechselwirkende Momente

M(T, B,N) = N tanh(3B)

isotherme Suszeptibilitat des idealen Paramagneten:

1 (oM ~ cosh?*(BB) — sinh’*(8B) 1
TN <0—B) TNy

b cosh?*(8B) P B =F= kpT

Curie-Gesetz

Diskussion fur J > 0, wechselwirkende Momente

o' — o0, f—0:

B
M — N b = NBB
1—14+1
also
1
X = kB—T fur ' — oo Curie-Gesetz




e B—oo UM — Ntanh(8B) — N = M,
o flr T'>0ist lim M(T,B,N)=0
B—0
Isings Resultat, keine spontane Magnetisierung

Paramagnet fur 7" > 0

*B

0 T>0

M(T,B,N)=—-M(T,—B,N)
o' — 0,5 —00 U M — M, fir infinitesimales Feld

beachte: 0 = lim lim M(T, B, N) # lim lim M(T, B, N) = +M,
T—0 B—0 B—=0T—=0

Ferromagnet fir 7' =0

zweifach entarteter FM GZ | 1,1, 1, 1,1, 1, .. und | L, 1, 4, 4 4L 4 o)

keine makroskopisch relevante Entartung, 3.HS erfullt



4.2.4 Korrelationsfunktion und Suszeptibilitat

warum keine magnetische Ordnung?
betrachte Spin-Spin-Korrelationsfunktion (S;S;)
spontaner Ferromagnetismus lage vor, falls

lim (5;9;) = const.. fir B =0 [ langreichweitige Ordnung

li—jl o

es gilt:

}j S%/”Zﬁml=v—5“ S‘S%IIéMQwFo

7777 1=1

:—YYWXMﬂ@&w@%M@WM>

falls g - und mi el e=h/
> t =
alls 7 > 7 und mit Q <€/3J €6J>
mit
1 0
G'_Z\s 3132( 1)

(z—Paull—l\/Iatrlx) ist jetzt



1 1 1

(5:5) = S (M@ e Q T Qlls) = - Sp (@0 Q e Q) = Sp (0Q @V )

Z

SN

Diagonalisierung der Transfermatrix:

Q =UqU’ U =1

mit
([ 2cosh(BJ) 0 . 111
q_( 0 2sinh(ﬁj)) v=u /21—
es folgt:
1 o o
(S:S;) = 7 Sp (cUq'U'ocUq""U")
und mit
1 1 1 1 0 1 1 1 01
I T - . —
=vov =350 4) (05l ) =(Vo)
Ist:
1 o .
<SZS]> _ Esp (o_/ql—jo./qN—H'])

B 1 S 2sinh(5J) 0 " 2 cosh(B8J) 0 N
2N cosh(BJ)N P 0 2 cosh(5J) ) ( 0 2sinh(5J) )



1
B cosh(B8J)N

— tanh'™(8.J) + tanh™ (=7 (5.7)
da tanhx < 1 fur z # 0, ist im Limes N — oc:
(9:9;) = tanh=9)(8.)

homogenes System [1 Korrelationsfunktion nur vom Abstand d = ¢ — j abhangig,
schreibe

(S;iS;) = (S4Sy) = tanh?(B.J)
mit x = tanh(3.J) ist
(8;8;) =zt = il Y _ o—In(1/zd) _ —din(1/x)

(Sinh 1(BJ) cosh™ = (B.J) + cosh™™ (B.J) sinh™¥ (ﬁJ))

definiere die Korrelationslange ¢:
¢ =n(1/z) = Incoth(B.J)
dann ist

(8:5;) = e "

die Korrelationsfunktion fallt exponentiell ab, £ ist die charakteristische Lange

langreichweitige Ordnung ware nur moglich fiir £ — oo (also nur fiir T — 0)




Analyse der magnetischen Suszeptibilitat

schreibe
N N
H = _JZSiSi—l — Z stz (J, B; > 0)
i=1 i=1

dann gilt:

andererseits ist

Z = Z(T,{B;},N) F=F(T,{B},N)=—kpTlhZ

also
OF 0 1
— BIY si—1si+BY Bisi _ _ = »—BH _ _/Q.
9B, kBTaBi In Z e kBTZ Z Bs;e (S;)
S yenny SN S1yeeey SN
sowie:
PF _ _({9<SZ> _ _il Z S’e_BH
0B;0B,; 0B; 8BjZ81 — '
1 07 1 0
I pH _ ~ -BH _ o\ [ _p 2 _ q.
T 2 e =g 3 sl = (5) (<a55F ) - ASS)



also:

_OPF9(S)  9(S))
0B,0B; 0B, 0B,

damit lasst sich die Suszeptibilitat schreiben als
1 0(S;) 1
X = N %: 8—Bj@ = NB%: ((SiSj) — (S1){S)))

Translationsinvarianz ausnutzen: (5;5;) = (S;_;So) = (S450), Abstand d =i — j

= B ((5:55) — (5){5)))

:_m\/’z (S4Sp) — ﬁz (SaSo0) — (S0)(So))
L0 BT ((8S0) — (S (S
X=N35 ﬁz 250) — (50)(S0))
Diskussion:

e Y ist i.allg. eine endliche (und intensive) GroBe:
ein kleine Variation des auBeren Magnetfelds bewirkt eine kleine Anderung
der Magnetisierung
e im paramagnetischen Zustand ist (Sy) = (5;) =0
damit x endlich bleibt, muss (5;S)) starker als 1/d abfallen
fallt in der Tat exponentiell (S;S;) = e /¢



endliche Korrelationslange

e im ferromagnetischen Zustand ist (Sy) # 0
damit x endlich bleibt, muss (S;S0) — (So){(So) — 0 fiir d — o0
also <SdS()> — <S()> <S(]>
unendliche Korrelationslange

e Ubergangstemperatur T, Curie-Temperatur
fur T’ — T (T > Tc)i

Divergenz von £ [ Divergenz von

Erwartung:

t

1/X

TC
im D = 1-Ising-Modell ist T- = 0

explizite Berechnung von x:



1 1 ) 1
X = Nﬁ%: ((3:8)) = (Si){8)) = ;<SZ-> +25:8) (S:8))

1>]

1 N x 1
- 51258 303 ta8) = 5 (1 +2) tnl(67 >> =4 (1 R tanh(ﬁJ))

?

x=0 (1 —taih(ﬁJ) - 1)

e J =0 (idealer Paramagnet, s.0.): x = 1/kgT
divergent bei 7' = 0 wegen GZ-Entartung g = 2
2
T , 0: x = — 1) =B+2J5+0(8°J
o — 00, f—0: x B(l—ﬁj—k@(ﬁ?’) ) B+2JB°+0O(B°J7)
Curie-Gesetz: x o< 1/T fiir hohe T’

o1 — 0, f — oo: tanh(SJ) — 1, x — oo exponentiell

e Phaseniibergang nur bei T = 0

Frage: Phasenubergange bei endlichem 7' ?



4.3 Monte-Carlo-Verfahren

Situation:
A sei eine Observable
gesucht:

Zﬁlpk‘

k: Index, der einen diskreten Satz von Konfigurationen C}, indiziert, k = 1,..., M

A(k): Wert von A in k-ter Konfiguration, bekannt, fiir gegebenes k berechenbar
pi: reelle Zahlen mit p,. > 0, bekannt, fir gegebenes k berechenbar
Problem: ) sehr groB, >, nicht komplett durchfiihrbar

Interpretation der p; als nicht normierte Wahrscheinlichkeiten:

M
p]({:norm.)A(k) _ <A> _z

1

e
|

mit:



p]({:norm.) _ pk:/ Zp(k)

beachte: pénorm') — pr/ Sk, p(k) ist nicht berechenbar

Beispiel:
norm. 1 — .
pl({; ) = ¢ pH(E) (kanonisch)

mit Zustandssumme

Z = Ze_BH Zpk
und Hamllton—Funktlon: H = H(k)
z.B.: Ising-Modell H =}, J;;5;S;
Konfiguration: Cy = (51, 5, ..., SL)
k=1,...,M mit M =2~
gesucht:

.....

224:1 p/{iH(k) ZSl So SL BZZ] % S S (ZU JZJSZSJ)

(H) =

.....

M B> 1i15:5;
> i1 Dk 251,508, €Y



4.3.1 Importance sampling

sei ki, ..., ky ein Satz von Konfigurationen, die gemaB plinorm') verteilt sind, d.h.

m n(k) __(norm.)
N—o0 M k ~ D
21 1K)
wobei n(k) = Anzahl der k in {ky, ..., ky}, Haufigkeit von k in {ki, ..., kx}, also

> n(k)=N

gesucht ist: (“Scharmittel”)

M
<A> _ Zp](gnorm)A(k)
k=1

es gilt:
M

. n(k) o ZiLnRAR) L
= ALOO k=1 224:171(]“)A(k) N ]\LOO 224:1”(]‘7) N ALOO ZA(]%)

interpretiere ki — ko — ... — ky als zeitliche Abfolge von N Schritten

_ 1 &
Ay =+ ;AU@)



als “Zeitmittel” uber N Schritte

Approximation:

N
(A) V= — Z (k verteilt gemaB py)

Qualitat der Approximation?

beachte: k; ist eine ZufallsgroBe (WK: py,.)

eine Funktion F'(ky, ..., ky) einer Stichprobe ki, ko, ..., kx ist wiederum ZufallsgroBe
also: Ay =+ SV A(ky) = Ay(ky, ..., ky) ist ZufallsgroBe mit

Erwartungswert von Ay

N N
Y o (norm.)—¢ B (norm.) 1 1 (norm
(Av) —Ekjpk AN<k1,...,kN>—§kjpk N; N;;pk
also
(An) = (4)
Varianz von Ay:

—9 N

0y = (Ax) - (A



N
(@) = <$ZA<1@- b > LS

1,5=1

- = (Z<A<k¢>z4<kj>> " Z<A<kz»>2>)

7]
_ L N(N — ) + Z A?) _ 1<A> + i<A?>
N2 N
falls die k; voneinander unabhanglg sind !
also:
_ — N -1 1
o, = () — () = S (A) + (A — (4)?
und
1
O—%N == NU‘Z

04 ist fest, fir N — oo kann der Fehler in der Berechnung von (A) ~ Ay
beliebig klein gemacht werden !




Bemerkung:
nach dem ZGWS ist fur N — oo:
_ N A — (A))?
o) =g e (<)

2o’ 20% /N

07, ist:
— der statistischer Fehler der Berechnung von (A)
— die Breite der Verteilung von Ay

— die Standardabweichung vom Mittelwert von Ay

simple sampling vs. importance sampling

M
<A> _ Zp]({;norm.)A(k) _9
k=1

simple sampling

wahle Konfigurationen ki, ko, ... mit WK 1/M und approximiere

N
AN 1 norm.
(A) = (pA)y = > e Alky)
1=1



Fehler(quadrat):
1
2 1o
Ay — N4

ist z.B. (bestenfalls) o4 = 0, dann folgt UZ%A = A%o;

[l Integrationsfehler bestimmt durch o), !

Hauptproblem:

Werden Konfigurationen lediglich mit gleicher WK betrachtet, so liefern fast alle k; kaum
einen nennenswerten Beitrag, falls p; A, stark gepeakt ist (und das ist typisch)!

M
<A> _ Zp]({;norm.)A(k) _9
k=1

importance sampling

wahle Konfigurationen k1, ko, ... mit WK plinorm') und approximiere



[ Integrationsfehler nur durch o4 bestimmt (optimal)

Die k; sind gemaB p;. verteilt, so dass viele k; mit nicht nahezu nichtverschwindendem
pi. vorkommen und endliche Beitrage liefern!

Problem:

Wie generiert man eine Stichprobe k4, ..., ky
einer vorgegebenen nichtnormierten Verteilung p; ?

4.3.2 Markov-Prozesse

stochastischer Prozess:
Startpunkt: (normierte) Wahrscheinlichkeiten p,io) fur Konfigurationen k= 1,..., M

lteration (“Zeitschritte”)

p/({;O) . p](;)

gemaB
) = Z p VT,
l

mit Ubergangswahrscheinlichkeit (bedingte WK)



T = P(System z.Zt. i im Zustand k | System z.Zt. ¢ — 1 im Zustand [)

also:

wobei p(!) = ( (f),pé"), ---,pﬁf})

Markov-Prozess: jeder Schritt hdngt nur vom vorherigen ab (kein “Gedachtnis”)

offensichtlich gilt:
Ty >0

M
Z Ty = 1
=1

eine Matrix T' mit diesen Eigenschaften heit stochastische Matrix

fur eine stochastische Matrix gilt:
e p'20, Y pl=1  falls p V=0 Y p’=1
k k

o T" ist stochastisch denn > (T*) = >, TiwT = 1 etc.
° T besitzt den Eigenwert 1 denn ), Tiv; = 1 - vy, falls v, = 1 fiir alle k

Theorem von Perron und Frobenius :



sei T’ eine reelle M x M-Matrix mit 1T;; > 0, dann gilt:

es gibt einen nichtentarteten reellen Eigenwert A > 0

mit A > || fiir alle Eigenwerte \" # A
falls zusatzlich >, Ty =1, gilt A =1

fur groBe Zeiten
T° = lim T"

n—oo

Diagonalisierung:

T=S"'DS mit D = diag (1, o, ...

damit ist:
T =S"'D>*S

wegen \7° = 0 fur k =2, ..., M ist jetzt:
D> = diag (1,0, ...,0)

also:

Ty = Z Skm%oD?r?n Slﬁlsll

7>‘M)

T=S5 1DS’ 0 Spalten von S™! sind Eigenvektoren von T



1. Spalte von S™!: Eigenvektor zum Eigenwert 1, Eigenwert 1 nicht entartet, also
Sgll = const.

also:

T =1 (mit S5 6 =1)

T besteht aus identischen Zeilen ¢

dies ist ein allgemeines Resultat fiir stochastische Matrizen T' mit 1}; > 0
es gilt offensichtlich auch, falls Jiy mit T,_z? > ()

d.h. jede Konfiguration kann nach gewisser “Zeit” mit endlicher WK von jeder anderen
erreicht werden

eine solche stochastische Matrix heiBt ergodisch

Beispiel:

01 : :
T = ( 10 ) nicht ergodisch

Beispiel:



| 110
Tzi 1 01 ergodisch
011
denn: Té >0V, g
| 111
TOO:§ 111 ergodisch
111

damit konvergiert die Folge der gemischten Zustande

wegen > p,(go) = 1 ist:

()
t

\t)

unabhangig vom Anfangs- wird stets der gleiche Endzustand ¢ erreicht

es gilt:
t — p(O)TOO _ p(O)TOOT



also:

t=1tT

t ist stationarer Punkt des Markov-Prozesses

betrachte Markov-Kette

ko — k1 — ko — ...
mit T als Ubergangsmatrix und k; als Startkonfiguration
es ist:

pV =1 fallsk=kyund p\) =0  falls k £k
nach einem Schritt ist daher:

py) = > Py T = T

Y

nach zweitem Schritt ist:

2 0
pl(f ) = Zp]({;")Tk”k/Tk’k = Tk?ok‘

k/k//
nach N Schritten ist:
(N) _ pN
Pr = Tign

nach einer “Thermalisierungsphase” (strikt fir N — c0) ist:



d.h. asymptotisch wird die Konfiguration k£ mit WK (relativen Haufigkeit) ;. in der
Markov-Kette gefunden

Markov-Ketten-Monte-Carlo-Verfahren

e wahle £y beliebig

e konstruiere eine stochastische und ergodische Matrix T', so dass T;° = pl(norm'),
wobei p,inorm) die (bis auf die Norm) vorgegebene Wahrscheinlichkeitsverteilung ist

e konstruiere die Markov-Kette
ko%]ﬁ%kg—)...

e berechne
_ 1 N
() = Ay = ; A(k;)

e N muss so groB sein, dass Thermalisierung erreicht ist!

Beispiel:

T sei die zur Verteilung



norm. 1 — —
pl({: ):ie BH(k) Z:Ze BH(k)
gehorige Ubergangsmatrix, d.h.

p(norm.)T _ p(norm.)

dann gilt: (“Scharmittel = Zeitmittel”)
M

o (norm.) o .
(A4) = — Alk) = NhinooNZA
wobei
kl — k’g — ...

eine mittels T" konstruierte, ergodische Markov-Kette ist

4.3.3 Metropolis-Algorithmus

wie bestimmt man T fiir (bis auf die Norm) gegebenes p,
gesucht: T' mit

— T stochastisch (7;; > 0 und Zj\il T, =1)

— T ergodisch (Ing : T > 0)

(norm

.)?



_ p(norm.)T _ p(norm.) mit p(norm.) gegeben und Zk pl({;norm.) —1
Behauptung:

p"IT, = ™7 | detailled balance

ist eine hinreichende Bedingung!

beachte: die detailled-balance-Bedingung ist aquivalent zu:

pili; = p;T;;| detailled balance

mit p; = const. X pgnorm'>
[] die Norm muss nicht berechnet werden, um ein T' zu bestimmen!

Beweis:
(pT); = sz'Tm‘ = ijTji =Dj Z Tji = p;

also ist p der nichtentartete Eigenvektor von T' zum Eigenwert 1

d.h. p ist (nach Normierung) die WK-Verteilung, die durch eine Markov-Kette mittels
T generiert wird

eine Moglichkeit zur Festlegung von T Metropolis-Algorithmus



Wy = Ml Al 4 (1 — Z MikAik> 0ij
k

d.h.
Tigj = MyAdi;  Ty=1- Z M Ay =1 — ZTzk
ket ki
mit M;; symmetrische Vorschlags-WK : (Vorschlag fiir einen “move”)
M;; >0 Z Mij =1 Mij = Mj;
J

und A;; Akzeptanz-WK : (nicht normiert)

Aij = min(lapj/pi)

Beweis:

T stochastisch?
T;20 ) T;=1 O
J

detailled balance?

pj <pi| O i#7, Aij=pj/pi, Aji =1




Ti; _ M;;Aij _ Ajj _ pi/pi _ by

Ty MjA; Ay 1 pi
pj >pi| U i#j, Ay =1, Aji = pi/p;

Ty  MjAy Ay 1 py

T  MuA; Ay pif/p; Di
pi=p| U Ay =A5=1 Ty = My+ (1= My)oy; =Ty O
T ergodisch?

abhangig von M (O )

Beispiel:
Ising-Modell

H = —Jstsx/ —BZSx
mit z = 1,..., L, L: Anzahl Gitterplatze

Konfiguration, Mikrozustand k& = (s, ..., s1.), Anzahl Mikrozustinde: M = 2F

einzelner Spin-Flip:

(2) B §
M(Sl ----- SL) (]8T ) 0 0 )

/- / / / e /



M ist stochastisch und symmetrisch und ergodisch

Durchlauf durch gesamtes Gitter, sweep
L
M — H M@
i=1

Produkt stochastischer Matrizen [0 M stochastisch
M symmetrisch und paarweise kommutativ [1 M symmetrisch

nach 1 sweep kann jede Konfiguration von jeder erreicht werden [1 Prozess ergodisch

N

— 1

Approximation: (A) ~ Ay v Z A(k;) (k verteilt gem3B py) mit Fehler(quadrat):
i=1

e nur korrekt bei unabhangigen “Messungen”!
e lokale Updates (z.B. einzelner Spin-Flip) andern die Konfiguration nur wenig
e aufeinanderfolgende Konfigurationen in der Markov-Kette sind daher stark korreliert

e der Fehler wird unterschatzt, da zuviele Messungen an nahezu gleichen Konfigura-
tionen durchgefiihrt werden



Ausweg binning: bei N gegebenen Daten definiere

- 1 Jnp
Aj=— > Alk)
b i=(j—1)ny+1

fiir groBe n, sind die A; unabhingig, also

mit N/ny: Anzahl der bins



4.4 Mean-Field-Theorie

1.4.1 Grundkonzept

D-dimensionales hyperkubisches Gitter: jeder Platz hat ¢ = 2D n.N.

D-dimensionales Ising-Modell:

Jn.N.
H= —525@- - BZSZ»
1) 2

beachte:

1 T n.N. J1 n.N.
ij

fur D, g — oo, wahrend

1
N<—BZSZ-> —B— Z — BxO(1)
daher Skalierung;:

J:J— J* = const. fur D, g — oo
q

|dee der Molekularfeld-Theorie:




2 D=00

e D endlich: Spin am Gitterplatz ¢ “sieht” lokales Feld
n.N.
T2
’ n.N.
[I Ising-Hamiltonian ZSZ- X JZS]-
i J

e Feld fluktuiert von Spin-Konfiguration zu Spin-Konfiguration

e Limes ¢ — oc:
Unterdriickung der Fluktuationen

e Spin am Gitterplatz ¢ “sieht” globales Feld
Ba
[1 vereinfachter Hamiltonian ZSZ- X By



1.4.2 Mean-Field-Gleichung

es gilt (7 # j):

SiSj = Si{S;) + 5;(Si) — (Si){(Sj) + F
mit Fluktuationsterm

F = (S; — (S))(S; — (S)))
Molekularfeld-Naherung
exakt fur D — oo

damit ist H — HMF'

HMF_——ZQ VS + = Z BZS
Z(JZ +B)S+ Z

n.N.

--3 (B B)si+ EDSICHEY

ij
mit Austauschfeld



Translationsinvarianz:
(Si)=mj=m Vi

mit der Koordinationszahl ¢ ist:

J
HMF = —(BA+B)ZS@+§qu2

und

BA = qu

Diskussion:

o MFT: Gitter-Modell [0 atomares Modell
e mikroskopische Begriindung der WeiBschen Theorie

e Selbstkonsistenz: m O By U Hyr O Fyr O m

Auswertung der MFT:
1 0Fwr

"= TN OB




(denn Kopplungsterm: —B > . S;)

Berechnung von Zyp:
ZaE = Sp e~ PHME

— Z <Sla 527 ce ‘eﬁzi(BA+B>Si‘Sl, 527 . '>€_6qum2/2
51,59,

_ o~ BNgIm? )2 Z H oB(BA+B)S;

517527”' {

— 6—6Nqu2/2H Z oB(BA+B)S;

i S;=41

= ¢ BNaIm*/2(B(BatB) 4 o=B(BaTB))N
es folgt:
Fup = —T'In Zagr
= —NTh (€6<BA+B> . €—ﬁ<BA+B>>  NgJm?/2

1 OF B(BA+B) _ o—B(Ba+B)
N 0B B eB(Ba+B) 4 ¢—f(Ba+B)
Mean-Field-Gleichung:

m = tanh (5 (¢Jm + B))




Selbstkonsistenz-Gleichung fir m

1.4.3 Magnetischer Phasenubergang

T — 0,8 — oo :m — *1 Sattigungsmoment

T — 00,8 — 0:m — 0 paramagnetische Losung

B =0:
m = 0 ist Losung, paramagnetische Phase

m # 0: Ferromagnetismus ?

1
m — 0, tanhx = x — gas?’ + O(2°)

m = ScqJm

Te =qJ (Curie-Temperatur)

[1 typisches MF-Resultat: T o< J, g
1
m = BgJm — 5(BgJm)’

, TTe—T
m- =9/
T2 T




T —T
Tc

T — T¢ m o< kritischer Exponent: § = 1/2

[] charakteristisch fur MF!
(m=1t"t=(Tc —T)/T¢, B =~ 0.325 3D-Ising)

B > 0:
T>Te, B—0 0O m—0 U zx klein in tanh z:
m = BqgJm + B

1 1
m=pBr—p 5 = B
om ___1 Curie-WeiB-Verhalten der Suszeptibilitit
aB_T—TC urie-vvelb-vernalten der suszeptibliita

[ kritischer Exponent v =1 (x = (—¢)77, v = 1.2402 3D Ising)

1.4.4 Langreichweitige Wechselwirkung

betrachte Ising-Modell



N
H = —% > JiSiS; =By S

ij=1 i
mit symmetischer, positiv semidefiniter N x N Matrix J
Diagonalisierung;:
j=U"JU, Ul =1
J Diagonalmatrix mit Elementen J, >0, ¢ =1,..., N

beachte:

J, >0 Vqkann mit J; = Jy > 0 in H sichergestellt werden
(liefert nur additive thermodynamisch irrelevante Konstante in H)

definiere:
Se=Y_ UySi
damit ist: Z
Z Si = Z Z UZSQ = Z 045 wobei 0, = Z Ui
i i q q i
und

N
H= —%Z,Jqsg ~ B> 0,5,
q=1 q




Zustandssumme:

Z =Y exp (%5 > JS;+BBY aqsq>
q q

{Si}
es ist:
Jq>0 | Jq=0
Z=> 1] ew <§5Jqsq2 + 5Baqsq) ] exp(8Bo,S,)
{Sit 4 q

GauB-Integral:

/ dr e = NZs

o0

und fur beliebiges y:

/da: e~ @=v)? = Vs

also:

2 1 2
eV = [ dype T2
N4

Hubbard-Stratonovich-Transformation:

2 1 2
oW — dr e +2+/azy
=/




beachte:
statt quadratischer (links) nur lineare y-Abhangigkeit (rechts) im Exponenten

|dee: Sq2 — Sy, Ausfiithren der S;-Summen maglich
zu zahlender “Preis”: fda:

Anwendung:
Jq>0 1 Jy=0
7 = {zg:} 1;[ ﬁ/d% exp (3:(21 +24/BJ,/2 x,5, + BBaqu) 1;[ exp (BBo,S)

e Spin-Summen konnen jetzt ausgefiihrt werden
e aber evtl. hochdimensionales Integral

e Modell “separabel” bei endlich vielen Eigenwerten mit J, > 0

Beispiel: Ising-Modell mit J;; = J/N fiir alle 4, j
Langreichweitige Wechselwirkung, dimensionsloses Modell
Eigenwerte der J-Matrix:

J,=Jfirg=1

J,=0firg=2,...,N



Eigenvektor zu .J, = J (Komponenten i =1, ..., N):
U= 1YN (0 0,y = V)

es Ist:

Z\/,/dxexp —? 4+ 28J x54= 1+BB\/75q 1) HGXP (BBo,S,)

{S;} q=>2

_Z\/_/d:cexp —x? + 2BJ x5,= 1) exp (BBZUQ )

{5i}

—Z\/,/d:cexp<—:c—l— QBJ:UZ S—I—BBZS

{5}
Skalierung x — /BN x:

7 = ZW/dxexp(Nﬁx+(5\/_x+ﬁB SZ>
)

{5i}

\/6N/dxexp Nﬁx Zl_[eXp(B\/_J:U—I-BBSZ

{Si}

Ausfiihren der Spin-Summen:



— @/dm exp (—NﬁxQ) 1:[2008}1 <6\/ﬁ T + 5B)
\/m/dm exp ﬁx — In2cosh(BvV2J = + 53))}

Auswertung des Integrals fr N — 00 mit Sattelpunktsmethode:

/ dz exp(Ng(@)) ~ exp (Ng(zo)  mit ¢'(0) = 0

also:

_ 4 (ﬁmz — In2cosh(BvV2J = + 53))
T

T=1(

20x¢ = tanh(ﬁ\/g ro + 6B) BV2J

Lo
2\/—2_J — tanh(BV2J xy + BB)

mit zg = \/J/2 m ist
m = tanh(GJm + 6B)

Diskussion:

e Selbstkonsistenzgleichung der Molekularfeldtheorie

e Sattelpunktsmethode exakt falls g(x) fiir N — oo unabhangig von N



e Phasentibergang bei T = J

e Ferromagnetismus in jeder Dimension, falls Wechselwirkung hinreichend langreich-
weitig



