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Ubungen zur Quantenmechanik Ill: Vielteilchenphysik

Aufgabe 7 — Kronecker-Delta

Betrachten Sie ein endliches Gitter, dass in einem Spat eingeschlossen ist, der von
den Vektoren Lja;, Loas und Lsas aufgespannt wird. Die a; (s = 1,2,3) sind
dabei die Basisvektoren einer Einheitszelle des Gitters und L; sind (grosse) natiirli-
che Zahlen. L = LiLyL3 ist dann die Anzahl der Einheitszellen des Gitters. Das
Systemvolumen ist V = LVgz = La; - a3 X as.

a) Betrachten Sie ebene Wellen ¢x(r) = exp(ikr). Welche erlaubten k-Werte
ergeben sich bei periodischen Randbedingungen der Form:

Ui(r) = Yi(r + Lya,)  s=1,2,37

Schreiben Sie k als Linearkombination von Basisvektoren des reziproken Gitters b,,
r =1, 2,3. Welche Koeffizienten sind erlaubt?

b) Nutzen Sie dieses Ergebnis, um fiir ein k aus der durch by, by und bs aufge-
spannten Einheitszelle des reziproken Gitters den Ausdruck
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zu berechnen! R; = ) nja, mit ganzen Zahlen ny = 0, ..., Ly — 1 sind hier die
Vektoren des direkten Gitters.

c) Beweisen Sie fiir zwei (erlaubte) Wellenvektoren k, k’ aus der Einheitszelle des
reziproken Gitters, dass
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d) Beweisen Sie fiir zwei direkte Gittervektoren R;, R;, dass
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Aufgabe 8 — Coulomb-Wechselwirkung im reziproken Raum
Gegeben ist der folgende Hamilton-Operator in zweiter Quantisierung:
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mit
tij = (to|H1ljo) Uijin = (io, jo'|Halko,lo")

wobei 7 die Platze eines Gitters bezeichnet.

Fiihren Sie die Fourier-Transformation in den reziproken Raum durch, und geben
Sie den Hamilton-Operator in zweiter Quantisierung beziiglich der ONB {|ko)} an!
Welche Vereinfachungen ergeben sich durch die Translationsinvarianz?

Aufgabe 9 — Feldoperatoren

Gegeben ist ein Coulomb-wechselwirkendes System von spinlosen Teilchen im duBe-
ren Potenzial V' (r). Begriinden Sie die folgende Darstellung des Hamilton-Operators:
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indem Sie von der allgemeinen Darstellung von Operatoren in zweiter Quantisierung
ausgehen und auf die Ortsdarstellung spezialisieren!

Aufgabe 10 — Trotter-Zerlegung
Zeigen Sie die Giiltigkeit der Trotter-Zerlegung

exp((A + B)/m) = exp(A/m) exp(B/m) + O(1/m?)

fir beliebige lineare Operatoren A und B! (Anleitung: Betrachten Sie die Taylor-
Entwicklung der Funktion F(z) = e*4e~2(4+B)rB1)

Aufgabe 11 — () konkav
Essei H = Hy+ AA mit Hy und A hermitesch aber sonst beliebig. Es gilt mit
B=1/T, A1) =e""Ae ™" H =H — uN,Q2 = —TIn Sp e #";
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eigen Sie damit, dass IV 0

Anleitung: 1) Definieren Sie (A4, B) = 8~ [ dr(B(0)A(7))! 2) Zeigen Sie: (-, )
ist ein Skalarprodukt! 3) Werten Sie die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir A = 1
aus!



