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Aufgabe 1) Integrale (2 Punkte)

a) Zeigen Sie
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b/c) Berechnen Sie
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d) Sei A eine reelle symmetrische N x N Matrix, n ein N-dimensionaler Vektor. Zeigen Sie
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Aufgabe 2) Gaufisches Wellenpaket (3 Punkte)
Im potentialfreien Raum (V(m) = O) habe ein eindimensionales Wellenpaket zum Zeitpunkt
t = 0 die Form
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wobei xg, pp und a > 0 vorgegebene Konstanten sind.

a) Betimmen Sie die Konstante C' so, dass die Wellenfunktion ¢ (z,0) auf 1 normiert ist.
b) Berechnen Sie ¢ (x,t) fir ¢ >0.

c) Bestimmen Sie (z) und Ortsunschirfe Az als Funktion der Zeit ¢. Skizzieren Sie die
Dichteverteilungen zur Zeit t = 0 und fiir einen Zeitpunkt ¢ > 0.

d) Bestimmen Sie den Erwartungswert des Impulses des Wellenpakets, sowie die Impul-
sunschérfe.

e) Diskutieren Sie den Erwartungswert der Geschwindigkeit im Vergleich mit den Phasenge-
schwindigkeiten im Gaufschen Wellenpaket.
Aufgabe 3) Vollstindige Orthonormalsysteme (2 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass die trigonometrischen Funktionensysteme
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bn(2) = e (m%) C on=0,4+1,42, ..
auf dem endlichen Intervall [0, a| ein vollstdndiges Orthonormalsystem im Raum der qua-
dratintegrablen Funktionen Ls(0, a) bilden. (Hinweis: Um die Vollstandigkeit zu beweisen,
zeigen Sie, dass folgende Relation gilt: Y ¢} (x)¢p(z'), = é(xz — 2))
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b) Um zu zeigen dass auch das Funktionensystem
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ein vollstindiges Orthonormalsystem auf Ly(0,a) ist, zeigen sie dass der Vektor x =
(x0, X7, X7, ..), durch eine unitiire Transformation U aus ¢ = (¢g, ¢1,d_1,...), erhalten
werden kann, das heisst dass y = U¢ gilt mit Ut = UL,

Aufgabe 4) Operatorfunktionen (3 Punkte)
Eine Operatorfunktion f(A) ist durch die Reihe
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definiert. Die Koeffizienten f((0) sind dieselben, die man bei der Entwicklung einer korre-
spondierenden Funktion f(z) erhielte, die von einer Variable z abhéngt.
a) Zeigen Sie, dass [A, f(A)] = 0 fiir jede Operatorfunktion f(A) gilt.

b) Beweisen Sie fiir zwei nicht vertauschbare Operatoren A und B:
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Tipp: Entwickeln Sie f()\) = e’ Be™4 in eine Taylorreihe um die Stelle A = 0:
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Betrachten Sie dieses Ergebnis dann fiir A = 1.
c) Zeigen Sie die Baker-Hausdorff-Formel fiir lineare Operatoren A und B mit [A, [A, B]] =

[B,[A, B]] =0:
cAeB — eA—i—Be%[A,B]
Hinweis: Zeigen Sie, dass fiir f(t) = efeB! (¢ reell) die Differentialgleichung
d
d—ft = (A+ B +t[A, B]) f(t)

gilt und l6sen Sie diese.





