1.4 — Dirac-Gl.

Kapitel 1.4: Dirac-Gleichung

Problem: Die Schrodinger-Gleichung beruht auf dem nichtrelativistischen Ansatz

(E_ pz o2 “QM ﬁ pz o2 j

2m 472'807" Operatoren 2m 47[50|77|

insbesondere: linear in der Zeit aber quadratisch in den Ortskoordinaten:

ihg‘P =...V? ..
ot

Die Schrodinger-Gleichung ist daher nicht relativistisch invariant. Dieses Problem wurde
schon frih in der Entwicklung der QM erkannt (1925 ...28).

Vorbemerkung:

Interessant ist, dass die relativistische Behandlung nicht nur Korrekturen durch die
,Bewegung’ in der GréRenordnung dE/E ~ 10~ ergibt (entsprechend v, /c), sondern
konzeptionell eine ganz andere Beschreibung erfordert (vierer-Vektoren, die als Teilchen-

Antiteilchen Zustande mit Spin interpretiert werden kénnen)!
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1. Ansatz fir eine Losung des Problems:

Die relativistische Energie-Impuls-Beziehung als Ausgangspunkt wahlen:

c? ot? h?

2 2.2
£la_§2+m0 < )\P:O

Dies ist die sogenannte , Klein-Gordon-Gleichung” (1926/27

entwickelt)
Die Klein-Gordon-Gleichung beschreibt Teilchen mit Spin null!

Sie kann daher das H-Atom und dessen Spektrum nicht korrekt beschreiben!

(siehe z.B. 1.0.Bjorken/S.Drell: Relativistische Quantenmechanik, BI-
Hochschultaschenbiicher, Band 98, 1966/1984)
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1.4 — Dirac-Gl.
2. Ansatz:

Ist ein linearer Zusammenhang in E und p moglich, der dennoch die relativistische Energie-
Impuls-Beziehung erfullt?

Ansatzz B =oyp +a,p, ta;p, + Jmyc?

> ihg\Pz—ich 051£+052£+053i Y+ fm,c*V
ot 0x oy Oz

Wenn zusétzlich  E* = p2c?+ m, 2.4 erfillt sein soll,

dann ergeben sich daraus Bedingungen fir die Koeffizienten:

_ _ 2 _
oo, +a,a; =20, , o;p+pPa, =0 [ =1
Diese Bedingungen sind mit komplexen Zahlen nicht zu erfillen.

Idee Dirac 1928: a, B mussen Matrizen sein!

Es folgt mathematisch, dass die kleinste mogliche Dimension fiir die Matrizen
4 x 4 Matrizen sind. 1-45



1.4 — Dirac-Gl.

Aus einigen weiteren mathematischen und physikalischen Nebenbedingungen folgt dann
die Struktur der Dirac-Gleichung (siehe z.B. Bjorken/Drell):

(Dl(?,t) i 0 O-p 1 0 0 | (Dl(F,t)

ihg Pacn | 2 c- +m,c? 01 P20
ot| Xiw.n L 0 0 _01 _01 Y ATGES)
X27.0) | \O9'P 1\ X2

wobei

- .I{0 1YO0 (0 —-i\O (1 0)O
"P—"h{(l o)a+(i o)?(o —l)é}

o o, O,

0 p koppelt Gber die Nebendiagonalelemente der Matrix die
oberen beiden Vektor-Eintrage mit den unteren beiden.

Anmerkung: Dies ist zunachst die Dirac-Gleichung fiir ein freies (fermionisches) Teilchen,
flr gebundene Systeme und externe Felder kommen dann natirlich zusatzliche

Wechselwirkungsterme hinzu! 1-46
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Interpretation der Dirac-Gleichung

Teilchen mit halbzahligem Spin werden relativistisch korrekt tber eine vier-
komponentige Wellenfunktion (Spinor) beschrieben.

Fiir eine erste Interpretation: Spezialfalle betrachten!
a) Losungen fiir p—=20 (z.B. 'stehende Wellen') Teilchen in (unendlichem) Kasten

Separation der Komponenten moglich:

() d
ihg V=mye?y !
ot\ D, D,

Energie-Eigenwert Gleichung mit Eigenwerten
E,=+myc> und E, =-m,c* (171?)

Zustdnde negativer Energie kdnnen als Antiteilchen interpretiert werden ! 1-47



. _ 1.4 — Dirac-Gl.
Losungen sind ebene Wellen:

.E
= Ampl.;, -e ”
A2

Losungen zu negativer Energie entsprechen Antiteilchen,
die rickwarts in der Zeit propagieren!

Die relativistische Behandlung von Teilchen uUber die Dirac-Gleichung

"motiviert" die "Existenz" von Antiteilchen !
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Zudem laRt sich festhalten:

)
Die jeweils zweikomponentigen Anteile ((Dl) (ﬁ?) beschreiben
2 2

Teilchen mit 2-Spin-Einstellungen, d.h. Spin %-Teilchen !!

Die Forderung nach einer korrekten relativistischen Beschreibung fuhrt
mathematisch zwingend auf eine Gleichung die inharent liber die Pauli-
Matrizen (G - p —Terme) genau Spin %-Teilchen "fordert"!

etwas provokant:

"Spin folgt aus der Dirac-Gleichung" !
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Weitere Betrachtung von Spezialfallen fir Interpretation:

2
b) nichtrelativistischer Grenzfall: zp— << m,c?
m

Wir werden unten sehen, dass sich in diesem Fall als Losung ergibt:

X _ | . (q)lj
= O'-
(ZZ) 2m0C‘ p CDz
= Fir nichtrelativistisches Teilchen sind die beiden unteren

Spinor-Komponenten um den Faktor b gegenuber
den oberen Komponenten unterdriickt!  2m,¢

- Nomenklatur:

Spinup | @,
Spin down| @, D 'grolle’ Komponenten

Spinup | x,
Spin down\ y,

<——  'kleine' Komponenten

(Bem.: fur Antiteilchen anders herum!)
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1.4 — Dirac-Gl.

Losungsskizze fur den nichtrelativistischen Grenzfall:

'Idee': Abseparation der Ruheenergie als 'schnelle’ Oszillation:

(_f) _' 1/7~t
Ansatz: _|=e L@l _,(r’) ha)o = m002
X MG
_o(D i) (u —i@,t
== ih—| _|=|my? _ |+ih] . || e 7
ot\ y \Y% \%
Einsetzen in Dirac-Gleichung:
ﬁ ﬁ —int {; 7] —iwpt
2 : of _ = = 2 0
myc?| _ |+ib| . || e = c(G-p)| _ |[+myec?| _||e
\Y v U —

(verklirzte Schreibweise der 4x4 Matrizen!)
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=> lhlji =C ((_f . ﬁ) \ 1.4 — Dirac-Gl.

ihv=c(o-p)u—2my,c*v
u und v sollen nur schwach zeitabhangig sein
i =v=0 istzustark, weildann f=v=0 ,daher: v=0

zeitliche Anderung der "kleinen" Komponente vernachlissigen!

1

2.Gl. V= (6-p)i |
2mOC RGN pz px_lpy
. 1 , wobei 0 - p = ,
1. GL. ihii=—(6-p) i p.+tip, —p,
2m,

L ooy =\ | PATDED? 0 (Lo
B R N S

Somit erhalten wir fur u :

"2
inii =i ﬁ:(%j
2m,
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Im nichtrelativistischen Grenzfall erhalt man durch den Ansatz fir ein
freies Teilchen (1),

o, L)
D, e_w)ot Yo mit ho, = myc?
V4 Vi
Xa Vo
. ]_52
die Gleichung: ihi = u
2m,

Dies ist die Schrodinger-Gleichung fiur die "groen" Komponenten, d.h. eine
Schrodinger-Gleichung fur Spin % -Teilchen mit einem 2-komponentigen Spinor.

Aber wichtig: auch die "kleinen" Komponenten mischen bei, d.h. verschwinden

nicht, sind jedoch um den Faktor untersetzt.

P
2mgc

(im Wasserstoff-Atom: % ~ %37 ) 153
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Berechnung des Wasserstoff-Atoms mit Hilfe der Dirac-Gleichung

siehe z.B. - Friedrich: Theoretische Atomphysik oder
- Bjorken/Drell:Relativistische QM

Zeitseparation, um die stationare Dirac-Gleichung zu erhalten.
(Ist analog zur Schrodinger-Gleichung auch hier der erste Schritt.)

) . E,
Ansatz (qj(f,t)) _ (qj(f)j,e h
A0 A7)

- Vereinfachte gekoppelte Gleichungen:

N 1 .
(0'p)q)(f):_(E_mocz)Z(f) . 1 O

¢ hier;: E=

I B 0 1
(5'13)7?(7) :—(E—i—mocz)(l)(f)

C
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EinfUhrung des Coulomb-Potentials: V(r) = _%l
TE, T

Dies ist eigentlich nicht trivial und streng genommen nicht korrekt, da im relati-
vistischen Zweikorper-Problem Schwerpunkt- und Relativ-Bewegung nicht so
einfach separierbar sind. Dennoch ist dies zunachst gerechtfertigt, da der Kern etwa

1836-fach schwerer ist.

oo\ = 1 ~
(0'19)(1)(7) _(E_V(r) _mOCZ)Z(f)

C

N o 1
(G'P)Z(?) = ;(E_I/(r) "‘mocz)q)(f)

—

Diese gekoppelten Differentialgleichungen fiir die stationare Dirac-Gleichung
eines Elektrons in einem Coulomb-Zentralpotential sind analytisch |6sbar.

Analoger Losungsweg (Separationsansatz fir Winkel- und Radial-Anteile) wie bei
der Behandlung der Schrodinger-Gleichung, nur ,aufwandiger?.
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Ergebnis der Berechnung fir die Energie-Eigenwerte:

1.4 — Dirac-Gl.

m,c

n—5j

En’j\/1+( - ]2 5,=j+ V- li+ 1) -

Entwickeln der Wurzel fihrt auf:

2 4
1
E,  =myc’ 1-< _053 3 +...
’ 2n* 2n j+% 4n
Schrodinger vollstandig relativistische
(=Bohr) Korrekturen, incl. Spin!

az

Voll relativistisch ergibt sich fiir ein Elektron im 1/r-Potential eine Entartung
nach der j-Quantenzahl (d.h. z.B. 2S, , und 2P,,, haben die gleiche Energie,

im Gegensatz zu 2P/, und 2P;, ).
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Zusammenfassung:
Die stationare Dirac-Gleichung fur ein Elektron in einem Coulomb-Potential
1 . C \ : .
(V(O) = - 4; -7j ergibt die 'korrekten' Energiezustande des Wasserstoffatoms,
. _
inkl. €

e Einfluss des Spins,
e Spin-Bahn-Kopplung,
e rel. Massenzunahme und

1/r Potential

e Beimischung der 'kleinen Komponenten'.

Nicht bericksichtigt sind bisher allerdings

e Einflisse des Kerns (Ladungsverteilung, Spin) Kernspin-Bahn-Kopplung,

e Einflisse des Vakuums, d.h. Kopplung an elektromagnetische Felder!!
—>Quanten-Elektrodynamische Korrekturen!
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g-Faktor des Elektrons 1.4 - Dirac-GL.

WW eines 'freien' Elektrons mit einem externen(!) Magnetfeld B=VxA4:

Diese WW wird beschrieben durch die Kopplung:
p— p—ed

(sogenannte 'minimale Kopplung', folgt aus der Eichinvarianz und dem relativistischen
Ansatz)

Dirac-Gleichung fur Elektron in magn. Feld:
ihg (_I;) =[c-5‘(13—e-2)+m 02,[)’]- (1)
ot\ A 0 A

nach einiger Rechnung folgt fiir die 'groRe' Komponente:

2
ihgc_li: i@?wﬂj +ﬁ5" 0)) Pauli-Gleichung
Ot 2m\ i 2m
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ergibt: ﬁ - O =
2m 2m  h
Vergleich mit der Definition von p:
o s _eh
H=8" Hp ” Hp = 2—mz

ergibt schlieldlich:

Aus der Dirac-Gleichung folgt, dass ein freies Elektron-Spin % hat und

. S :
ein magnetisches Moment 1 =2-u, 5 d.h. das magnetische Moment

ist doppelt so grol} wie das 'klassische' magnetische Moment eines Drehimpulses

o =
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Anmerkung zum g-Faktor und die Dirac-Gleichung:

Wenn die Dirac-Gleichung alle geladenen strukturlosen Teilchen mit Spin
beschreibt (alle Fermionen), so missen diese alle den g-Faktor g=2 haben !?

Vgl. Proton (aus Messung (1933)): g, =5.5858

Neutron (aus Messung 1948): gy =—3.8261

Hinweis auf Struktur von Proton und Neutron!
Erst spater im Quark-Modell erklarbar!

(Bis heute sind g-Faktoren fiir Proton/Neutron nicht berechenbar!)
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Weitere Anmerkung zur Dirac-Gleichung:

Wiederum wurde nicht das elektromagnetische Vakuumfeld berucksichtigt, das
auf ein freies Teilchen im freien Raum wirkt. Dies verursacht sogenannte
Strahlungskorrekturen, die zur Folge haben, dass:

g#2.0...
(g-2)-Experimente: gT_z =1,1596521884...-10™

Extrem genauer Test der QED fir freie Teilchen bei niedrigen Energien!

Derzeitige Werte:

OElektron, theoretisch — 21002 319304 8(8} )
JElektron, gemessen = 2,002 319304 361 53(53)
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Nochmals Erinnerung an Interpretation der Dirac-Gleichung:

Ein relativistisches -d.h. streng genommen jedes — fermionisches Teilchen wird
durch einen 4-Vektor beschrieben.

®y;, | Spinup ) eines 'Teilchens' zu positiver Energie

D, |Spin down

AT Spin up
Xy JSpin down

) eines 'Antiteilchens' zu neg. Energie

e historische Interpretation:

Losungen zu negativer Energie sind alle stets aufgefiillt 2 'Dirac See'.

e "moderne" Interpretation:

Losungen zu negativer Energie beschreiben Antiteilchen (die, rickwarts in der Zeit
propagierend dann, als Losungen positiver Energie, aquivalent zu Teilchen sind).
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Es bleibt dann jedoch die Frage:

Wieso sind selbst fir niedrige kinetische Energien alle 4 Eintrage zu bertcksichtigen
(obwohl die "kleinen" unteren Komponenten um Pl unterdriickt sind)?
2mc
Eine Separation ist exakt nicht immer moglich!
Antwort:

Hier kommt die Dirac-Gleichung als Einteilchen-Gleichung an ihre Grenzen!

Ein gleichzeitig vorhandener 'Antiteilchen-Beitrag' wirde bereits ein 2-
Teilchen-System darstellen!

In gleicher GroRenordnung wie die Korrekturen durch nicht exakte
Separation der Dirac-Gleichung (Naherungen in Separationslosung fir H-

Atom) liegen auch die weiteren quantenelektrodynamischen Korrekturen
(Lamb-shift!)!

Nur eine echte Vielteilchen-Feldtheorie (Vielteilchen-QED) ergibt eine vollstandig
konsistente Darstellung!

(siehe z.B. auch g-Faktor! — gp;.. =2.0 8 oED =2,002319...)

Vielteilchen
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