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5.2

Ortsraum & Impulsraum

Ortsraum H: Raum aller differenzierbaren Funktionen y(r):IR® — € mit [d?’r W()? < =
Es ist manchmal nutzlich, noch allgemeinere Funktionen zuzulassen
Der Ortsraum als Vektorraum:  (¢p+y)(r) = ¢(r)+y(r)  Funktionen werden punktweise addiert

(Ap)(r) = A o(r)

Erinnerung:
Ein Vektoraum V ist ein Menge in der eine Addtion und eine skalare Multiplikation definiert sind.

Firg,yeV,he C: ¢+vy, M € V  mit Rechenregeln so wie fiir reelle Zahlen

H,, ist ein Vektorraum mit Skalarprodukt: |y = f a3 p*(r) ¢(r)

und somit ein Hilbert-Raum

Erinnerung:
Ein Skalarprodukt ist eine Abbildung (|): ¥ xV — € mitden Eigenschaften:

o, BEV,AEC = (pla+iB)=(dlo)+r(9IB), (o|B) = (B |o)*
az0 = (a]a) >0
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5.3

Exkurs: Allgemeine Hilbert-Raume
Wellenfunktionen enthalten die volle Information Uber ein physikalisches System. Man bezeichnet
normierte Elemente y(r) € Hy, (ylyp) =1 auch als “quantenmechanische Zustéande”

bzw. kurz als “Zustande”.

Komplexwertige skalare Wellenfunktionen sind nicht immer ausreichend, um die Zustande
eines physikalischen Systems zu charakterisieren. Der quantenmechanische Zustandsraum
besitzt aber im Allgemeinen die Struktur eines Hilbertraums. Deshalb ist es sinnvoll, allgemeine

Hilbertraume H zu betrachten.

Ein Hilbertraum H ist ein Vektorraum mit Skalarprodukt: (|): HxH — C

a,PEHLEC = (pla+ip)=(plo) +A(®IB), (alB)= (P |o)*
a#¥0 = (a]a) >0

Zwei Zustande ¢, € H heilRen orthogonal, falls {(y|$) = 0
David Hilbert

(1862 — 1943)
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Fourier-Transformation, Ubergang zur Variable p = 7k: y(r) < {(p) = 732 FT[y](p/h) ®

T - 1 P
W) = e f Ppip) e'n " <> G(p) = 22 f dr y(rye ™" = w2FTy](p/h)

Impulsraum H,:  Raum aller Impulsraumwellenfunktionen {(p): R® — C

H, ist ebenfalls ein Hilbert-Raum

mit Scalarprodukt:  (G(p) | $(p)) = /d?’p V*(P) B(p)

Die Fourier-Transformation ist ein Hilbertraum-lsomorphismus zwischen den Raumen HR und H,,
i.e., eine bijektive lineare Abbildung, die das Skalarprodukt erhalt

Parseval-Gleichung = (y(r) | o(r)) = (¥(p) | $(p)) P

QM-Zusténde % FT
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5.5

Operatoren im Orts und Impulsraum:

Neben der Addition bzw. skalaren Multiplikation von Wellenfunktionen sind zur Beschreibung
physikalischer Vorgange weiterer Operationen im Ortsraum bzw. Impulsraum notig, z. B. die
Differentiation

V: Hy — Hg, o(r) — Vo)
oder die Multiplikation mit einer Funktion f(r)

M;: Hy = Hy, o(r) — f(r) ¢(r)

Erwartungswerte physikalischer Grofden “q” haben in HRdie allgemeine Form

@)y = f & p* () Qu(r) = (W[ Qy) mit Q: Hg = Hg, o(r) — Qo(r)

Die fur die Quantentheorie relevanten Operationen Q haben die Eigenschaft der Linearitat:

Fir ¢,y € Hy , L E C : Qp+y] = Q] +Q [y]
Q] = AQ[4]

Dies fuhrt zum Begriff des Operators . . .
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5.6

Operatoren:

Eine lineare Abbildung A: H— H, ¢ = A ¢ heildst Operator
Linearitat: A A ¢p+y) = MAp+ Ay Vo,pyeH, LeC

Skalare Multiplikation: (AA)Yd = NA G
Addition von Operatoren: (A+B)¢p = Ao + B¢ > VoeH, LEC
Produkte von Operatoren: (A*B)¢ = A (B ¢)

Funktionen von Operatoren: A: H — H, F:C — C analytische Funktion, F(q) =

F(A: H—H, F(A) = § F AP
n=0
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Kommutator von zwei Operatoren: [A,B]¢ = A(B¢) — B (A ¢)

Mit Operatoren kann man wie mit komplexen Zahlen rechnen, mit einer Ausnahme:
Operatoren kommutieren i. A. nicht: [A, B] # 0, diese Eigenschaft unterscheidet sie von

gewohnlichen komplexen Zahlen und spielt eine zentrale Rolle in der Quantentheorie.

BSP: R:H, = H, ¢() — Ro(r) = ro(r) R = Ortsoperator

P: Hy — Hy, o(r) — Po(r) = -inve(r) P = Impulsoperator

Kommutator: [pru] = ih 6VM

(R, P o)) = (RPN — (P (RO)N(r) = -ifrr, 0, (r) + ind, (r,(r)))
= i, d o) + ihd,, o) + in %q)(r) = ih 8y, o(r)
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Adjungierte und selbstadjungierte Operatoren
Zwei Operatoren A, B heilen adjungiert, falls gilt: ¥V ¢, w € H : (y|A9) = (By|o)

In diesem Fall nennt man B den zu A adjungierten Operator und bezeichnet ihn mit A™.
Fur das Beispiel Ortsraum Hy: f d3ry*(r) Ad(r) = [d?’r [ A*yp(r) T* o(r)
Beispiel: A=V = A*= -V (folgt mit partieller Integration)

Rechenregeln: (A +AB)" = A"+ A*B* (AB)* = B*A* (AN = A

(WA +2AB)D) = (WIAQ) + A(y[Bo) = (A™plo) + MB™W[p) = (A™W|9) + (WB™l9) = (A" + A B*)yl¢)
(W AB¢) = (A"y|B¢)= (B'A™y[ )
(ATl 9) = (W ATG) = (A"0lw)* = (olAp)" = (Ayl¢)

Operatoren mit A = A" heil3en selbstadjungiert (oder hermitesch).

Charles Hermite
(1822 — 1901)
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BSP: Ro(r) = r(r), Po(r) = -inVo(r) sind selbstadjungierte Operatoren auf Hy

(W[Pg) = f dor g*(r) (-inV) ¢(r) = f d%r -(-inV y*(r)) ¢(r) = j d%r (Y Y(r)* ¢(r) = (Pylo)

o partielle Integration

(YIR$) = f dcry*(r)ro(r) = (Rylo)

0

@ BSP: seienA B selbstadjungiert: A = A*, B = B*

Folgende Operatoren sind selbstadjungiert: i[A, B], AB+ BA, ABA , ABC + CBA

0o

F(A) = > F A" mitreellen Koeffizienten F, = F(A) selbstadjungiert
n=0
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Dirac-Notation: “Bra” & “Ket” (Paul Dirac 1928)

BSP Ortsraum: ¢(x), y(x) Wellenfunktionen aus Hy, Q ein Operator auf Hy

¢(r) P(r) f d3r y*(r) o(r) f dr y*(r) Q ¢(r)
l l l l Paul Adrien Maurice Dirac
(1902-1984)
Nobelpreis 1933
o) EH (Wl en (o) (WwlQl9)
“Ket” “Bra” “Bracket”

- Elemente eines Hilbertraums H werden als “Ket’-Vektoren |¢) bezeichnet.
» Das Objekt (\p| kann man als lineare Abbildung betrachten, die aus einem “Ket’-Vektor |¢)

die komplexe Zahl {(\p|¢) macht: (p|: H—=C, v |¢)EH: |¢) — {(Y|¢). Man bezeichnet
(| als “Bra”-Vektor. “Bra”-Vektoren sind lineare Funktionale auf H .

Merke:

« Aus “Bra” (| und “Ket’ |¢p) wird Bracket (P|¢)
- zu jedem Ket-Vektor ) gibt es genau einen Bra-Vektor (| und umgekehrt (falls H separabel)
« Der Vektroraum der Bra-Vektoren (lineare Funktionale) wird als dualer Raum H’ bezeichnet.
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Projektoren:
), 19) €EH  Betrachte P, H—H, ¢ — P [0) = [p){ylo)

Das legt folgende Identifizierung nahe: P, = [y)(y]

P, W) = )
U P, = )W) wl =P, P,

Wlg) =0 = P [¢) = ) (ylp) =0

Py, = P, o (PylonlB) = (W) (wloplB) = (wlo*™(wIB) = (alw){wIp) = (alP,,IB)

verallgemeinerte Projektoren: A = |o)(| mit Alyp) = |o){Bly)

A= BMal (ARG = (o) BDIG) = (o) (BI)Ie) = (Blw)* (o))
® = (B (o) = WIB)(alo) = (WIA*|)

ATA = |B){alo) (Bl = IB){BI
AAT = Ja)(BIB)(al = fa)(al
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Eigenwerte und Eigenzustande

Eigenwerte und Eigenzustande eines Operators: A: H— H
Ein Zustand |¢p) € H heiRt Eigenzustand des Operators A zum Eigenwert a, falls : A |¢p) = a |¢)

Im Allgemeinen sind Eigenwerte komplex.

a. Eigenwerte eines selbstadjungierten Operators sind reell:

BEH: AAH—-H, A=A*"Alp) = alp) = a reell

Beweis: a (¢lo) = (0lAlp) = (Adlp) = (aolp) = a* (¢lp) = a=a"

b. Eigenzustande eines selbstadjungierten Operators zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal:
BEH:  A=A", Alp) = a,10), Aly) = a,ly), a,#a, = (Yl¢) =0

Beweis: (a,—a,) (Wo) = (Wlayd) — (a,wld) = (WIAl9) — (Apld)

a.

= (YIAIG) — (WIAIlp) =0 = (yl¢) =0
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Orthonormale Basen:

B ={neH: neN} N = Indexmenge: endlich, abzahlbar unendlich, Index-Kontinuum

heillt Orthonormal-Basis (ONB) von H falls a. (njm) = §

nm

b. ViyyeHIy, €C: ) = 3 v,
neN

Es giltdann: v,

(mly) bzw. ) =2 lw) In) = 3 |n}nly) = ( > |n><n|) [p)

neN neN neN
= 1 = 2 [n)nl Vollstandigkeitskriterium
neN

Basis-Darstellung eines Operators A: A, = (M| A|n) heiRen Matrixelemente

W = Alp) < Yy = 2 An, ¢,  Matrizen-Multiplikation

L\_\\\ neN
BEW: 1
\;

) = > (mpy) |m)

me N me N meN

[
™M
3

>
£
3
[
™M
~ -~

S (mAh) <n|¢>) Im)

neN
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Erwartungswert und Varianz: Essei A: H— H ein Operator und [y) € H mit (y[y) = 1:

(A)lp = (Y|Ajy) heildt Erwartungswert von A im Zustand |y)

Fir selbstadjungierte Operatoren A = A" heil3t
AA = «/( (A _<A>w)2 >w Standardabweichung (Unscharfe) von A im Zustand |y)

BEH: A selbstadjungiet = a. (y|Alyp) reell

b.  (AAR = (A%, —(A),2 =0

BEW: a. (WlAly) = (Aply) = WIAY)* = (WAly) reell

b. (A,A)? = (Yl (A=(A),)? ) = ((A—(A),) Wl (A=(A),)p) =0
(AA2 = (Wl (A=A )2 W) = (W] A2 + (A) 2 = 2(A) Aly)
= (Y| Alp) + (A) 2 wlw) — 2(A),, (WIA [b)

= <A2>1p - <A>1p2
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Zusammenhang zwischen Erwartungswert, Varianz und Eigenwerten:

{In):n€ N} Basis aus Eigenzustdnden von A, i.e., A|n) = a_|n)

W) = 2 In)(nly) mit (ply) =1

neN
w_ = [(y[n)|*> = statistisches Gewicht von |n) im Zustand |y)

Bemerkung: ist A ein “physikalisch relevanter” Operator so bezeichnet man den indexne N
seiner Eigenbasis (Basis aus Eigenzustanden) als Quantenzanhl

BEH:

(5.1) 1 = > w, Pythagoras
neN

(5.2) (A), = S a,w, (A), = Mittelwert der Eigenwerte
neN bezuglich der normierten Verteilung w_

(53) (AAR = 3 (a(A))? w,
neN
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BEW: (51) 2wy = 2 JwimP = 3 win)(nly) = (wly) = 1
neN neN neN

(5.2) (WIA) = > (WlAINYnly) = 3 a,pin){nly) = X a,w,
ne N ne N ne N

(5.3)  Verwende (5.2) mit B = (A—(A),)*
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Beispiel Potentialkasten:

. _ h2
Hamilton-Operator H = _ZTnA + Epot
-— | —>
Ei rt H 2Ky
E. = —
igenwerte von " om DA Va\ E— ‘s
k = nE
n L
. . _ 2 .
Eigenbasis von H ny = «/— sin(k x
g | > L ( n ) |2>__ _____ R 82
Quantenzahl zu H ne{1,2,.} 1) N S —— €4
S I P 0

Betrachte spezielle Wellenfunktion ~ [y) = sin(0) [1) + cos(0) [2)

=
n

a = l{WIn)[* =sin*(8) 8, + cos*(8) 3,

(H), = Wiy +wy e, = sin?(6) e, + cos?(6) e,
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Unscharfe-Relation flr selbstadjungierte Operatoren:

Es seien A, B: H— H selbstadjungierte Operatoren auf H und |y) € H:

BEH: C = i[A,B] istselbstadjungiert und es gilt 2AwA AwB > |<C>w|

@ Bew:

a. C*=-[A,B]"=-i(AB)*+i(BA)" = -iB'"A*+iA'B* = -iBA+iAB = i[A,B] = C
= C selbstadjungiert und (C), reell

P
betrachte |¢) = (A1 — ix1B1>|1p> mit A, = A—(A>w
B, = B—(B) w
Ay = Chy A, LER
(C), |
b. A, =reell, A, und B, selbstadjungiert
C. [A1= B1] = [A _<A>1p’ B_<B>w] = (A _<A>w)(B _<B>w) - (B _<B>w)(A _<A>w) = [A’ B]

d. (AA)? = WIAZY) . (ABY = (y[B?y)
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0 =< <¢|¢> = <(A1 - i}\'1B1)1P|(A1 - i7»1B1)1P> = <1P|(A1 - i}\'1B1)+(A1 - i7»1B1)|1P>
. b.
= <1P|(A1+ + i}\1B1+)(A1 - i}¥1B1)|1P> = <1P|(A1 + i MBA, - i}\1B1)|1P>
C.
= (W|AZ + M2B2 — i [AL B )= (w[AZ + M2B% — ih [A B]|y)

= (W|AZ + N2B2 — M Cly) = (WA + A2 (W [B2ly) — Ay (W [Cly)

C(AA2Z M2 (ABP - A (@IClw) = (A AP+ A2(AB)2 - A|(C),|

(AwA—waB)2 + (20 AA B - [(C),]) A

Wahle A= AA/AB 20 = 0 < 2AAAB-|[(C),|

BSP:  [R,,P,] =ind,, = hd, < 2 AR, AP,
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Definition der Observablen

Observable sind selbstadjungierte Operatoren A, fur die eine Orthonormalbasis von
Eigenzustanden existiert, i.e.

es gibt eine Basis {|a,) € H} (Eigenbasis von A) mit (a |a.) = 8,,,sodass:Ala) = o, |a.)

firalle )€ H: lp) = 2 la)@lv) = A = Y o la)a|  Spektralsatz

n n

Im Allgemeinen sind nicht alle Eigenwerte o verschieden:

In diesem Fall ist es sinnvoll den Index n durch einen Doppelindex Kk,i zu ersetzen

furalle [)eH: [y) = 2 (gl lag = 2 lag) (@il W) 1 = 2 |ayi) (@l
k,i k,i ki

Die Indizes der Eigenbasen werden als Quantenzahlen bezeichnet

In endlich dimensionalen Hilbertraumen ist jeder selbstadjungierte Operator eine Observable
(Symmetrische n-dimensionale Matrizen sind diagonalisierbar)

Basis-Darstellung eines Operators in der Eigenbasis A: A = (a |Ala,) = a,0

n —nm
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Charakterisierung des Hilbertraums durch physikalische Grofden

Jede Observable A besitzt eine Eigenbasis A |ay;) = ax |aki). Manche Eigenvektoren haben

gleiche Eigenwerte, sodass die Eigenbasis nicht eindeutig mit Hilfe von A und seiner Eigenwerte
beschrieben werden kann.

Frage: gibt es eine weitere Observable B, sodass fur A und B eine gemeinsame ONB aus
Eigenvektoren gefunden werden kann, sodass jeder Eigenvektor durch eine eindeutige
Kombination aus Eigenwerten von A und B identifiziert werden kann?

Frage: welche Eigenschaften mussen zwei Obervable haben, damit eine gemeinsame
Eigenbasis existiert? Antwort: A und B mussen kommutieren: [A,B] =0

Eventuell missen mehr als zwei kommutierende Observable herangezogen werden, um eine
eindeutige Charakterisierung des Hilbertraums zu erreichen.
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THEOREM:

Fir zwei kommutierende Observablen A, B existiert eine Orthonormalbasis {|c) € H} aus
gemeinsamen Eigenzustanden von A und B:

fiir alle [y) € H =2 (cw)lc,) . (cle,) =9

n

Alc,) = o, lc,) und Blc) = B, [c,)

nm

BEW: @

i) |c) Eigenvektor von A zum Eigenwert o = B |c) Eigenvektor von A zum Eigenwert a

AB|c) = BA|c) = Balc) = aBlc) (%)

Es sei {|c,,) € H} Eigenbasis von A mit A IChy) = o lc,,) mit o # o, firn#m
Alle Eigenvektoren von A zum gleichen Eigenwert o, bilden Sub-Raum H.

Wegen (*) gilt fir alle |c,) €H, dass Blc)EH ,ie. B: H —H

i) Furlc)€H und|c)EH mit n#m folgt: (c [Blc,) = 0
0,0t Teell [A,B] =0
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Matrixelemente von A:

H1 H2 H3
H, aqEy
{CarlAlcy, ) = H, asE, E, = Einheitsmatrix in H,
H, aqEq
Matrixelemente von B: H H, H,
H1
(CnylBlCm,) = H, wegen i), ii)
H3
Die Matrizen in den Sub-R&umen H, sind hermitesch: (c,,|B|c, ) = (c, ,IBlc, )" =

lineare Algebra

Durch eine Basis-Transformation innerhalb von H_ findet man neue Basisvektoren {Ib,.,) € H 1,

sodass (b, ,|B|b,, ,.) diagonal, i.e. (b, |Blb, ) = B, 3., . Die bereits diagonalen Sub-Raum
Matrizen o E_ von A bleiben dabei diagonal. Die Basisvektoren |bn’v> sind gemeinsame
Eigenvektoren von A und B.
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Schrodinger-Gleichung als Operator-Gleichung P = -iav
P2/2m

M
Fa)
5

]

.. d
in S hw) = HIW) , H = Egy + Ep  (ST)

pot

M
]

V(R)

Evin Epot und H sind selbstadjungiert und haben somit reelle Eigenwerte. In der Regel gibt
es eine othonormale Basis ONB = {In) € H} aus Eigenvektoren von H mit reellen Eigenwerten
EV = {¢,€ IR}, (i.e., Hist Observable), sodass

Hin) = g, [n) (S2)
€

- N
Esgilt: |n)e™ 7 t

ist LOsung von (S1)

Die allgemeinste Losung der zeitabhangigen Schrodinger-Gleichung (S1)

€
lautet lot)) = > [n) exp(-i %n t) C, , wobei C_ beliebige komplexe Zahlen sind.

n

BEW: Fir jede Lésung gilt [¢(t)) = D> |n) C,,(t) mit komplexen Funktionen C_(t), denn |n) ist Basis.

n

Aus Ho(t) = 3 |n)e, C.(t) und ih%|¢(t)> =S In) ih%Cn(t) folgt ¢ C.(t) = ih%c:n(t)

. . 8
und somit C_(t) = C_exp(-i %”t)
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Postulate der Quantenmechanik
Q1. Der Zustand eines physikalischen Systems zu einer festen Zeit t wird durch einen normierten
Vektor ¢ € H eines Hilbertraums H beschrieben.

Q2. Jeder beobachtbaren physikalischen GroRe ist eine Observable A: H — H
zugeordnet.

Q3. Das Ergebnis der Messung einer physikalischen Grolde ist ein Eigenwert der zugeordneten
Observablen

Q4. Die Wahrscheinlichkeit im Zustand ¢ den Eigenwert a einer Observablen A zu messen ist:

wa) = Y eyl

{a:aistEVzua}

Q5. Eine Messung des Eigenwerts o einer Observablen A im Zustand vy Uberfuhrt das System
in den neuen (projizierten) Zustand:

P P_ = Projektor auf den Unterraum

aller Eigenvektoren zum Eigenwert o

mit Py = 2 la)aly)
V PPy {a:aistEVzu .}

Q6. Die zeitliche Entwicklung eines Zustands |y) wird durch die Schrédinger Gleichung bestimmt:

ih% ly) = H|yp), H = Operator der Gesamt-Energie (Hamilton-Operator)
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Folgerung

Betrachte eine Serie von unabhangigen Messungen o, i = 1,... einer Observablen A im Zustand y

BEH: Der mittlere Mel3wert o ist der Erwartungswert: (y | A | y)
. _ Q3 Q4
BEW. i = Y awe = Y S o lah)?
{ Eigenwerte . } { Eigenwerte a0} {aistEV zua }
= S al@y)P = 5 o (yla)(a) = 2 (Ayla)(aly)
{aist EV} {aist EV} {aist EV}
= (il 3 2E) = vl = Al
{aist EV}

Beispiel Ortsmessung:

Q3. — Das Ergebnis einer Ortsmessung ist ein Eigenwert des Ortsoperators R

Q4. — Die Wahrscheinlichkeit im Zustand ¢ den Eigenwert r der Observablen R zu messen ist:

2
wir) = 3 WP = [y = U d*r d(r=rw(r) | = (NP

{{ryistEV zur}
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Korrespondenz zwischen klassischen Grolden und Observablen:

Klassische physikalische Grof3en lassen sich als Funktion von Ort und Impuls schreiben: A = A(r,p).
Fur Funktionen A(r) bzw. A(p) erhalt man die korrespondierenden quantenmechanischen Grof3en
indem man Orts und Impuls-Variable durch die Operatoren R und P ersetzt.

Da [RV,PM] = ih 6W # 0 ist diese Ersetzung fur Funktionen A(r,p) nicht eindeutig. In diesem Fall
ist die Ersetzungsvorschrift durch eine Symmetrisierungsregel zu erganzen:

BSP: A(r, p) = F(r, - p,)

R, - P, ist kein selbstadjungierter Operator: (R,-P,)* = P*-R*= P, -R # R -P

X X X X X X
jedoch %(RX- P, + P R)) ist selbstadjungiert.
Man ersetzt zunachst r . -p, — {r,,p,} = (rp,+p, )2 unddannr ,p, — R,P,

Fur komplexere Funktionen A(r,p) ist die Zuordnung eines selbstadjungierten Operators nicht
eindeutig.

BSP: A(r,p) = F(r,-r,-p,)
Sowohl R+ P, - R als auch %(RX- R P, + PR R )sind selbstadjungiert

Die Quantenmechanik kennt viele Observable, fur die es kein klassisches Analogon gibt.

527 Physik Ill, Universitat Hamburg Andreas Hemmerich 2025 ©



Storung eines beschrankten Operators: 0)

Fragestellung: Wie verandern sich Eigenwerte eines selbstadjungierten Operators A unter
dem Einflul® einer kleinen Stérung A S.
A, S seien beschrankte Operatoren auf H, i.e., 3 positive Konstanten Cp» Cg -

[{OIAIW)[Z < cu (0l0)(Whp), [(PISIW)I* < c5 (olo)(why) firalle gp € H

Ala) = ala), [a) normiert (ala) = 1
B= A+ AS, AS bewirke nur eine kleine Storung von A : A reell positiv, A << 1

Gesucht: Eigenwert 3 von B, sodass:
B|lb) = pg|b) mit |b) = |a) + e]a’), (ala’) = 0, (a'|a’) = 1, ¢ reell positiv, A << 1= ¢ << 1
B = (bIBIb) = (a|Bla)+e(alBla’) +e(a|Bla)+ ¢ (a| B|a)

= (a| Ala) + ¢ (a a)+ e (a a) + g2 (@l Ala’) verwende: A=A", (ala’) =0, Ala) = a |a)

+ A{a|S|a)+Ae(@S|a)+Are(@]|S|a)+ Le? (@] S|a")

o + EZW)+k(a|S|a>+ks(/aL8’]§)+x8W+ mZW)

a + A{@a|Sla) = a + (a]rS|a) verwende: &<<1,h<<1,|(@|Ala)’<c,,|(al S |a)*<cq

0
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Eigenwerte und Eigenvektoren des Orts — und Impuls-Operators (0 ])

Ortsraum Hy: R:H,—H,, Ry(r) = ry(r)
P:Hy—Hy, Py(r) = -iiV.(r) "¢VrFT 5
Impulsraum Hy: R:H,— H,, Ro(p) = inV,¢(p) kK iv,
P:H,—H,, Po(p) = pop) _

Wirkungsweise von P in Hy:
FT[Py(r)] = FT[-iaV o w(r)] = -imFT[V p(r)] = akdk) = po(p)

Wirkungsweise von R in Hg:
FTIRy(r)] = FT[ryp()] =iV, FT[y(r)] = iVe(k) = inV,o(p)

Es zeigt sich: R und P besitzen keine Eigenvektoren in H, bzw. H;

jedoch in den groReren Raumen H; und H',

H’RD HR , H’R = Raum aller Funktionen IR® — C  (inkl. Dirac’scher Delta-Funktion)

H.D> H, , H", = Raum aller Funktionen R3 = C
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Eigenvektoren von R und P in H';:

@0

Irg) = 8(r-ry) R|rg) = R O(r-ry) = rd(r-ry) = ry0(r-ry) = ry|ry)
Po) = gz’ Plpg) = gz Pe'n’ = ;=pge'n" = pglpg)
Eigenvektoren von R und P in H: fET
_ 1 -iErO R — iR 'igro - 1 iz o _
Irg) = 7= Irp) = ZzRe =z = TIyr)
¢ H;
IPy) = d(p-py) Plpg) = P 3(p-pg) = P 8(P-Py) = Pg 8(P-Pg) = Pg [Py)

Resumé: R, P haben keine Eigenvektoren in Hg bzw. H . Jedoch: H, bzw. H; sind in groRere
Raume eingebettet, in denen Eigenzustande fur R und P existieren. Diese bilden eine Ortho-

normalbasis:
(rlr'y = d(r-r"), /d?’r ] = 1

(plp") = d(p-p’), /d3p pYp| = 1
BEW:

(rw(r’)) = [ d®r 3(r'-r) w(r’) = (r) =([d3r|r><rl)w(r’)> =/ dr Ir) w(r) =[ d%r 8(r- 1) w(r) = y(r))

() = AL / & el () = o(p) - ([d3r|p><p|)w<r» = = f Pre'n” op) = M)
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@ BsP: Erwartungswerte und Varianz von R, P:
(rlw(r’)) = j d3r 3(r'-r) y(r’) = y(r)
Betrachte Ortsraum Hy:  R:Hy— Hy, R|y(r)) = r |[y(r))

(R) = (W) R () = [ dPry*(r) ry(r) = [d?’r rhpn? = [d?’r SIGRIGNE
\_v_l

Eigenwert W, vergl. (5.2)
(r) von R zum
Eigenvektor |I)

(AR)? = ((r) | (R-(R))* hp(r)) = f d%r p*(r) (r-(R)? w(r) = [ B (- W(I2 = (Ar)?

Betrachte Impulsraum H,: P:H,— H,, P|o(p)) = pld(p))
(P) = (o(p)| P lo(p)) = f d®p ¢*(p) P ¢(p) = / d>p plp(P)? = (p)
(AP)? = (9(p) | (P-(P))? l§(p)) = f d>p ¢*(p) (P-(P))? o(p) = f d®p (p-(p))? [d(P)I> = (Ap)?
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® Ehrenfest Theorem

A(t) ein Operator auf H und ithT[NJ) = H|y), H = Hamilton-Operator

_ 1 d
S AW, = FCADHT), * (G AD),

Im Ortsraum sei ihdgtlxm = H |y) mit Hamilton-Operator H = P?/2m + V(R)

d(R), = & (P),

3
<
]

(VV(R) ),

Falls { VV(R) >w = VV( <R>w)’ bewegt sich <R>w auf einer Newton’schen Bahn
Achtung, im Allgemeinen ist { VV(R) >w 7 VV( <R>w)

Betrachte ein extrem lokalisiertes Wellenpaket mit [ y(r)|? = &(r— <R>w)

(VV(R)), = fdr Y(r)* V() y(r) = VV((R),)

=00
Andreas Hemmerich 2025 ©
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Mehrteilchen-Wellenfunktionen

BSP zwei Teilchen:

Gegeben seien zwei Einteilchen-Wellenfunktionen ¢(r,), y(r,) € H, die zwei voneinander
unabhangige Teilchen (1) und (2) beschreiben.

Die gemeinsame Zweiteilchen-Wellenfunktion ist das Produkt  ¢(r,) - y(r,) . In diesem Fall ist

| &(ry) - w(r P = [o(ry)I (rp)I?

i.e., man hat unkorrelierte Wahrscheinlichkeitsdichten. Position von Teilchen (1) hangt nicht von
Position von Teilchen (2) ab und umgekehrt.

Gemal Superpositionsprinzip sind alle Superpositionen von Produktwellenfunktionen zulassige
Wellenfunktionen. Diese bilden den Produktraum:

HoH

{ Alle Linear-Kombinationen von ¢(r,) - y(r,) }

= { Alle quadrat-integrablen Funktionen x(r,,r,) der Variablenr,,r, }

Die allermeisten Mitglieder von H® H sind keine Produktzustande und werden als verschrankt
bezeichnet.

BSP fur verschrankten Zustand: 1 (d(rq) - W(ry) + w(ry) - o(ry))

V2
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Produkt-Raume: @

Seien H, und H; zwei Hilbertrdume, |a) € H, , |b) € Hy:
Produkt-Zustande: |a) ® |b) = |a)|b) = |a, b)
mit Ala) ®|b) = (Ma))®|b) = |a) ® (A|b))
la)) ®|b) + |a,) ®|b) = (la;) +]a,)) ® |b)

|a) ®|by) + |a) ®|b,) = |a) ®(|by) + |by))

Skalarprodukt: (la,) ®1by) | lay) ® b)) = (ala,)(b,lb,)
Produkt-Raum: H,® H; = { Alle Linear-Kombinationen von Produkten |a) ® |b) }
Bemerkung: Die meisten Zusténde in H, ® H sind keine Produkte

zB.: W) = 7 (la)®lby) + [ay) ®1by))

Solche Zustande heil3en verschrankt
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Esseien A:H, - H, , B: H; — H; Operatoren auf H, bzw. H;: ®

Produkt-Operator: A®B: H, ® H; — H, ® H
A®B |a)®|b) = Ala) ® B|b)

A®B 2 ¢ la)®b) = > ¢, Ala)®Bb,)
neN neN

Natirliche Erweiterung eines Operators A: H, - H,: A®1; [a)®|b) = Ala) ® |b)

1g = Einheitsoperator auf Hy
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6.1

6. Elementare Quantensysteme
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Eindimensionaler harmonischer Oszillator

Klassischer Fall:

2
H(x,p) = 21 + %mz x2 , o = Schwingungsfrequenz im Potential V(x) = ng X2
m
4 1d = 2 A
g2 X mE(V(x) W~ X /

p(t) = mwx, cos(wt+0)

P
X(t) = Xxq sin(wt + 06) V() /'b}
WOL X

Definiere einheitenlose Grofde:

o = 2i§ X + i %p . & = rr?_m = Langeneinheit
X = é(a*+ o() =\I§§Re(oc) _ H(X,p) = Jho oo
o = ﬂ(a*_a) = 2mE Im(a) at) = a(0)e™, «a(0)=iel%,/(2V2E)

62 Universitat Hamburg, Physik IlI

Andreas Hemmerich 2025 ©



Eindimensionaler harmonischer Oszillator

2
H = 2E + %mz X2, o = Schwingungsfrequenz im Potential V(x) = ng X2
m
Definiere einheitenlose Operatoren: a = 1 X + i P E = S
2§ 2h e
N = a*a
@ Eigenschaften von a bzw. N :
1 . & /
6.1 Tz = X - = jungi
) a o I@h P adjungierter Operator
: V(x)
i7
6.2 X = =2 (a*t+a), P = —+ (a*-a
) B ( ) @E( )

6.3) [a,a‘] = 1

6.4) N*=N
6.5) H= Zhn(N + %) es folgt, dass die Eigenvektoren von H und N identisch sind
1 92
66) 2N = — X2 — g2 & _ 1
) 2 g P
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d
Verwende X* =X, P*=P, [XP] = i, P=-ih87 B o
1 g 1 g

TTEX T @ T T X g
BEW zu 6.3):
[a, a1 = [Z XA 5P +[ig gntP 2 EIX]
= J[X AP + SLinTPX] = -nt LXP] +int L [P X] = 1 XP] =1
BEW zu 6.6):

_ to = Tety i1 &g 1 =1 i 12 21
2N = 2 a%a 2(«J§§ X '@Eh P)(ﬁg X+Iﬁ§h P)
= E2X2 + E252P2 + in'XP-in'PX

2
§'2X2 + §2h-2p2 + ih-1 [X, p] — §'2X2 + §2h-2p2 -1 = i X2 _ $§2 i — 1

BEW zu 6.5): 2N + 1 (6=6) £2X2 + g2 p2P2

= 2ho(N+1/2) = mw?X2 + m'P2 = 2H
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Struktur der Eigenwerte und Eigenzustande von N:

6.7) Sei 1y, Eigenvektor von N zum Eigenwertcy: Ny, = cyy,, (Yol =1  dann folgt:

1
cyreellund ¢, =0 undfirn=1,23,... ist v, = a*)n
0 0 n (1+cp)12 -+ (n+cy)'2 (@) g

Eigenvektor zum Eigenwert ¢, = n+¢, (Leiter aquidistanter Eigenzustande)

6.8) Fur Wp(x) = 1 exp(—i(i)2 gilt: (Yolpa) =1, Ny, = 0
nl/4 g1/2 2 \g - \YolY0 ’ 0

und somit ist y, ein Eigenvektor von N zum Eigenwert c,= 0. Es folgt: vy, = (n!y"2 (a*)"y,
ist Eigenvektor zum Eigenwert ¢, = n,n=0,12,....

® BEW: 6.7) cy= (yINwy) = (ayglayg) =0

n=1: N a'y, = a*ta a* = a'(1+N = (1+c,)a’
Yo Yo 63) ( ) W (6.7)( 0) 8 Y,

(@™ ypgla*yy) = (@aa*yglyg) (6=3) (1 +N)yglwg) = (1+¢p)

Definiere: vy, = (1 +c,)"2a*y, dannfolgt (yy,) =1, Ny, = (1+cy)y,

BEW: 6.8) 2Ny = (Elz

2
X2—§2 0~ _1>1p0= 0
6.6)

NG
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Eigenwerte und Eigenzustdandevon H: ¢ ¢ = H¢

(6.5),(6.7) , 1 1 ,
= 1 _ X
69) H ll)n = hw (n + 2) lPn lPO(X) = W exp (— E <g) )
\ / (6.7) 1 6.1)
Yp= — @)y = H (x/
\\ A// i om0 T g TR
%/ i;:tﬁ; H.(z) = Hermite-Polynom n-ter Ordnung

Ho(2) = (22 _ aiz) ’

6.10) Bedeutung der Leiter-Operatoren a* und a:

aty, = M+ y o fir n=0 Erzeuger-Operator:
erzeugt ein Oszillator-Quant
ay, = n'2 fir n>0 Vernichter-Operator:
_ vernichtet ein Oszillator-Quant
ay, = 0
Ny, = n vy, fir n=0 Zahl-Operator: zahlt die

Anzahl angeregter Oszillator-Quanten
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6.7

Harmonischer Oszillator auf einen Blick:

Eigenwerte: e, = ho(n + %), n=0,1,2,.. Aquidistante Energieniveaus
Eigenzustinde:  y.(x) = '12n — /4121 ~ H,(2) exp(-2%2) , z = x/E
n!
_ _ 1 2 " 1/e - Radius der Aufenthalts-
Grundzustand: - woX) = —qggap exP-272), ‘wahrscheinlichkeit: & /

Stationare Losungen der zeitabhangigen Schrodinger Gleichung:

Ualx) = Upx) expl-i )

Erzeuger & Vernichter: @™y, = An+1 vy ,¢, avy, =4n y, 4

Allgemeine LOsung der zeitabhangigen Schrodunger Gleichung: y(x,t) = > An WnX)
n
=Tho \ Hy(z) = 82312
3 ; \/\ \//\/ 3(2) L Z
ey = 3 o Hy(z) = 422 -2
- 3 7 k /\/ —
_ 1
gg = Eh(o \/ Ho(z) = 1

Universitat Hamburg, Physik 11l
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Quasi-klassische Zustande:

Die Zustande scharfer Energie v sind Uber das gesamte Potential delokalisiert und haben wenig
Ahnlichkeit mit den vertrauten Zustdnden des klassischen Oszillators

Im Zustand v, gilt: (X), = (Wl Xy,) =0 AX = E4n+1/2
L j N P) = (y|Py) =0 AP = gw/n+1/2
L)
N /. AXAP = (n+1/2)h

)/
N

o — nur fur n = 0 minimales Unscharfe-Produkt

Frage: was sind die maximal klassischen Zustande, welche die Quantenmechanik zulaf3t?
Von solchen quasi-klassischen Zustanden erwartet man

minimale Unscharfe: AXAP = h/2 B/M

oszillierende Erwartungswerte:  (X) o« cos(wt—0) N

— d
P) = m 2x)
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Beh:  (X), = (Wl Xy = 0,(P), = (| Py,) =0

Bew:
(Wnl X2 = r%(w | (@+a”)y,) =

‘H—\

§ ((wpl ayy) + (@ap,|y)) = 0
(6.10)

(Wol Py} = ing &1 (wyl (@-a") ) = ihé§-1 ((wal @y) - (@l ) = 0

(6.10)

Beh: AX = E4n+12 , AP = gw/nﬂ/ AXAP = (n+12)%
Bew:
/ 1+a'a
(AX)? = (X?),, = 1§§2 (Wl (@a + a*a* +aa” +a'a)y >(') % (Wpl (@a +a™a” +1+2N) y,)
(6.2)
= LTE2(y |(1+2N)y ) = 1g2(1+2n)= E2(1/2+n)
o 5 & (Wl ( Y, >
I 1+a'a
— - 1 - Fat + + - 1 - +At
(A,P)? = (P2>n(6f2)- 5 E91° (Y| (aa + a*a* - aa” -a*a)y) S 5 &1 (| (aa +a*a™- 1-2N) y,)

(6.10) %E-th <wn| (1 +2N) 1Pn> = %§-2h2 (1+2n) = §-2h2 (1/2 + n)
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00]
R o an
Definiere “quasi-klassische” Zustande: VaeC: ¢, = exp(- 5 ) Z ~ Wn

n=0 ’\/_
- - : _ o + it — (aelohn
6.11) Zeitentwicklung: o (1) = exp(— 5 ) z= v Yy
BEW: ¢(t) = exp(- |7 Z OLF mit P (t) = Y, exp(-iﬁnt) =y, g-iot n g-iwt/2
e !

6.12) ¢ (t) ist Eigenzustand des Vernichtungsoperators a zum Eigenwert af(t) = giot -

2 . o0 n 2 ; n
BEW:  ag() = expl 1 +|mt) S o) ay, = expl- ol +|wt) z oc(t) A,

2 - Vn! (6.10) 2 n=o Vn!
_ o + it c at)y
t _ =
o(t) exp( 5 )nz=1 S Wn-1 a(t) ¢ (t)

6.13) 0 Die quasi-klassischen Zustande sind fast orthonormail: |(<1>a|<1>ﬁ>|2 = exp(—|oa—B?)
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6.14) Wahrscheinlichkeit im Zustand ¢_(t) genau n Oszillator-Quanten zu finden:

_ |OL|2+i(1)t X (o e—ioot)n ~ ~ |OL|2+i(Dt (ae—iwt)m
(Wlta(®) = expl-———5—) nZO = (Ualbn) = ep-——5—) ==
2n
P.(n) = (¢, D)2 = exp(—|af) |O;|| —  Poisson Verteilung

6.15) Mittlere Anzahl von Oszillator-Quanten im Zustand ¢ (t): (N}, = |af?

(N)oe = (@I N 0 (t) = {d (D @%@ o (1)) = (@)l adg(t)) 3, {oft) oo (O] calt) ¢ (1))
= ol (0, (0] §,(8) = lof?

6.16) Unscharfe der Anzahl von Oszillator-Quanten im Zustand ¢(t): AN = Y(N)

(04 (04
1+ a'*a

N2 = a*taata = a*a + a*a‘aa
(6.3)
(N2), = (0, (0 N2 (1)) = (ad (] ad (1)) + (a2, (t)] a2 ¢ (1)) 612 la? + |al*

N).2 3, lod® y Po(M) (N),,

AN =1(N2) —(N) 2 = |af (;@m Aoﬁ

UL L L L L] IIIIIIIIIIIII|>

0 n

Andreas Hemmerich 2025 ©
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Erwartungswerte und Varianzen von X und P im Zustand ¢_(t), o = |q] el

0

a. (X), = V2 & |a| cos(wt—0) Schwingung mit Frequenz w B/k

b P, = m X,
6. AX = =, AP =2 hangtnicht von Amplitude « ab \/
X T 58P T HE angt nicht von Amplitude a a >
V8 E o
d. AXAP = h2 — minimales Unscharfe-Produkt
BEW:
_ _ 5 R _ &
a. (X), = (0 (O X (1) o2 12 (0,0l (@" +a) ¢ (1) = @<(a O (D] b (1)) + (%(t)la%(t»)
(;2%(«1«) 0] G0} + (0 O o(t) ¢a<t)>) = =(ewraw) = = (et + aeto)
= 2% la| cos(wt—0) mit o= |ale!® o = |o| €' beschreibt die maximale Amplitude |a|

und die Phasenlage 6 der Oszillation.

0. (P)y, = {0, (1) P o (t) > inl(2'2€) (9,(1)| (a* - a) ¢a(t) = )ih/(2”2§) (a™(t) - a(t)

(6.2 6.12

= in/(2128) (0@t - o eot) = -212E m @ o sin(wt—6) = m aﬁt<x>a
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+
/1+aa

c. (X?), & (8%/2) (a*a*+aa+aa*+a’a), & (E2/2) (¢, (t) @a*a*+aa+2a*a+ 1]¢,t))
6.12) (8%/2) (a*(®)? + aft)? + 2lal® + 1) use (6.2): X = \% (a* + a)

X)o® = (E%2) (o*(t) + a(t) )* = (E2/2) (o*(t)* + ax(t)? + 2]

= AX?= (X2, -(X),2 = (E42) héangtnicht von o ab, entspricht Grundzustandsvarianz.

/1 + a‘a
(P?),, & (-n2/2€%) (a*a*+aa-aa*-a*a), & -n21(2€%) (o () a*a*+aa-2a%a- 1] ¢,(t))
o=, T2 ({2 + ot - 2laf2- 1) use 62) P = «Jli_ha (@ a)

(P)o® = -nPH(287) (a*(t) - at)? = -n2/(2€7) ((a*(t) + oft)? - 2]al?)

a.

= A P? = (P?)_ —(P),2 = 1?/(2€2) hangt nicht von o ab, entspricht Grundzustandsvarianz.

d. folgt mit c.
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BSP: Monochromatisches Lichtfeld als harmonischer Oszillator @ ®

Klassisches monochromatisches Lichtfeld: E(r,t) = i 4/2—2 [?e(r) a(t) — &(r)* o*(t) ]
0

Amplitude: a(t) = a(0) et ist harmonischer Oszillator

*

€(r) = raumliche Struktur bzw. Polarisation der Feldverteilung: 1 =/§(r) g (r) d°r

(Bsp: ebene Welle £,e" mit konstanter Polarisation)

Maxwell-Gleichung: a—atE(r,t) = c2VXB(rt) , aQtB(r,t) = - VXE(rt),0 = VE(rt) = VB(rt)
92 o 2 .
—~ 2L E(Y) = -VX(VXE) = AE = A+ (2] &n =0  Helmholtz-Gleichung

Magnetische Induktion: B(r,t) = /2% [v><§(r) a(t) + VXE(r)* OL*(t)]
0

Energie: H = % fE(r,’[)2 dr  + ﬁo jB(r,’t)2 dr hw o(t)* at)
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s . _ * _ 1 * *
Quantisierung: H = 7o o a = ho E{oc o+o o’} @@

o —>a,a —a", [aa]="1

Hamilton-Operator: H = 7o (@a +3)
Zahl-Operator: N = ata  zahlt die in der Mode £(r) vorhandenen Photonen
E-Feld-Operator: E = | hw g — 2% o+ N |
p A/zgo [ a g(r)at ] P @E(a a)
- - " —_— h ~ ~ * — E +
B-Feld-Operator: B = . /2&0 [VX snNa + VX&) a+] X % (a* + a)

.. : .. beim mechanischen Oszillator
Fock-Zustande (Eigenzustéande von H):

Man bezeichnet den Grundzustand durch |0) (Vakuum) mit N |0) = O (enthalt keine Photonen)

o+ an) = n"2|n-1), a*jn) = (n+1)"2 |n+1)
) = =10 =
(njmy =3,.,, NIn) =njn)
E-Feld-Operator: (n|[ElIn) = O — kein mittleres elektrisches Feld im Fock-Zustand
(AE)2 = (n|E?n) = Z—‘;’ &8(r () (@n+1) = 0 sogarfirn=0!
0

(A E? = (0|E?|0) # 0 — Vakuum-Fluktuationen)
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Koharente Zustande (Eigenzustande von a):

> co
o4 n
VaoeC: o) = exp(- ||)Z= Fln> .
Roy Glauber (1 962)
Mittleres elektrisches Feld: (a| Ela) = 1 @ [€(x) o — g (x) o ] Nobelpreis 2005
0
Varianz des elektrischen Felds: A E = W/<0‘| E2 |o) — (o] E |a)? = 280 I5(x)|

unabhangig von Feldamplitude a

Wahrscheinlichkeit im Zustand |a) genau n Photonen zu finden:

al2n

P, = lamP = exp(-laf) 1% P () N),

—  Poisson Verteilung A N &

o !
0 n

Mittlere Photonenzahl im Zustand |a) : (N}, = {(a| N |a) = [af?
Unschérfe der Photonenzahl im Zustand la) : A N2 = (N2) —(N) 2 = |a|?
= AN = V(N)a = o —  Quantenrauschen des Lasers (Schrotrauschen)
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Das Zwei-Niveau-System: ein Paradigma der Quantenmechanik ©

BSP: Spektrallinien in Atomen und Molekulen, Spin-Resonanzen (Kern-Spin-Tomographie) etc.

|+>’ E+
2), B, ——— 12), E,
w D
1), By —— 1), E,
), E.
— Rabi-Oszillation
Ho H = Ho+W
Im ungestorten System mit Im System H gibt es neue Eigenzustande |+), |-) mit

Hamilton-Operators H, seien ~ modifizierten Energiewerten E, und E_ (Energieverschiebung).
|1)und |2) stationar mit schar-  Die Zustande |1)und |2) sind nicht mehr stationar.
fen Energien E.und E, . Prapariert man das System zur Zeit t in [1) oder |2)

so beginnt eine Rabi-Oszillation zwischen beiden Zustanden.
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Zwei-Niveau-System: ein Model fur stimulierte Emission und Absorption

Betrachtung eines Quantensystems mit zwei diskreten Energie-Niveaus |g) und |a): ®
Hamilton-Operator: H,= 7o, |a)(al (6.17) 2) T Ey= hoy
hw
H,lg) = 0 0
H,|a) = %hw, |a)
A 0
9) - E,= 0

hw,# 0 = EW verschieden = (alg) =0 = |g)(g| + |a){al = 1

0 0
Matrixelemente in Basis {|g), |a)}: (n|H, |m) = < 0 & )
g

Schrddinger Gleichung: ih% lyp) = HA [p) = |gt)) = |g)
la(t)) = |a) et

Alle linearen Uberlagerungen o |g(t)) + B |a(t)) sind Lésungen
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Zwei-Niveau-Atom mit Wechselwirkung ()

Dipolmoment: ~ d = u(g)(al + u*la)(g] mit w = (gl dla)
(gldlg) = (aldla) = 0 Erwartungswert = 0 fiir {|g), a)}
= kein permanentes Dipolmoment
(gldla) = (ald|g)*" = u
Matrixelemente in Basis {|g), |a)}: (n| d |m) = ( )

Wechselwirkung: W = d E(t), E(t) = Eje'! + Ej*e®t  elektrisches Feld

Matrixelemente in Basis {|g), |a)}: (N[ W |m) = ( (’)‘E(t) w Eéﬂ)
u

Schrddinger-Gleichung mit Wechselwirkung in Basis {|g), [a)}:  [v) = y(t)|g) + a(t) |a)

s ) = (Hy + W) ) = .h%(l‘é&) - <M2E(t) : ;‘2) (l%)

Matrix ist zeitabhangig — LoOsung einfacher in einer mitrotierenden Basis !
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Transformation in eine mitrotierende Basis {|g), [a)} — {|g), |[b) = |a) e’(@t+0)} ®

b) = -iwlb) (%)

W) = v(t)[g) + B Ib), v(t)=(glp), B(t)= (bly) (**)

iha% ) = ih%(v(t) 9) + B() b)) = in(j(t)]g) + B(t) b)) + in B(t)|b)
= in(t)1g) + M) [b)) + 7o B(t) Ib) (***)

Schrodinger-Gleichung ohne Wechselwirkung in mitrotierender Basis R = {|g), |b)}:

(G = QI + BOIB)) = B - hoBOI) = Hyw) - o )bl

*k%k

T, g [@)(@hy) - o [b)(bly) = fw, o) (blp) - e [0)(bly)

(6.17
= Hgly), mit Hy = —7d[b)(b], & = w—w,
SGL in mitrotierender Basis lautet: |b) E = -7
2 (9 _ . 0 (y(t) 0O O (t) -ho
in(=) lv) = H Y _< )Y
(at)R gl = 'hat(B(t)> - \0 s /) \B()
|g> Eg: 0
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Dipolmoment in Basis {|g), |b)}: (gld|lg) =0, (b|d|b) = (a]d|a) = O ®

verwende — Si(ot + 0) = -i(ot + 0)
b) = |a) et +6) (9l d|b) = (gl d]a) e. u e.
(gld|g)=(ald]a)=0, (g|d|a) =u (bld|g) = (gd[a)*el@t*0 = y*egllwt+0)
Matrixelemente von d in 0 w o-i(wt + 6)
mitrotierender Basis {|g), |b)} : (n|d|m) = ( et + 6) 0 )

Wechselwirkung in Basis {|g), |b)}:

_ _ 0 w E(t) g-i(ot +6) » .
(nfW]m) = (n|d|m) E(t) = (M*E(t) it + 6) 0 , E(t) = Eje' +E " e'®
Drehwellen-Naherung: Schnell oszillierender Term wird vernachlassigt !
. . . . !
u* E(t) gilot+0) = u* EO et + u* EO* giRot +0) ~ u* EO el = h(l)R /2 = 0 reell

K (Wahle 6 geeignet)

Rabi-Frequenz
= (nfW|m) = % ( 0 @R ) (Starke der Wechselwirkung)
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Lésung der Schrodinger-Gleichung in der Basis {|g), |b)}:

H = H,+w, (nH|m) =
ns ) = H )
w) =0 lg) + B Ib)
Elo) = H 1) -
o) = Yo lg) + Bo |b)

@ Eigenzustande und Eigenwerte: H |¢,)

(11%), Q =162 + w2

|g>)
mit &

_  -hd

E, = 5
(m) _[—sin@)
0_) cos(&)

cos(®)
sin(g) )( b

2 (on 20)
2 g —28

ot

in 9 (ggg) _

2o o) (i)
= () = 5o _on)l6)

Skizze fur negative Verstimmung o

1 0 0 9)
> arctan( fR) \
E — [¢_)

LV = Lichtverschiebung bzw. dynamische Stark-Verschiebung
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Allgemeine Losungen der zeitabhangigen Schrodinger-Gleichung (siehe Seite 5.24): @
. E :
() = A, lo.) expl-i=rt) + A o) exp(-it-t)

A, beliebige komplexe Zahlen mit |A,|? + |A|? = 1

@ Spezielle Losung |y(t)) = y(t) |g) + B(t) |[b) mit Anfangsbedingung |y(0)) = |g)

(v(ﬂ) _ exp(idt/2) (-Qcos(gzt/z) ~ i 3sin(Qt /2) W (6.18)

B(t) Q o, sin(Qt /2)
02 Rabi-Oszillation:
Besetzung von |b) :  [B)? = S—— sini(Qt/2)
0% + wg B> resonant: & =0
A verstimmt
Besetzungvon|g): Y2 = 1 — |B®)? AT -
WR

Das System oszilliert zwischen den Niveaus

|g) und |b) mit der verallgemeinerten Rabi-Frequenz Q

—  stimulierte Absorption und Emission
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®

@ Bestimmung der Eigenvektoren und Eigenwerte

0 w
Das charakteristische Polynom flr die Matrix [ 2R6 ] ist x° + 26 x—wR2 =0 mitden Nullstellen x = —5:./(»R2 +6% = -6 (1:%)
. -
hd

w
Die Eigenwerte von H sind somit E = _ho 119 =-—F hQ
* 2 é 2 2

9,) = —sin(6) |g) + cos(0) |b) , |¢_) = cos(6)|g) + sin(6) |b) fiihrt zu Eigenwertgleichungen

0 w, —sin(p) =—6(1+9) -sin(6) 0 o, cos(6) =_5[1_9)
w, -25 || cos(8) o)\ cos(®) | | w, -26 || sin() )

und somit zu  w,cos(f) =6 (1+%)sin(9) und weiter  tan(f) = 6wR

Ansatz fur Eigenvektoren

sin(9)

cos(f) ]

+Q

wR
tan(26) = 2tan(6) _ 25+Q _ 2wR(6+Q) =2wR(6+ Q) _ 9 0y _ 2tan(0) _ 2sin(6)cos(6)
1-8n’(0) | ((w ) (0+Q) —e 2074200070 1-tan®(6)  cos?(6)- sin®()
lo+e
2
3]
2 e 0 0
Es folgt g ) _ o _ 4sin*(9)cos?(A) _4sin*(9)cos*(6) - 45in?(0)c0s%(0)
2
Q 1+(“’R)2 (sinz(e)—cosz(e))2+4sin2(6)cosz(9) (sin2(9)+cosz(6))
o
wR . 5 2 2 (UR Q+6 Q'(S .
—B =2sin(#)cos(0), —=sin“(0)-cos“ () — = tan(26 = 2 — = 2 R
= = 28N(0)00s(0), = siv(9)-cos7(0), S = tan(29), S = cosi(e), T = sin(0), 2 = tan(o)
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@ Lésung der Schrddinger-Gleichung fiir Anfangsbedingung |1p(t - 0)> - ‘g>

Allgemeine Losung lautet

LGEy LSE, Ly i L%y
‘lﬂ(t)> = </)+>A+ e " + |¢> Ae " = ‘Q>e 2 cos()A e 2 +sin(B)A e ?

i24 2 i24
-sin(@) Ae ? +cos(0)A e * ] + |b>e 2

Einsetzen von E_, |9,)

Anfangsbedingung erfordert
w(t=0)) = |g) = 0 = [cos(0) A, +sin(B)A_] = A, =sin(6), A= -cos(6)

und somit

—i=t

)

iS¢
ez _e

lv@) = |g) e'2'

. Q - Q )
_sin?(0) € 2 - cos?(0) e Zt] +|b)e 2" sin(6) cos(0)

=‘g> ei%t :—cos(%t) —i(sinz(e)—cosz(e)) sin(%t)] + ‘b> ei%t 23in(6)cos(6)isin(%t)

ra
=‘g>eZt _cos| 24| =i 2 sin[ 24
T2 e T2

, 2w, Q, v(t) _ exp(idt/2) — Qcos(Qt/2) — idsin(Qt/2)
+|>e E/Sln(E) = ==

B(t) Q iw, sin(Qt /2)
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/. Bahn-Drehimpuls
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Bahn-Drehimpuls: L

L= YP,— 2P, L
klassisch: L = rxp L, = zp, —xp, "
°
L, = xp, —yPpg P
quantenmechanisch: [R ,P ] = ind,, ie., verschiedene Komponenten von Orts—und

Impuls-Operatoren vertauschen = eindeutige Quantisierungsvorschrift
rV%Rv’pv%Pv = L=RXP

Mit R, , P, sind auch L, selbstadjungiert:

L= (YP)" = (ZP)" = PY* - P*Z" = PY -PZ=YP, - ZP,

Vertauschungsrelationen: (I L,.L] = ine, L (7.1a)

(I [L2,L] =0 (7.1b)

0 falls vux nicht alle verschieden

€y = Levi-Civita Symbol = 1 falls vuk gerade Permutation von xyz

-1 falls vux ungerade Permutation von xyz
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BEW (l):
1 2 3 4
[LX,Ly] = [YPZ—ZPy,ZPX—XPZ]
= IYP,,ZP,] + [ZP, ,XP,] = [YP;:XP,] - [ZPZP,]
= YP,ZP, - ZP,YP, + ZP XP, - XP,ZP,
= YP,ZP, - YZP,P, + XZP,P, - XP,ZP,

= Y[P,,21P, + X[Z,P,]JP, = —inYP, + inX P, = inl,
BEW (1) = (ll): /[LV’LX] = i Lz\
L2, Ll = L2 - LL? = LLL —inLl, - LL2= LKL —in(L+LL) - LL2
= —in(LL, +L,L)
[L,.L] = in Ly\
L2 L] = L2L - L2 = LLL +inll, - LL2 = LA, + n(L+LL) - L2
= (L, +LL)

= [2,L] = L2+L2+L2, L] = LA LI+ LA L] =0

Andreas Hemmerich 2025 ©
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Eigenwerte und Eigenzustande von Drehimpuls-Operatoren:

BEH:

Fir selbstadjungierte Operatoren L, v € {x,y,z}, die den Vetauschungsrelationen (I) genlgen, gilt:

Mogliche Eigenwerte von L?sind 7#2 ¢(/+1) mit ¢ = 0,15 1 % 2.... ganzzahlig oder halbzahlig

Flar jeden Wert ¢ gibtes 2/+1 gemeinsame Eigenzustande |/, m ) von L2 und L,

mit me {-¢,-/+1,..., /-1, / }, sodass

L2, m,) = B2 e(t+1) [, m) N
(7.2) ’m m m m m
L|¢,m,) = h ml|{,m) 320 WM m O EH W
1 E = N
12 E N
0 u m
N
-2-32-1-12 0 12 1 3/2 2

!/ = 0,15,1,%, 2.... ganzzahlig oder halbzahlig

m, € {-0,-(+1,..., £-1, 0}
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= BEW: wird in der theoretischen QM durchgeflihrt (siehe z.B. Cohen-Tannoudiji, Quantum Mechanics |, Wiley)

Die Existenz eines gemeinsamen Systems von Eigenzustanden far L2, L, folgt aus [L2, L] = 0.
(Statt L2, L, kann man auch andere Paarungen L2, LM betrachten mit u € {x,y})

Die Eigenvektoren und Eigenwerte lassen sich mit Hilfe geschickt gewahlter Leiteroperatoren
rekursiv konstruieren ahnlich wie beim harmonischen Oszillator.

Leiter-Operatoren: L, = L, + ilL, = (@) L,m = L_

O (b) [L,,L] =xhL

(€) LL,=L2-L2-L,
(d) L,L_=L2-L2+nL,

() [L2,L,] =0

(8) L= (L + iL) =Lr-iL*=Le-il, =L
(b) [y L =L+ iL)-(L # iL)L, = LL o+ il - (LL, £ iLL))
= Lol 0 (Gl -LL) = il #al, = 2R (L) = £5L,

© Ll= (Le-ib)Le+il) =LA+ L2+ il LL) = 12-L2-1L,
(e) [L2, L] =1[% L] £i[t*, L] =0

(7.1b)
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(I) Falls |¢, m) existiert mit L2 |¢, m) = %2 ¢(¢+1) ¢, m), L |¢, m) = Am|¢, m), 0 < ¢, folgt:
Z

(©)

0< (¢, mL_L,[¢,m) =(¢, mL2-L2 - AL, |¢,m) = h%({-m) ((+1+m) = A2 [(((+1) - m(m+1)]

(@)

0< (¢, mL,L_|¢,m) =(¢, m|L?-L2 +aL,|¢,m) = #?(l+m) ((+1-m) = A2 [((¢+1) - m(m-1)]

Es folgt m(mz1) < /(/+1) undsomit -/ < m </ (setzen=-m = n</)

(1) Falls |¢, m) existiert mit L?|¢, m) = 72 ¢(¢+1) |4, m), L, |¢, m) = 2 m |/, m) folgt:
L L, |[¢, m) 5 L.L[¢,m) £ AL |, m) = A (mx1)L,|¢(, m)
L2L, |¢, m) 5 L, L2, m) = K24(+1) L, |, m)

Also ist fur £ m< ¢ der Zustand |/, m£1) = L |/, m) [¢(¢+1)-m(mz1)["2 normierter
Eigenvektor von L, und L? zu den Eigenwerten (m1) 2 bzw. 72 ((/+1) .

14

A
2 HE E E E = 0
32l g—|-E—E—=—m | -0 (0, f)L_L ¢, 0y=0 =L,|¢, 1) =0
1 E = = 0
112 E N (0, ~0IL,L_[¢,-£)=0 = L_|(,-£) =0
0 O m,

L
-2 -3/2-1-12 0 12 1 32 2
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Varianzen und Mittelwerte von L, , Ly, L, fur die Eigenvektoren |/, m):

Esgilt: (/,m|L,|¢,m)=Am, AL?2 = (¢, m|L2|¢, m)- (¢, m|L, |6, m)2 = #’m? - i’m? =0

BEH: (1) (m|L [6,m) = (£, m] L, |4, m) =0

(2) AL = AL, = Z A1) —m?)

Nl

BEW:
(1) imLy=LL-LL =
7 (6, mLle,my = {{,m|LL—LL |6, m) = {m[LL, | m) —{ m|LL | m)

= hm(f,mlLylﬁ,m) — hm(f,mlLylﬁ,m) =0

(2)  ALZ + AL? = (m L2, m) + (,m|LA,m) = (4,m|LZ+LA|/, m)

~

= (,m|L2=L2,,m)y = ({,m]|L%|6, m)=(¢,m|L2|e,m) = K L(+1) — hZ m?

Aus Symmetriegriinden: AL 2 = AL2 = AL2 = AL/? E2(€(£+1) — m2)
© A y X y 2
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Quantisierung des Drehimpuls: 4 Drehimpulsvektoren haben

unscharfe x- und y- aber
scharfe z-Komponenten und

/=2 - |2 |2, m> - 26 |2, m> onl > /bilden daher Kegelmantel aus
L|2,m) = 7 m|2, m) 14 ‘y
h

m = _2a _17 O! 11 2 V€(€+1)h="{éh 0
B A i
AL, = AL, = = A/ 6-m? i
X y «/5 m & ______ i
Ly = () =0 A ;
2 AL, |
I_Z
A
(=32 : L?|3/2,m) = 7% 15/4 |3/2, m) /‘
32 hk-—_2
L [3/2,m) = h m|3/2, m)
"“7_5;-1 12 1
m = -3/2,-1/2,1/2, 3/2
" A2k
AL, = AL, = = 4 15/4 —m?
X Y42 312 1
Lg = (L) =0
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Der Bahn-Drehimpuls in Polar-Koordinaten:

Kartesische Koordinaten: L,=YP,-ZP, = .ﬁ(yi - zﬁ)
i \” 9z ay
L, = 2P -xP, = (25 — x3)
y x Tz T U ox 0z
L= XP,-YP, = 1(x5 - v
Polar-Koordinaten: z - ATy T T gy X
X = rsin(6)cos(o)
y = rsin(B)sin(¢) L.y, Wirken nur auf Winkelvariablen 6, ¢.
z = rcos(0) c0s(0) 3 ;
() L =YP, —ZP =ih( —+sin(¢)—)
Volumenelement: § ‘ Y tan(6) 99 99
_ _ ., /Sin(®) 9 9
d3r = dxdydz = r?dr dQ L, = ZP,-XP, =1k (tan(e) Er COS(¢)@>
dQ = sin(0) d6 d¢ 9
L, = XP,~YP, = -in 5
A 2 1 9 1 52
| (i) 2= —p2 (Q 9 & )
| 6 € [0,7] @ 262 + tan() 79 S20) 02
0 y! ¢ € [0,2n]
' E _ —h2 —h2 1 82 | 2
(I) @ (III) om = — A = — T _r'2 r + —

» X
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. _ _h(y90 _ 9 X = rsin(06)cos(o)
BEW () L, = XPy =Y P =7 (Xay yax> y = rsin(®)sin(¢) (¥
z = rcos(0)

Wende Kettenregel an auf f(x,y,z) = f( x(r,6,9), y(r,0,¢) , z(r,0,0) ) :

9 dox . 0 08z - _rsin(osin(o) L - 9
= o 30 + 5y 9 + iz 9% 0 r sin(0)sin(¢) Pl r sin(0)cos(¢) 5y
= —y Y 9
R
d d : :
il g—g + a% % + aﬁzg—g = rcos(G)cos(¢)a% + rcos(0)sin(¢) iy rsm(G)agZ
cos(9) g s Sin(¢)g _ 0.2 i 0 (sin2(6) + cos2(o) 2 _ _ p
tan(6) ¢ 30 ox cos(0) (sin*(¢) + cos*(¢)) 5z — rsin(6)sin(e) -
I R
= Zay T Yoz
sin(¢) 9 0 , 5 |
@an(®) 3 cos(9) 75 = —rcos(0) (sin*(9) + 0032(4)))8— + 0 ay * rsm(E))cos(q))GQZ
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BEW (ii): Aus .1|-X - 5 (q)) + sin(¢)d, L —L = Sin() d, - cos(d)a,, 1LZ =9, folgt (0 = 9 ) ® @

i * " tan(®) in " tan(0)" " in © da
i 2 COos (¢’) 2 S((JI)){ i { i ( f

- 12 = — (6)} ,C0s(9), + sin”($) a2 + an(®) 1, sin(e)a, + sin(p)cos(¢) ]Btan(e) Y

1, _ sin(g) sin(¢) _ 1
- ¥ oo (e)a sin(p}a_ + cos’(¢) 4; tan(o) d_cos(¢}d, - sin(p)cos(p) a, tan(®) d,

_iLz = ¢’
?—12 z q

= _le —le —il_2 = 9’ L : L

= 0 + a0+ 0
#oroRr Y o mr Tt Y sin®(@) * tan(e) "’

BEW (iii): Aus der Definition der Drehimpulsoperatoren L = ?(yaz-zay), L, = ?(zax-xaz), L, = ?(yax—yax)

1
folgt _T_2L2 =r'A - x*a-y 9 - 2%, -2xa, -2ya ~2z0,-2xya,d ~2yzd a,- 2xzd 4,
1

und mit ra —rd—d g +rd—d = xd +yd +zo folgt mit
ar ar b ar (*) Y

roJr=ro +rard =x"a +y a,+2°9,+2xa, +2yd +220,+2xyd 3 +2yzd 3 +2x28 9,

o 1 , 1 1
Zusammen ergibt sich _}‘_2L2 = r’A - ra?r und somit A = Fafr _FE
1 r
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Eigenzustande des Bahn-Drehimpuls-Operators: @

Es gilt: L2 ¢, m) = A% (((+1) |4, m) mit ganzzahligen Werten: ¢ =0,1,...
L[¢,m) = A m[(, m) und me {-¢, -/+1,...,0-1, 0}

—ym (_1)m (26 + 1) (f - m)| im - d£+m
@ S - 200 v 4n (0 +m)! e'm® sin™(6) dZ€+m(22'1)€|

Kugelflachenfunktionen ) z=cos(0)
Assoziierte Legendre-Polynome

Y000 = Al e

Y500) = Al cos®) ”

Y7 (0.0) ¥ «/i sin(e) e*it 0
8 5

T 21 m Q
/ / sin(0) do do Y, (0,0)) = 1
0“0

IYn; (6,0)]? ist rotationssymmetrisch um z-Achse Polar-Diagramme von Y} (6,0)?
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Schrodinger Gleichung im Zentralpotential:

p2 . p2 - 121 P L° =
H =(-— + VR) = (_ ) = 1o, + 2 &
(2m (R) om V(IRD 2m rar2r 2m r2 V(R

V = V(|I3|) hangt nur von Radial-Koordinate r ab
) . . = [L%4V]=[L,V]=0
Lq , q € {x,y,z}, L2 hangen nur von Winkelkoordinaten 0, ¢ ab g

= H, L% L, kommutieren = Es gibt eine gemeinsame Eigenbasis

Hy =Ev, Ansatz: ¢(r6,0) = R (NY,(6,0), L2Y,(6,0) = #*4((+1) Y, (6,0)

—n? 1 92 L2 —
- ( 2m T or2 a 2m r? +V(r)> Rnﬁ(r) ng(e),q)) - Erw Rnﬁ(r) ng(a,q))

. . _ 32 2 2
= Radial-Gleichung: (2% 1? a%Zr . hﬁég) + V() )Rng(r) = E,, R,

SR, R A(e)
2m or? 2m r2

£ V0 ) U0 = By u) (7.3)

Zentrifugal-Potential
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8.1

8. Das Wasserstoff-Atom



Schrodinger Gleichung im Coulomb-Potential: A

Z e?
r

1
431380

V(r)

Losung der Radialgleichung (7.3) im Coulomb-Potential:

Zentrifugal-Potential

/fUr€=1

1

anm(rae,q)) = T ung (r) ng (B’q))

2 + 2 . .
<_L2 @22 , P 1 Ze )Unz 0= E, u,@ effektives Potential
2m or 2m r2 Are, T Nt =n \
Kinetische Energie  Zentrifugal-Potential Coulomb-Potential >
E,  Ne—— —
Gebundene Zustande:
- _ > mc2_, 1 _ et E,
En By % z2 n2 “= 4rieq e
Coulomb-Potential
n=12.. (=01,.,n1 = 1137

R, () = u,()/r

L, .(P)

N

n/

Feinstruktur-Konstante

Noy €P0% o’ Loty opaa(P) s Py = (2Z1/nap), ay=Bohr-Radius

(alop)* eP (aldp)Y e p¥  assoziierte Laguerre-Polynome

Normierungskonstanten

: BEW: Theorievorlesung, siehe z.B. Cohen-Tannoudji, Quantum Mechanics |, Wiley

8.2
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8.3

Warum ist der Grundzustand stabil ? Warum gibt es keine Zustande mitE <E, ?

Unterhalb der Energie E, ist der Aufwand an kinetischer Energie flr die Lokalisierung der

Wellenfunktion grofRer als der Gewinn an potentieller Energie !

Die Lokalisierungsenergie ist eine fundamentale Konsequenz der Wellennatur der Materie

Betrachte normiertes Wellenpaket wg(r) mit Ortsbreite « g,

Berechne Erwartungswert der Gesamt-Energie in Abhangigkeit von &:

2
EE) = (WVRIWY) + (vl 5 lwe) = E
}EE)

8
0 ' ' ' ' > ZEla,, Zrla,

-1 - w§(r)

V(r)/|E4| Coulomb-Potential

Universitat Hamburg, Physik IlI

_ 2 72 mc?
By=-ote sy
2
o 43‘580 hic
4ove yh?
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8.4

Quantitative Betrachtung Lve"wendei /:dz z'e* = ”!} 006

Betrachte normiertes Wellenpaket y(r) = n-"2&32 ¢S mit der Ortsbreite AR? = (y|R?yp) = 3 £2

| e 2 Rz
Potentielle Energie: V(1) = - — ST = (YIV(R)|p) m ag
Kineti . 21 P2, _ —-n2 1 9 _ K
inetische Energie: (Y| L%|y)=0 = (y| 5m W) = (Wl 5m T or2" ) = 2me2
2m 2m I gr? 2mr2 '’ [w)=0
. _ p2, v = M (1 2z

GosamtEnergie:  E(®) = (WVRIN) + (vl Folv) = 5 - 2%
L - .~ _0E _ 9 _

okales Minimum von E(§): 0= 5E = & = - E(E) = E,
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Wasserstoff- Wellenfunktionen |y|?

Fir alle Darstell (Mnm = L Zze |
ur alle Darstellungen n/m — 2 2 "2
st m=0 (4me,) 2h n
n=1 = (LD)yym = F2L(1+1)
Rotationssymmetrie
- |
um z-Achse ! (Laym = M
n=2 A <H>ngm
n=3 -
S
m=0,+1 m=0,+1,+2

s: /=0 p: /=1 d: /(=2
m=20 m=0 m=0

. . S: sh : principal d: diff f: fund tal hi,...
Spektroskopie-Konvention: sharp _P- principa fiuse T. fundamental | g,h.1,
0 1 2 3 450,...
85 Universitat Hamburg, Physik IlI

Andreas Hemmerich 2025 ©




Schwerpunkts — und Relativ-Koordinaten @

Betrachte zwei Teilchen der Massen m,, m, mit Orts — und Impuls-Operatoren R(), (), R(2), p(2)

Vertauschungsrelationen: [RU), , PO ] = ind, &, v,uei{xyz}, i,j €{1,2}
Neue Koordinaten: R()= Schwerpunkts-Koordinate, R(") = Relativ-Koordinate

m,RM + m,R®

R(S) = ps) = p) + p?2)
m, + m,
m,P(1) — m P
RO = R _ R P =
m, + m,
Es gelten folgende Beziehungen:
(i) RO, P()M] = i d,, 8, v,ue{Xyz, i,j €{rs}
m1 m
ii 1) = — Pls) (r) 2y _ 2 _
(if) P m o m, PE) + P PR = . p(s) _ p(
1)2 (2)2 2 ()2 M= m,+ Gesamt-M
(i) p(1) ., P®° _ pe , PO = m,+m, esamt-Masse
2m, 2m, 2M 2u =m,m,/M reduzierte Masse
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Zwei-Korper-Problem (Massen m4, m,) : ®

p(1)? p@? | . . .
H= '— + — + VRV-R® Potential V hange nur von Relativ-Koordinate ab
2m 2m ( )
1 2
2 2
p(s) P
H = HG + HO HE) = — HO = — + V(R0
oM 2u

Esfolgt [H®), HO] = 0 =  Es gibt eine gemeinsame Eigen-Basis [¢,):

HE®) o) = E ©) | ) kinetische Energie des Schwerpunkts
HO 19,)

H oo = (E®+ED) o)

E ()¢ ) Energie der Relativbewegung

BSP: Wasserstoff-Atom = Proton + Elektron = Betrachte Ein-Korper-Problem mit

Hamilton-Oprator H") und reduzierter
Masse uy = m;m, /(m,+m,).
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Strahlungsubergange:

Bohr:  Atome emittieren oder absorbieren beim Ubergang zwischen zwei stationéren
Zustanden der Energiewerte E_ bzw. E_ Photonen der Frequenz (E - E )/7

Klassische Physik: Absorption oder Emission von Dipol-Strahlung erfordert das oszillierende
Dipolmoment einer Antenne

Ladungsverteilung stationarer Zustande symmetrisch bzgl. Ursprung — keine Ladungstrennung
Stationare Zustande haben kein Dipolmoment

|w2,1,0(x’0’z)|2 |w1’0’0(x’olz)|2
BSP:

2p,m=0)
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Jedoch Uberlagerung zweier stationérer Zustande kann zu Dipolmoment flihren

|1p1,0’0(x,0,z)|2 |A 1P2,1,0(X,0’Z) +B l1)1,0,0()(,0’2)|2

5,1,0(0,0,2) P4 0,0(0,0,2) Y = A, ,4(0,0,2) + By, (0(0,0,2)

Frage: Welche Uberlagerungen ) zweier stationérer Zustande besitzen ein Dipolmoment, i.e.,
einen nicht verschwindenden Erwartungswert (1p|5|1p> des Dipol-Operators D=eR ?

(WDly) = e[|ly2rd3 # 0 ?

= Strahlungsauswahlregeln fur Dipolubergange
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Betrachte die Matrixelemente des Dipol-Operators:

Dipol-Operator: D = eR, R = Ortsoperator, Dipolmoment in der klassische Physik D=er

(n,Z,m| 5|n’,£’,m’> = e frzdrdsz Rn, (NY,m(0,9)° r Ry (Y (6,0)

sin(0)sin(¢)
cos(0)

sin(6)cos(¢)
Verwende dQ =sin(6)dodé und r r )

sin(6)cos(¢) 0
) fdr R, (Nr R, (N (81)

T r2n
= e [ f sin(0) do d¢ Y ,m(0,0) Yg’m’(&d))(sin(@)sin@)
0/0

cos(0) 0

. - ion: =m- = + —
= Auswahlregeln: ¢ Integratllon. Am =m'-m = 0,1 < (emDem) £0 (8.2)
0-Integration: Al = (-0 = %1
insbesondere erwartungsgemal: (n,/,m| D In,/,m) = 0
— kein permanentes Dipolmoment fur Eigenzustande des H-Atoms

Andreas Hemmerich 2025 ©
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Dipolmoment verschwindet fur stationare Zustande: (n,/,m| D In,Z,m) = 0, nicht aber fur
Uberlagerungen [y) = A |n’,/’,m’) + B |n,/,m) zwischen Zustanden |n’,/’,m’), |n,/,m)
fur welche die Auswahlregeln gelten: A/ = £1, Am = 0,%1

Betrachte Uberlagerung von |n’,¢’,m’), |n,¢,m) zur Zeit t=0 :

ly) = A [n,0,m’) + B |n,/,m)

FuUr spatere Zeiten t > 0 gemal Schrodinger Gleichung:

lw(t)) = Aexp(-iE t/n) |n’,0’,m’) + Bexp(-E,t/n) |nl,m)

A*A (nWm’> + B*B (n,/ Z,m)

+ A*B (n’,0’,m’| D In,Z,m) exp(i(E,—E.)t/h) (8.3)
+ AB* (n,/,m| D In",’,m’) exp(i(E,—E,)t/n)

(P(t)] D [w(t))

= (P(1)] D lp(t)) oszilliert mit der Ubergangsfrequenz (E.. —E,)/h
(p(t)| D [y(t)) # O erfordert A#0 und B # 0

Der Zustand [y(t)) kann Photonen der Frequenz o = (E., — E_ )/ abstrahlen bzw. aufnehmen
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Strah I u ngsu bergénge: |a),|g) Eigenzustande des atomaren Hamilton-

Operators H,

elektromag. Feld Gesamt Hamilton-Operator: H = H, + W(t)

SR w=-DE®)
Operator des elektrischen Dipolmoments:

—

D = eF{, R = Ortsoperator

* Fall 1: Atom im externen elektromag. Feld (z.B. in einem Laserstrahl)

stimulierte Absorption bzw. Emission: periodische Dynamik (Rabi-Oszillation) der
Besetzungen der Zustande |g), |a)

Atom fur t = 0 in |g), Dipolmoment (g|D|g) = 0 — externes Feld E(t) fihrt zu einer kleinen Beimischung von |a)
— elektrisches Dipolmoment bildet sich aus — Energieaufnahme aus dem Feld, Beimischung von |a) wachst
— Atom geht Uber in den Zustand |a), Dipolmoment (a|D|a) = 0

— externes Feld fuhrt zu einer Beimischung von |g) — elektrisches Dipolmoment bildet sich aus

— Energieabgabe an das Feld — Atom geht Gber in den Zustand |g) — und so weiter ... Rabi-Oszillation

* Fall 2: Atom im elektromag. Feld des Vakuums: (E) = 0, (E%) # 0
spontane Emission falls Atom im angeregten Zustand |a)

Atom fur t = 0 in |a) — Vakuumfluktuationen flihren zu einer winzigen Beimischung von |g) — elekir. Dipolmoment bildet
sich aus — Emission eines Photons — Atom geht iber in den Zustand |g). Atom bleibt in |g), da Energieaufnahme aus
dem Vakuumfeld nicht mdglich, denn emittiertes Photon kehrt nicht mehr zum Atom zuruck.
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Dipolubergange im Wasserstoff-Atom:

N=3 ooeam WEE ENEEEN

FN=2 s /=

Energie

- N=1 [—

Das 2S-Niveau kann aufgrund der Auswahlregeln nicht Uber einen Dipolubergang zerfallen,

obwohl es nicht den Grundzustand darstellt. Solche Niveaus nennt man metastabil.
Die naturliche Lebensdauer des 2p-Niveaus betragt 1.06 ns, die des 2s-Niveaus etwa 0.14 sec.

8.13 Universitat Hamburg, Physik Il Andreas Hemmerich 2025 ©



BSP: Uberlagerung von [2P, m € {0,+1}] mit [1S]

Betrachte Uberlagerung der Zusténde |2,1,m) und |1,0,0), m € {0,+1}:

\

zur Zeitt=0: |yp) = A|2,1,m) + B|[1,0,0), wahle oBdA: A,B reell

N="1 m—
FUr spatere Zeiten t > 0 gilt gemal} Schrodinger-Gleichung : S D
m = 0,%1
v, (t) = Aexp(-iE,t/h) |2,1,m) + Bexp(-iE,t/n) |1,0,0)
Verwende: (2,1,m|D |2,1,m) = (1,0,0| D |1,0,0) = 0
= () D lp (1) (8=3) AB (2,1,m| D 11,0,0) exp(i(E,-E4)t/n) + c.c. (8.4)

- (8.1)
Berechnung der Matrixelemente  (2,1,m| D |1,0,0) =

T 2n Sin(e)COS((b) %
= e f [ do d¢ sin(0) Y1’m(6,¢)* YO’O(G,q)) ( sin(6)sin(q>)> fdr r2 R2’1(r) r R1’O(r)
0 /o

L cos(0) 0
1 | Y I
Vi R
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. e T2 sin(0)cos(¢)
(2,4,m| D [1,0,0) = ‘/4__7; I / j do d¢ sin(0) Y1’m(6,¢)* sin(0)sin(¢) (8.5)
0 Jo cos(6)
Einsetzen in (8.5) . 1 0
3 (2,1,01D [1,0,0) = vg el (1) (8.6)
m=0:Y,,(0,4) = ~ /E cos(8) -
3 R 1 +1
— - R - +i 21,1 D[1,0,0) = —= el i 8.7
m=+1: Y, 1(6,0) = ¥ /\/875 sin(f) e*i® { | D | ) 7 &R ; (8.7)
Erwartungswert des Dipolmoments far [y, (t)), m € {0, 1} :
’ 0
- t)] D gt = —el,AB 0
Dipolmoment schwingt parallel zur z-Achse
. 1 + cos(wt)
m = %1 = )| D t = —=-el,AB| -sin(ot
(W1 (D] D (1)) oren 76 &R o(w) (8.9)

Dipolmoment dreht sich in der xy-Ebene

Andreas Hemmerich 2025 ©
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Uberlagerung von [2p, m=0] mit [1s]:

A
lwo(t) = Aexp(-iE,t/n) [2,1,0) + B exp(-iE,t/h) |1,0,0) © N=2 mees ===
(@)]
0 2 /
- 1 Gl
WM D [yy(t)) = @ elxAB ( 0 ) N=1 m—
cos(wt) = 0
m = 0,1

Dipolmoment oszilliert linear polarisiert langs z-Achse !
Emission von in rz-Ebene linear polarisiertem Licht (r = Beobachtungsrichtung)

lllustration der xz-Ebene:

12p, m=0) [Wo(t))
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Uberlagerung von [2p, m=+1] mit [1s]: A

N=2 mess wN
|1pi1(t)> = A exp(-iE, t /a) 12,1,£1) + B exp(-iIE t /n) |1,0,0) 'q:-))
()
c
N 1 icps(oot) Win=1 s
(W (DI D [yq(t)) = %elRAB -Slg(wt) S 5
m = 0,%1

Dipolmoment dreht sich im oder entgegen dem Uhrzeigersinn in der xy-Ebene !
Polarisationstyp des emittierten Lichts hangt von Beobachtungsrichtung ab

lllustration der xy-Ebene:

12p, m=+1) o eti¢ [p44(1))

W (D
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