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6 Zweilteilchen Systeme

6.1 Schwerpunktsystem und Rela-
tivkoordinaten

Héufig treten in der Physik Systeme auf, die man in sehr guter
Néherung als Systeme aus zwei punktformigen Teilchen betrachten
kann. Beispiele hierfiir sind

e Zwei Massen, die iiber eine Feder miteinander verbunden sind,

Erde und Mond, die iiber Gravitation miteinander wechsel-
wirken,

Elektron und Proton, die im Wasserstoff gebunden sind,

Molekiile wie Hy oder O,.

Fiir die Wechselwirkung zwischen den beiden Massen m; und ms
gilt
F12 = —F21 (61)
Zusétzlich kann es aber auch dufere Kriifte Fy, F) geben, die nicht
von der jeweils anderen Masse stammen. Die Bewegungsgleichungen
sind demnach . - ~
=l b (6.2)
maTy = —Fio+ I
Dies sind also zwei gekoppelte Differentialgleichungen, denn die
Kraft auf die eine Masse héngt von der Bewegung der jeweils an-
deren Masse ab. B
In der Regel handelt es sich bei Fio um eine Zentralkraft, so dass

Flg = :i:|F12| . Flg (63)
mit der Relativkoordinate

(6.4)

In diesem Fall 16st man die Bewegungsgleichung am besten durch
Einfiihrung der Schwerpunktskoordinate

= mlfl + mg?_;g
g = 1 2T (6.5)
mq + Mo

Rg ist also ein Ortsvector, der immer zwischen 7; und 75 liegt,
und zwar immer naher bei der gréferen Masse. Fiir mq = mo ist
Rg = 5(71 + 7). Man kann somit nachrechnen, dass

o 2 mao R
r = Rs-‘r—’l”lg
mq + 1Moy
o e (6.6)
Ty = Rg— ———— T2
my + Mo
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Die zugehérigen Geschwindigkeiten sind

L L ~ 2 MU+ Mol
V12 = T12 = U1 — V9 VSZR = (67)
mi + Mo

Wir definieren nun die Gesamtmasse und die reduzierte Masse

my - m
M=m1+m2 ,UJ:# (68)
my1 + Mo

Bei gleichen Massen my = my ist pu = m1 = mg. Sind die Massen
dagegen sehr unterschiedlich, so ist d1e reduzierte Masse 1 etwas
kleiner als die kleinere der beiden Massen. Wir beschranken uns im
Folgenden auf den Fall konstanter Massen.

Diese Koordinaten haben grofe Vorteile.

Gesamtimpuls Wegen p = p; + Py = mq 01 + mats ist der Gesamtim-
puls einfach das Produkt aus Gesamtmasse und Geschwindigkeit
des Schwerpunkts, Impuls des Schwerpunkts

TR (6.9)

Addiert man die Bewegungsgleichungen 6.2, so ist

ml'f’.l +m2.7”’.2:]31+]3’2 (610)

Die inneren Krifte Fj, dndern daher den Gesamtimpuls nicht,

P- Y F (6.11)

i=dufiere

Gesamte kinetische Energie Wegen

1 1
=9 ~9
Erin = §m1v1 + §m2v2

1 _ my
= 5 (Vs + —m) + m2(v5 - —1@12)2 (6.12)
1 - 1, mim2 m? m2
:§MV5?+§ M22 )1112
folgt
1 SR S

Dies ist also einfach die Summe aus einer Energie fiir den Schwer-
punkt und einer fiir ein Teilchen mit reduzierter Masse, bei dem nur
die Relativgeschwindigkeit zahlt. Fiir das System Sonne-Erde wére
Wegen Mgonne > MEerde der erste Term im wesentlichen derjenige
der Sonne, und der zweite Terme fast derjenige der Erde.

Gesamter Drehimpuls Beziiglich des Ursprungs des Koordinaten-
systems ist der gesamte Drehimpuls

L=L1+L2=m1771x171 +m2f2><772

N L my . omy L omy L
=my(Rgs + MQTU) x (Vs + ﬁvlg) +ma(Rg — Mlﬁz) x (V?G—M—)lvlg)
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Ausmultiplizieren ergibt

L=M Rgx Vs + puif1s x by (6.15)

Der erste Term ist der Drehimpuls des Schwerpunkts beziiglich des
Ursprungs. Der zweite Term beschreibt den relativen Drehimpuls
der beiden Massen umeinander, relevant ist dafiir die reduzierte
Masse.

Drehmoment und Drehimpulserhaltung Beziiglich des Koordina-
tenursprungs ist das gesamte Drehmoment

M:M1+M2:F1x(ﬁ12+f71)+772><(—ﬁ12+152)

. . . (6.16)
:(Fl—fg)XFlz +f1><F1 +772><F2
Da fiir Zentralkréfte der erste Summand Null ist, folgt
M=771XF1+7’2XF2= Z ./\;ll (6.17)
i,aullere
Da aufierdem . .
L+ Lo= M+ M, (6.18)
ist, folgt auch
L=M = Zﬁ M; (6.19)

Ohne &ufsere Drehmomente gilt also, dass der Gesamtdrehimpuls
erhalten ist.

Insbesondere ist fiir abgeschlossene Zweikorperprobleme, d.h. oh-
ne dufere Kréfte, der gesamte Impuls erhalten und der Schwerpunkt
bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit. Aufserdem ist der ge-
samte Drehimpuls erhalten.

6Vorsicht! M ist hier ein Drehmoment, M aber die gesamte Masse.



