
4.1 Mandelstam-Variablen

4 Wirkungsquerschnitte

Die Beschreibung von Streuprozessen in der Teilchenphysik lässt
sich charakterisieren durch:

• Die Kinematik der Teilchen im Anfangs- und Endzustand.
Diese wird beschrieben durch die Mandelstam-Variablen.

• Die absolute Wahrscheinlichkeit des Prozesses als Funktion
kinematischer Größen, d.h. den Wirkungsquerschnitt. Hierzu
muss der Phasenraum der Reaktionsprodukte und das Matri-
xelement M berechnet werden. Letzteres wird näherungsweise
durch Feynman-Diagramme berechnet.

Insbesondere für 2→ 2 Reaktionen, bei denen die Massen aller vier
Teilchen und die Schwerpunktsenergie bekannt sind, ist der einzige
Freiheitsgrad der Reaktion der Streuwinkel ✓∗ im Schwepunktssy-
stem (und ein willkürlicher Winkel um die Streuachse). Diese Win-
kelverteilung der Reaktionsprodukte im Schwerpunktssystem kann
oft einfacher aus Argumenten zur Chiralitätserhaltung und Dre-
himpulserhaltung verstanden werden.

4.1 Mandelstam-Variablen

Wirkungsquerschnitte müssen Lorentz-invariant sein und von der
Kinematik der ein- und auslaufenden Teilchen anhängen. Daher
muß aus den 4-er Vektoren der Teilchen ein vollständiger Satz
Lorentz-invarianter Skalarprodukte gebildet werden und nur von
diesen darf der Wirkungsquerschnitt abhängen. Für 2 → 2 Pro-
zesse mit den vier 4-er Vektoren p1, p2, p3, p4 gibt es insgesamt 10
Möglichkeiten für Skalarprodukte, wovon wegen Energie und Im-
pulserhaltung

p1 + p2 = p3 + p4 (4.1)

aber nur sechs unabhängig sind. Dazu gehören die 4 Massen
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p3

p4

Abb. 4.1
Bezeichung der Impulse für
einen beliebigen 2 → 2 Pro-
zess.
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(i = 1,2,3,4) (4.2)

sowie zwei weitere unabhängige Kombinationen. Hierfür werden
konventionell zwei der drei “Mandelstam-Variablen” Mandelstam-Variablen

s = (p1 + p2)2 = (p3 + p4)2 (4.3)

t = (p1 − p3)2 = (p4 − p2)2 (4.4)

u = (p1 − p4)2 = (p3 − p2)2 (4.5)

verwendet. Offenbar ist
√
s = E

CMS

die Schwerpunktsenergie, wäh-
rend t und u den 4-er Impulsübertrag zwischen ein- und auslaufen-
den Teilchen beschreiben.
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4.1 Mandelstam-Variablen

Aufgabe 4.1: Zeigen Sie, dass die drei
Mandelstamm-Variablen nicht unabhängig von-
einander sind, sondern das gilt

s + t + u = �
i=1,..4

m2
i

(4.6)

Es gilt weiterhin

s = (p1 + p2)2 =m2
1 +m2

2 + 2p1p2 ≈ 2p1p2 ≈ 2p3p4 (4.7)

t = (p1 − p3)2 =m2
1 +m2

3 − 2p1p3 ≈ −2p1p3 ≈ −2p2p4 (4.8)

u = (p1 − p4)2 =m2
1 +m2

4 − 2p1p4 ≈ −2p1p4 ≈ −2p2p3 (4.9)

wobei die letzten beiden Spalten nur in ultra-relativistischer Nähe-
rung relevant sind (m2

i

<< s, t, u). Insbesondere gelten die folgen-
den Näherungen im Schwerpunktssystem (CMS) beziehungsweise
im “Fixed-Target” System (Teilchen 2 in Ruhe).

CMS-System Fixed Target�p∗1 = −�p∗2 �p′2 = 0
p∗1 p∗2

p∗3

p∗4

✓∗
p′1

p′2

p′3

p′4
s ≈ 2p1p2 = 2(E1E2 − �p1�p2) ≈ 4E∗1E∗2 ≈ 2m2E′1
t ≈ −2p1p3 = −2(E1E3 − �p1�p3) ≈ − s

2(1 − cos✓∗) ≈ −2m2(E′1 −E′3)
u ≈ −2p1p4 = −2(E1E4 − �p1�p4) ≈ − s

2(1 + cos✓∗) ≈ −2m2E′3
Bedeutsam sind die Mandelstam-Variablen auch, weil die (4er-Impulse)2
der ausgetauschten Teilchen in Feynman-Diagrammen direkt mit
s, t, u beschrieben und damit klassifiziert werden können (siehe auch
Propagatoren).
e−(p1)
e+(p2)

µ−(p3)
µ+(p4)

Abb. 4.2 s-Kanal Diagramm
(Beispiel)

e−(p1)

µ−(p2)

e−(p3)

µ−(p4)
Abb. 4.3 t-Kanal Diagramm
(Beispiel)
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4.2 Wirkungsquerschnitt und Luminosität

Abb. 4.4 u-Kanal

Als Konvention werden die gleichartigen Teilchenpaare im Anfangs-
zustand mit (1,3) beziehungsweise (2,4) bezeichnet. Der u-Kanal
tritt in der QED nur auf, wenn bei gleichen Teilchen im Anfangs-
und Endzustand (z.B. e−e− → e−e−) nicht unterschieden werden
kann, welches Teilchen von welchem Vertex stammt. In der schwa-

e−
e−

�
e−
e−

e−
e−

�
e−
e−

Abb. 4.5
e−e− Streuungung

chen Wechselwirkung können anders als in der QED auch Teilchen-
sorten ineinander umgewandelt werden, so dass der u Kanal z.B.
für ⌫

e

e− → e−⌫
e

bedeutsam ist.

4.2 Wirkungsquerschnitt und Lu-
minosität

In einem Kollisionsexperiment ist die Anzahl N der Streuereignisse,
die gemessen werden kann, gegeben durch den Wirkungsquerschnitt
und die integrierte Luminosität,

N = �L
int

(4.10)

oder differentiell als Funktion einer Observablen X,
dN

dX
= d�

dX
L
int

(4.11)

Der Wirkungsquerschnitt charakterisiert dabei die Kollision zweier
Teilchen, während die Luminosität beschreibt, wie viele Teilchen
sich auf einer bestimmten Querschnittsfläche überhaupt begegnen.
Beispielsweise ist die Luminosität eines Kreisbeschleunigers gege-
ben durch

L = N
B

f
N1N2

4⇡�
x

�
y

(4.12)

Hierbei sind �
x

und �
y

die Breiten der Verteilung der Teilchen

E
CMS

= 13 TeV
N

B

= 2800

f = 11000 Hz
N1,2 = 10

11

�
x,y

= 11µm
L = > 1034 �(cm2 ⋅ s)

Abb. 4.6
LHC-Parameter von 2015

transversal zur Strahlrichtung, die näherungsweise Gauß-Verteilungen
sind. Die Anzahl der Teilchen je Bunch, N1,2, multipliziert mit der
Anzahl der Bunche, N

B

, und der Umlauffrequenz der Bunche, f ,
ist der Strom eines der Teilchenstrahlen in der Maschine.

I1,2 = qN1,2NB

f (4.13)

Relevant für die Gesamt-Anzahl der Streu-Reaktionen ist das Pro-
dukt aus Luminosität und Laufzeit des Beschleunigers, oder bei
nicht konstanter Luminosität, das Integral dieser Luminosität über
die Zeit,

N = �L
int

= � ⋅ � Ldt (4.14)

Die Luminosität hat Einheit cm−2s−1. Als Einheit der integrierten
Luminosität ist barn−1 gebräuchlich, wobei

1barn = 1b = 10−28m2 .

Heutige Beschleuniger produzieren integrierte Luminositäten pro
Jahr im Bereich einiger fb−1 = 1015 b−1.

51



4.3 Messung von Wirkungsquerschnitten

4.3 Messung von Wirkungsquerschnit-
ten

Zur experimentellen Messung eines differentiellen Wirkungsquer-
schnitts als Funktion einer Observablen X aus der Formel

d�

dX
= 1

L
int

dN

dX
(4.15)

gehört neben der Luminosität also vor allem die Bestimmung der
“wahren” Anzahl N der Ereignisse mit den gewünschten Eigenschaf-
ten als Funktion von X.

muon candidates have [cos 0[<0.85. Background from 
the reaction e + e - ~ e + e - # + #  - ,  giving in general a 
muon pair of lower momenta,  and tau pairs were elimi- 
nated by a cut on the momentum sum of the muon 
tracks. The cut varied with the acollinearity angle. The 
remaining background was estimated to amount  to 
2.7%. The background fraction is reduced to 0.94% if 
an acollinearity cut of 200 mrad is applied as in previous 
publications. 

The acceptance was studied using a Monte Carlo 
simulation ofe  + e -  ~ # +  # -  to order c~ 3 by Berends et al. 
[-9]. The detector effects - resolutions, efficiencies, etc. 
- were then simulated for the particles and the same 
cuts applied as in the data. The geometrical detector 
acceptance defined by [cos0[<0.85 is 73.4%; it is re- 
duced to 68.1% by the cuts on track quality and by 
the efficiency of the muon identification. Additional 
losses not included in the simulation - were caused 
by the trigger inefficiency (4.5%), inefficiencies of the 
time-of-flight counters (5.2%), and losses due to calibra- 
tion errors (5.8%). The losses were determined using ap- 
propriate data samples, e.g. the trigger and counter ineffi- 
ciencies were determined using tau pair data which were 
triggered by independent triggers based on the shower 
counters. The losses due to calibration errors were deter- 
mined by reprocessing a fraction of the data with the 
final calibrations. 

After correcting for c~ 3 contributions from QED the 
total measured cross-section is: 

au (]/s = 35 GeV) = 69.79 __ 1.35 __ 1.40 pb 

where the first error is statistical and the second contains 
the estimated systematic uncertainties from the lumino- 
sity measurement, the acceptance calculation and the 
background determination. This measurement can be di- 
rectly compared with the QED prediction in lowest 
order for l / s =  35 GeV which is 70.9 pb. The new mea- 
surement agrees well with this theoretical prediction. The 
deviation from pure QED predicted by the standard 
model is + 0.2 pb with present parameter values (for the 
numbers see paragraph on comparison with the standard 
model), which is too small to be detected given the exper- 
imental errors. 

For  the calculation of the differential cross-section 
the events were split in 10 bins of cos 0, where 0 was 
the polar angle of the #+ with respect to the flight direc- 
tion of the positron. The corrections for event losses 
and background were applied as for the calculation of 
the total cross-section; they have no angular asymmetry. 
Radiative corrections for e3 effects from pure QED were 
applied, they have an asymmetry of about + 1.5% in 
the accepted angular range. The corrected cross-section 
is shown in Fig. 2a. It is well described by a function 
of the form predicted by the standard model: 
sda/df2 oc 1 + cos 2 0 + 8/3 A cos 0. The parameter A is 
the integrated angular asymmetry, which is defined as 

NF- NB 
A = ~ ,  where NF denotes the number of " forward"  

and NB the number of "backward" events, respectively. 
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Fig. 2a, b. Differential Cross-Section for a) e+e - ,#+# and b) 
e + e- ~ +  1:- at I/s= 35 GeV after QED radiative corrections. The 
full lines represent 2-parameter fits to the form N(l+cos20 
+ 8/3 A cos 0) (the numerical results for A are given in the text) 
while the dotted lines are symmetric QED predictions 

Events are counted as forward (backward) if the angle 
of the positive muon with respect to the positron beam 
direction is smaller (larger) than 90 ~ . The fit to the data 
shown in Fig. 2 a yields the asymmetry: 

A n = - 0.099 __ 0.015 __ 0.005. 

Restricting the data sample to an acollinearity of 
< 200 mrad as in previous analyses the result remains 
unchanged within the errors. 

The new value for A u agrees well with our previous 
statistically independent result of - 0.111 _+ 0.018 +_ 0.010 
at an energy of ( l / s ) =  34.4 GeV [7]. We have given 
a smaller estimate of the systematic error which results 
mainly from our better understanding of the charge de- 
termination and the background. 

In lowest order electroweak theory muon pairs are 
produced back to back, i.e. within experimental resolu- 
tion they are collinear. Emission of hard photons either 
in the initial or the final state leads to acollinear muon 
pairs. The acollinearity distribution of the selected events 
is shown in Fig. 3; it is well described by the standard 
simulation, which includes c~ 3 effects. 

The muon asymmetry was also studied as a function 
of acollinearity, see Fig. 4. The theoretical expectation 
can be interpreted as follows. In pure QED collinear 

Abb. 4.7 Differentieller Wirkungsquerschnitt s ⋅ d��d⌦ für e+e− →
µ+µ− als Funktion des Streuwinkels ✓∗ bei

√
s = 35 GeV. Daten der

Jade Kollaboration am PETRA Beschleuniger (Z. Phys. C 46, 547-553
(1990)).

Als Beispiel diene an einem e+e− Beschleuniger der Wirkungs-
querschnitt

d�(e+e− → µ+µ−)
d✓∗ (4.16)

Für den angegebenen Prozess muß im Detektor nach Ereignissen
mit zwei unterschiedlich geladenen Teilchen gesucht werden. Die-
se Teilchen müssen außerdem als Muonen identifiziert werden und
damit von anderen Teilchensorten unterschieden werden können.
Die Energien und Impulse der Muonen werden gemessen, um für
jedes Ereignis den Winkel ✓∗ bestimmen zu können. Wegen 4-er
Impulserhaltung müssen die gemessenen Impulse im Rahmen ihrer
Messfehler die Relation

p
e

+ + p
e

+ = p
µ

+ + p
µ

−

erfüllen können.
Experimentell wird die Suche nach den Muonen und deren Iden-

tifikation mit einer Effizienz ✏ erfolgen, die in einem guten Experi-
ment nur etwas kleiner als 100% ist. Der Nachweis der Muonen kann
insbesondere nicht erfolgen, wenn diese eine zu kleine Energie haben
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4.3 Messung von Wirkungsquerschnitten

oder z.B. bei zu kleinen Winkeln ✓ zur Strahlrichtung im Strahlrohr
bleiben und keine sensitiven Detektorelemente erreichen. Diese ki-
nematische Akzeptanz a wird daher ebenfalls im Allgemeinen nicht
bei 100% liegen. Die rekonstruierte Anzahl N

rec

der Ereignisse ist
daher nicht die wahre Anzahl der Ereignisse sondern

N
rec

= ✏aN.

Weiterhin wird es andere Ereignisse geben, bei denen ebenfalls zwei
Muonen entstehen9. Durch die Forderung nach 4er-Impulserhaltung
für die Muonen (s.o.) lässt sich die Anzahl dieser Untergrundereig-
nisse oft sehr stark reduzieren. Die verbleibende Anzahl N

bkg

der
Untergrund-Ereignisse muß subtrahiert werden, so dass

N = N
rec

−N
bkg

✏a
(4.17)

verwendet werden kann.
Für differentielle Wirkungsquerschnitte wird die Anzahl N

rec,i

in
einem kleinen Intervall der Breite �X

i

bestimmt und durch diese
Breite geteilt. Für jedes Intervall i wird also

� d�
dX
�
i

= 1

L
int

1

✏
i

a
i

⋅ Ni,rec

−N
i,bkg

�X
i

(4.18)

verwendet. Die theoretische Vorhersage hierzu ist der differentielle
Wirkungsquerschnitt d��dX, der eine Funktion von X ist, integriert
über das Intervall i,

� d�
dX
�theo
i

= 1

�X �
X

i+1
X

i

� d�
dX
� dX (4.19)

Im Prinzip sollte man das Intervall �X
i

möglichst klein machen.
Dann wird allerdings die Anzahl der Ereignisse sehr klein und der
relative statistische Fehler entsprechend groß. Zudem muß berück-
sichtigt werden, dass die Observable X einen Messfehler hat, so dass
durch den Messvorgang ein Teil der Ereignisse im gewünschten In-
tervall tatsächlich in Nachbar-Intervalle migriert, und umgekehrt.
Daher ist eine gute experimentelle Eichung und Auflösung wichtig.
Um systematisch falsche Messungen zu vermeiden werden entspre-
chende Entfaltungs-Korrekturen durch Simulation von Ereignissen
anhand von theoretischer Rechnungen und von Detektor-Modellen
bestimmt.

9 Ein Beispiel ist e+e− → ⌧+⌧− bei denen jedes ⌧ in ein Muon und zwei Neu-
trinos zerfällt.

53


