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1.1 FEinheiten

1.1 Einheiten

Wir sind interessiert an relativistischer Quantenmechanik. Daher
verwenden wir als natiirliches Einheitensystem eine Schreibweise,
bei der

c=1, h=1

gestzt wird, so dass alle Faktoren ¢ und A vermieden werden konnen.
Damit haben Zeit und Lénge die gleiche Dimension (m). Ebenso ha-
ben Energie, Impuls und Masse die Dimension einer Energie (GeV).
Aufterdem schreibt sich die Unscharferelation z.B. als

At-AFE > 1.

Dies macht viele Formeln viel iibersichtlicher. Fiir die Berechnung
experimenteller Ergebnisse muft von diesem natiirlichen Einheiten-
system in SI Einheiten (m, kg, s) umgerechnet werden. Dies ist
immer moglich durch einfache Dimensionsbetrachtungen:

cm
c~ 30—
ns

h~6,5822-1072MeV s
he ~ 197 MeV fm

Grofe Natirliche Faktor SI-Einheit Bemerkung
Einheit

Energie E MeV MeV z.B. LHC:
GeV GeV Ecyg = 14TeV

Impuls p MeV % @

Masse M MeV e MV E =mc?

Zeit t MeVv-1 -h s AE-Atzh

1MeV-1=6,5-10"%%s

Lange MeV—1 -he m 1MeV—1 =200 fm

1GeV-1=0,2 fm
Geschwind. 1 -C e f=72<1
Drehimpuls L 1 h Js




1.2 Relativistische Kinematik

Die spezielle Relativitéatstheorie basiert auf der Forderung, dass alle
Inertialsysteme S gleichberechtigt sind. Daraus folgt:

e Die Naturgesetze (Maxwell-Gl., ...) haben in allen Inertialsy-
stemen die gleiche Form.

e Die Naturkonstanten (¢, h, ...) haben in allen Inertialsystemen
die gleichen Zahlenwerte.

Hieraus folgen ebenso Zeitdilatation und Langenkontraktion sowie
die Formeln fiir die Lorentz-Tranformationen. Da Ort- und Zeit-
Koordinaten gleichermafsen transformiert werden miissen ist die
einfachste Notation die der Vierervektoren im Minkowski-Raum:
Kontravarianter Vierervektor:

= (ct,x,y,2) = (ct, 7).

Die Zeit wird hier mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ multipliziert, da-
mit aller Komponenten des Vierervekors die Dimension einer Lange
haben. In natiirlichen Einheiten wird ¢ = 1 gesetzt, also:

= (t,x,y,z) = (t,7),

wobei p = 0,1,2,3 so dass die 0-Komponente die Zeit ist, 20 =
t. Im Folgenden werden griechische Indizes (u, v, ..) verwendet um
Komponenten von Vierervektoren zu bezeichnen. Aus der Konstanz
der Lichtgeschwindigkeit folgt, dass Skalarprodukte (Absténde) von
Vierervektoren invariant sind. Mit dem “kovarianten” Vierervektor

x,=(t,-x,-y,-2).
ist das Skalarprodukt zweier Vierervekotren definiert als
ahr, = x,ot =12 - a? -yt - 22

Hierbei wird also als Summenkonvention iiber gleiche, unten und
oben stehende Indizes summiert. Kontravariante und kovariante 4-
er Vektoren lassen sich durch den metrischen Tensor g#¥ ineinander
umrechnen:

= g",
mit

1 0 0 0

w |0 -1 0 0

9 Z1o 0o -1 o

00 0 -1

In einem anderen Inertialsystem S’ mit Koordinaten z'* gilt:
atr, =2,
Ebenso gilt fiir beliebige andere Vierervektoren

at = (tmxaa Yas Za) , b= (tbaxba Yo, Zb)

1.2 Relativistische Kinematik



1.2 Relativistische Kinematik
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, dass
_ _ 4l 4/ l4 A I .7 I I _ 172aN4
alby, = taty — Tay = Yalb — Za = toty = ToTy = YolUp = 202 = O bu

Lorentztransformation erlauben die Umrechnung von allen 4-er Vek-
toren zwischen verschiedenen Inertialsystemen. Aus Sicht eines Sy-
stems S, dass sich mit Geschwindigkeit 5 = vs/c < 1 und

1

in x-Richtung bewegt, gilt (wenn der Ursprung von S und S’ zur
Zeit t =0, t' = 0 ibereinander liegt):

t, Vs _’)/sﬁs 0 0 t /VSt - fysﬂsx

x' — _7565 Vs 0 0 x — Vs — Vsﬂst (1 1)
y' 0 0 1 0]y Y '
z! 0 0 0 1/\z z

also
't = AP, Y

4-er Impulsvektor:
Analog zu Zeit und Ort werden Energie und Impuls eines Teilchens
zu einem 4-er Vektor zusammengefasst:

P = (E, s, py, D)

wobei die Norm des 4-er Impulsvektors die (Ruhe-) Masse m ist.

p'p, = E* - p* =m?.
(Setzt man ¢ explizit ein entspricht dies E? — p2c? = m2c*.)
Im Ruhesystem eines Teilchen is p* = 0, so dass E* = m. Die
Lorentz-Transformation eines 4-er Impulses erfolgt wie bei ande-
ren 4-er Vektoren auch:

p/M = A¥ pr
E’ Vs _'75/85 E
p;,r — _'Vsﬁs Vs Pz
Py 1 Dy
28 1) \p.

Bewegt sich ein Teilchen mit Geschwindigkeit /3, so ergibt sich mit
(B = Bs) aus der Lorentz-Transformation fiir Energie, Impuls und
kinetische Energie:

E=ym
6=p/E
p=7pm

Erin=E-m=(y-1)m



1.2 Relativistische Kinematik

Es folgt: p? = E? - p? = 42(1 - 5?) m?, so dass ptp, = m? in allen
—_———

-1
Systemen. Daraus folgt auch das Additionstheorem fiir Geschwin-

digkeiten
B’Zﬁ B/:&:'Yspx_’YsBsE: ﬁx_ﬁs
E ¢ E’ ’75E - 7558]% 1- 6zﬁs
sowie die kinematischen Grenzfélle fiir Teilchen-Impulse:
ruhend: =0 v=1 p=0 E=m
langsam: 520 v21 pl<m E=m+imp?+. . .pg*+. ..
ultrarelativ.: [w~1 v>1 |pl>»>m E=~|p
Masse-los: g=1 y=00 |p=FE

Ableitungen: Als 4-er Ableitung wird definiert:
0 (12 )
ozt \cot’

0
6u = w = (8153 axaayaaz)

oder, mit c=1,

sowie Wahl der Vorzeichen beach-
o = (0, =0y, -0y, —0.) ten!
Damit ist z.B. die Variation einer skalaren Funktion ®(x) gegeben
durch 9%
0d = % oxt = (aﬂq)) oxt

ebenfals ein Skalar. Es folgt auch

99, =02 -2 =0

11



1.4 Klein-Gordon-Gleichung
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1.3 Schrodinger-Gleichung

QM- Wellengleichung fiir nicht-relativistische Teilchen.
Benutzt wird die nicht-relativistische Energie-Impuls Beziehung fiir

freie Teilchen:
72

" 2m
Quantisierung: Ersetzt man Energie und Impuls eines Teilchens
durch die Operatoren

E—»i@t, p—>—ZV

und wendet das Resultat auf eine Wellenfunktion ¢ (z,t) an, so folgt
die Schrodinger-Gleichung,

1
~i0p = V%)
2m
(in natiirlichen Einheiten, A = 1). Losungen sind ebene Wellen:
b = e,
so dass mit 9yp = iEvy, Vi = —ipyp und V) = —p* die Energie-
Impuls Beziehung wieder erfiillt ist:
=2
Ey = p_w
2m

1.4 Klein-Gordon-Gleichung

Dies ist die relativistische Wellengleichung fiir Spin-0 Teilchen.
Anders als bei der Schrédingergleichung startet man von der rela-
tivistischen Energie-Impuls Beziehung

E?=p*+m?® oder php,=m?

Ersetzt man Energie und Impuls durch die gleichen Operatoren wie
im nicht-relativistischen Fall, so erhélt man den relativistischen 4-er
Impulsoperator:

E—-1i0,, p- -1V

oder
pHt = i0*. (1.2)

Dies erkldrt auch die Vorzeichenwahl bei der Definition von 0#.
Dies setzt man in die Energie-Impulsbeziehung ein und wendet die
Operatoren auf eine Wellenfunktion ®(x,t) an:

—02® = —v2d + m*d

oder

(019, +m?*) ®=0 (1.3)




denn 049, = 0} — V2. Dies ist die Klein-Gordon Gleichung fiir rela-
tivistische Spin-0 Teilchen. Losungen sind wieder ebene Wellen,

O(x) = Oy PP = P P v

mit der Lorentz-invarianten Phase p*z,. Da z.B. 0'pYx, = p° = E
ist folgt auch

o (pyxu) = pua au (pyxu) =Pu

so dass Einsetzen der Wellenfunktion in die Klein-Gordon Glei-
chung wieder die relativistische Energie-Impuls Beziehung liefert.

1.5 Dirac Gleichung

Dies ist die relativistische Wellengleichung fiir Spin 1/2 Teilchen.
In relativistischen Wellengleichungen kénnen Ort- und Zeit- Ablei-
tungen nur gleichberechtigt, d.h. in der Form 0* auftreten. Eine
Gleichung linear in den Ableitungen ist die Dirac-Gleichung

(iv"0, ~m) ¢ =0 (L4)

Bestimmt man die Grofsen v# so, dass fiir eine ebene Welle ¢ die
relativistische Energie-Impuls Beziehung E? = p? + m? erfiillt sein
mufs, so folgt:

e Jedes v* (u = 0,1,2,3) ist eine 4x4 Matrix. Hinter m in
der Dirac-Gleichung steht also (nicht ausgeschrieben) eine
4x4 ler-Matrix im Spinor-Raum. Damit die Dirac-Gleichung
Lorentz-invariant ist muss gelten[l]

Y+t =29

Auch hier steht (nicht ausgeschrieben) auf der rechten Seite
eine 4x4 ler-Matrix im Spinor-Raum.

e 1) ist ein 4-Spinor mit den 4 Komponenten ¢ = 1)1, 19,93, 1y4.
Hier ist k& kein Lorentz-Index sondern der Spinor-Index (R6-
mische Buchstaben). Der Spinor hat also 4 Freiheitsgrade:

(Teilchen, Antiteilchen) x (2 Spineinstellungen)
Die Dirac-Gleichung gilt also fiir Spin 1/2 Teilchen und sagt
die Existenz von Anti-Materie voraus.

'Beweis: Ersetzt man in der Dirac-Gleichung (my = iv*9,1) den Impuls-
operator durch den Impulserwartungswert, i0,1 = p,1, so erhdlt man
my = y*p,1p. Multipliziert man nun die Gleichung mit m so folgt m2y =
YEpu(map) = v#p,v'puip. Das Produkt der beiden Summen rechts ldsst sich
schreiben als

You v Pt =

DN | =

Der zweite und letzte Term konnen nur gleich sein, wenn y#~¥ +~¥~y# = 2g**
erfiillt ist.

(Y + A puputh = M = (B = %) ¥ = p"putd = " puputp.

1.5 Dirac Gleichung
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1.6 Lagrange-Formalismus

Ausgeschrieben in allen Komponenten lautet die Dirac-Gleichung:

4 3
Z [Z i(Y") 50 — m5jk] Y =0
k=1 Lp=0

Die 4x4 ~-Matrizen beinhalten nur Zahlen und lassen sich durch die
2x2 Pauli-Matrizen darstellen. In der Dirac-Pauli Notation lauten
Dirac-Pauli Notation sie:

1

o (I o) | 1 (0 o , (0 I
T\ -1)7 -1 T e 0) T TN 0
1

Die zusétzliche 4° Matrix ist nicht Teil der Dirac-Gleichung, wird
aber spéter benétigt. Die Pauli-Matrizen ¢ = (0,,0,,0.) = (01,02, 03)
lauten in der Dirac-Darstellung

(01 (0 i (10
%2=\1 o) “T\i o) %7 \o -1

In manchen Fallen ist es vorteilhaft eine andere Konvention fiir die
Weyl- Notation ~v- Matrizen zu verwenden,

o (0 I (0 o s (-1 0
R ) T\, 0) 7T 7 o 1

In dieser Notation haben dann auch die Losungen der Dirac Glei-
chung eine andere Form.

1.6 Lagrange-Formalismus

1.6.1 Fiur klassische Teilchen

Klassisch und nicht-relativistisch ist die Lagrange-Funktion fiir ein
Teilchen eine Funktion der Ortskoordinaten und deren Zeitablei-
tungen,

L(3,0,3) =T -V = QP—m -V = Sm(93)? - V(3)

oder mit verallgemeinerten Koordinaten ¢, 0,q,
L= L(q7 8tQ)
Aus den Euler-Lagrange-Gleichungen

oL oL

-0 -
dg(t) " (D(1))
folgen die Bewegungsgleichungen. Ist z.B. ¢ = 2, so folgt mit

0L _ V(@) _

0

o 07
oL
= . a 7 = N
a0z (7)=p
das Gesetz von Newton: B
F= atija

14



1.6.2 Fir die Klein-Gordon Gleichung

Felder sind nicht durch einzelne Koordinaten beschrieben, sondern
sind Funktionen vor Ort und Zeit. Man geht daher zur Lagrange-
Dichte L iiber, die mit der Lagrange-Funktion und der Wirkung

iuber

L= [aic, s= [dr

zusammenhéngt. Da die Wirkung dimensionslos sein soll und Léan-
gen die Dimension [GeV~!| haben ist die Dimension der Lagrange-
Dichte also [GeV?]. Fiir ein skalares (Spin 0), reelles Feld ®(x) als
Funktion von Ort und Zeit-Koordinaten ist die Lagrange-Dichte

eine Funktion der Felder ® und deren Anderungen 0,®,
L=L(P,0,P)
Die Euler-Lagrange-Gleichung lautet dann

oL oL

70 g, "

Die Klein-Gordon Gleichung lasst sich aus der Lagrange-Dichte
1 I 5.,
L= 5(@@)(8“@) —5m )

ableiten, denn es gilt:

oL

OL _ 2
75 m-®

oL
= = LD = 9. D
8“(0((9#@)) 0,(0"®) = 9,0"®,

insgesamt also

oL oL

=y —=  _ I 2P =
7% a”@((?,}b) 0 = 09,0'd+m®=0,

also die Klein-Gordon-Gleichung.

1.6.3 Fiir die Dirac- Gleichung

Die Dirac- Wellenfunktionen bestehen auc 4 komplexen Feldern ).
Anstatt Real- und Imaginér- Teile zu betrachten benutzt man equi-
valent die Funktionen und ihre komplex konjugierten, ausgedriickt

durch die “adjungierten” Spinoren

=91,
wobei  wie {iblich komplex konjugiert und transponiert bedeutet:
U
Y= wz oh = (01, ¥3, ¥3, i)
Y4

1.6 Lagrange-Formalismus
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1.7 Globale Symmetrien und Noether- Theorem
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Bei Variation der Lagrange- Dichte fungieren alle Komponenten von
1 und ¢ und ihre Ableitungen als getrennte Variablen,

L=L>b, Dutb, 1, D))

Die Lagrange- Dichte der Dirac- Gleichung lautet fiir ein freies Teil-
chen

L= &(ifwau -m)ip.
Aus der Euler- Lagrange Gleichung fiir v,

oL oL
—_— = a - - = O
oY "0(0,)
folgt mit
oL oL
— =0, — =9, -m)Y.
2@00) " ag o)

die Dirac- Gleichung fiir 1:
(iv" 0y —m)yY =0.

Ebenso folgt aus der Euler- Lagrange Gleichung fiir 1,

or or
9k 5 9
o Mo(0,)
it or or
O R TR

die Dirac- Gleichung fiir 1:
i0,0y" +mab = 0.

also die adjungierte Gleichung zur Dirac- Gleichung.

1.7 Globale Symmetrien und Noether-
Theorem

Invarianz unter Translation, Zeit-Verschiebung und Rotation fiih-
ren zu den Erhaltungssitzen fiir Impuls, Energie und Drehimpuls.
Im Gegensatz zu diesen “dufseren” Symmetrien geht es im Folgenden
um “innere” Symmetrien, deren Transformationen mit den Raum-
Zeit Transformationen vertauschen. Fiir eine Wellenfunktion ¢ (z)
ist die “globale Phasentransformation” (=Eichtransformation, gau-
ge transformation) definiert durch

b W =Up=ey

Global heist, das der Parameter « nicht von Ort und Zeit abhéngen
soll. Solche Transformationen mit reellem Parameter « bilden die



1.7 Globale Symmetrien und Noether- Theorem

Gruppe U(1) der unitdren Transformationen mit einem kontinuier-
lichen Parameter. Da

aﬂ¢ N aﬂwlzeia Nwl
T

ist die Lagrange- Dichte der Dirac- Gleichung invariant unter glo-
balen Eichtransformationen:

L= IE(W“@L - mW - L

&,(Z"yuau - m)¢’

= c(in*D), — m)e
Q/G(i’yuau —-m)

= L

Die Gruppe U(1) ist eine sog. Abel’sche Gruppe, da ihre Elemente
vertauschen, U(a)U(5) = U(B)U(«). Unter einer infinitesimalen
Transformation (« << 1),

v > Y =1+ia)y = =ia

o - o' =1 +ia)0,p = 6(0,¢) =10
sollte sich die Lagrange- Dichte ebenfalls nicht &ndern. Daher gilt
fir die Variation von £ (Produktregel):

oL oL -
%51/) + 0,0 (0, 0) + ... (Y)

. (oL oL ‘ oL -
= za(% —8M8(8—M)¢+%Oéau(a(a—m¢) +...(¥)

=0 Euler Lagrange

0=6L

Demnach muss der zweite Term zusammen mit dem entsprechenden
Audruck fiir ¢ ebenfalls verschwinden,

oL - oL -
1, | =———yv - — ):—048 Py*p) =0
g (W@ﬂ/}) (0u) a3 )
Dies stellt die Kontinuitatsgleichung fiir einen erhaltenen 4-er Strom
g~ e

dar, da
0" = 050 +Vj =0

ist, wobei jo die Dichte und j die entsprechende Vektorstromdichte
ist. Die gesamte “Ladung”
Q- [ &

ist damit eine Erhaltungsgrofe. Dies ist ein Beispiel fiir das Theo-
rem von Noether: Aus Symmetrien folgen Erhaltungsséitze. Aus der
inneren Symmetrie folgt eine Kontinuitéatsgleichung fiir einen 4-er
Strom und Ladungs- Erhaltung.
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