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B Drehimpuls und Rotation

Fiir infinitesimal kleine Translationen, d.h. Verschiebungen entlang
einer Richtung, lassen sich Zustdnde schreiben als

V=DV =U(zr+dr)=V(x)+dxd,V=_>1+i0xp,)¥V (B.1)

mit dem Impulsoperator p, = —id, als Generator der Transformati-
on. Endlich grofe Verschiebungen

Az =ndx

ergeben sich aus n infinitesimal kleinen Verschiebungen, die hinter-
einander ausgefithrt werden, im Limes n — co und! dx — 0.

D = lim (1 + 0z p, )" = eP=A® (B.2)

Ganz analog gilt fiir eine infinitesimal kleine Rotation z.B. um die
z-Achse

U'=RU =VU(p+6dp)=V(p)+0p0,V=(1+idpJ, )V
mit der Drehimpulskomponente
J.=(Fxp).= _i(xay -y 0,)

als Generator der Rotation um die z-Achse. Das J, tatsédchlich der
richtige Generator ist siecht man aus den rotierten Koordinaten

T =TCcosQ dx = (0,x)0p = -rsingdp =-yop (B.3)
y=rsinp dy = (0,y)0p =rcospdp =xdp (B.4)
und
RYU(z,y,2z) = V(' y',2)
U(z,y,2)+(0,¥)0x + (0,¥)dy
U(z,y,2) —ydp 0, ¥ + x6p 0, ¥
(L+idp J.)V(z,y,z)
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Fiir eine Rotation um einen endlich grofsen Winkel Ay = ndyp gilt
wie oben:
R = lim (1 +idgp J,)" = ei/=A¢

15Die Taylorentwicklung von

. n . _ . N2 _ _ . \3
(1+g) :1+Qg+n(n 1) (ix) +n(n 1)(n-2) (ix) e
n n 1! n? 2! n3 3!

liefert fiir n - oo

2 3 ‘
lim (1+i2)" =1 +ix+z’2@ +i3@ 4o =€l
n—oo n 2! 3!



Fiir die Komponenten J; des durch J =7 x p definierten Drehim-
pulsoperators und fiir J? = J2 + J2 + J2 ergeben sich folgende Ver-
tauschungsrelationen:

[Ji7t]j] :iEiijk [JQ,Jl] =0
Fiir die Auf- und Absteigeoperatoren
Jo=Jy£1Jy

gilt
[JZ7J+]:J+ J+J7:J2_JZ2+JZ
[J,J )=~  JJ.=J*-J%-J,

Fiir einen Drehimpulszustand |jm > mit Gesamtdrehimpuls j und
z-Komponente m gilt

—j<m<j  J|im>=m|jm> J2lim>=350G+1)|[jm >
Daraus folgt
J.(J|gm>)=J_(J.-1)|jm>=(m-1) (J_|jm >)

und
T (. ljm >) = (m+ 1) (L. [jm >)

so dass fiir die Auf-und Absteigeoperatoren gilt:
Jilim>=CL|j, m+1> J_|jm>=C_|j,m-1>
mit
Co=\i(G+1)-mm+1)  C.=\/j(G+1)-m(m-1)

Dreht man einen Zustand |7, m > um die y-Achse um den Winkel 6,
so wird daraus eine Linearkombination von Zusténden |j, m’ > mit
gleichem Gesamtdrehimpuls j und neuen dritten Komponenten m'.

e v |, m >= > df;n,m(é’) lj, m’ >
m/

Die einzelnen d-Funktionen sind von 6 und von j,m,m’ abhingig
und werden Drehmatrizen genannt. Multiplikation von links mit
< 7, m!| liefert

<j,m/|e i, m>=d, (0)

Der Fall Spin j = 1

2

Fiir die Darstellung der beiden moglichen Zusténde |j, m >

|11>_1 |1 1>_0
2’27 \0 27 27 \1

ist die Darstellung von J,, geben durch die Pauli-Matrizen,

1 1(0 —¢
Jy—§O'y—§(Z, 0)
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Wegen o2 = 1 folgt aus einer Taylorentwicklung fiir sin und cos:

e ¥l = cos(-0.J,) +isin(-0J,)
0 0 9 _gin?
= 1y cos(z) —ioysin— = 6983 s1n02
2 2 sing  cossj
Damit ist z.B.
. 1
din’m = dil
272
= <j,m/[e|j,m>
- )(cosg —sing) (1)
- ) [ [/
sing  cosg 0
= CoS—

Der Fall Spin j =1

Berechnet werden soll z.B. j = 1,m = 1,m’ = 1, also d} ;. Auch
ohne explizite Darstellung ist die Berechnung moglich wenn man
beriicksichtigt, dass J, = —%(.J. = J_). Fiir die ersten Terme der
Taylor-Entwicklung

—~i0.J - 02 5 0°
e yzl—ZQJy—in-l‘ZgJy-f-'
folgt wegen J,|1,1 >=0:

1

i i
Tyt 1> = =0 (L= L)L 1 >= S |1 1 >= VG

11,0 >
J21,1 ——1 1,1 1,-1
2[1,1>= =(|1,1> -[1,-1>)

etc. Daraus folgt

; 102 164
<L1e ™|l 1>=1- =+ == +-
221 24!
oder .

dy, = 5 (1+cosb)



