Blatt 6 Sommersemester 2013

Ubungen zur Quantentheorie der Vielteilchensysteme

Aufgabe 22 — Grundzustand des Heisenberg-Modells
Betrachten Sie das Spin-1/2-Heisenberg-Modell

L
H=Y"J;S8,

ij=1

mit ferromagnetischen Kopplungskonstanten, d.h. .J;; < 0 fiir alle (¢, j).

Zeigen Sie, dass der voll polarisiert Zustand | M, ...., M) mit M; = 1/2 fiir alle i ein Grundzustand
ist!

Hinweis: Dazu ist nicht nur zu zeigen, dass der Zustand ein Eigenzustand von H ist, sondern auch,
dass es keinen weiteren Eigenzustand mit geringerer Energie gibt. Letzteres ist zwar anschaulich klar,
gefragt ist hier aber nach einem formalen Beweis.

Aufgabe 23 — Schwinger-Bosonen
a und b seinen bosonische Vernichter (“Schwinger-Bosonen™). Zeigen Sie, dass durch

1
S, =dab, S_=ba, S = 5(cﬁa —b'b)

ein Spin definiert wird!

Weiter werde definiert:

B (CLT)S+M (bT)Sf]V[
15, M) = V(S+ M) /(S —M)! 0

wobei |0) das Vakuum der Schwinger-Bosonen ist. Zeigen Sie, dass der Zustand |S, M) gemeinsamer
Eigenzustand zu S? und S. mit Quantenzahlen S, M ist!

Welcher Unterraum des Schwinger-Bosonen-Fock-Raums ist der Hilbert-Raum eines Spins mit fester
Quantenzahl S7?

Aufgabe 24 — Kohdrente Zustande
Gegeben ist ein System von Bosonen. Ein kohirenter Zustand |¢) € H™) ist ein gemeinsamer
Eigenzustand aller Vernichter c,:

Cal ) = Pal®)
fir a = 1,...,d (d = dim#,). Er kann daher durch die Eigenwerte ¢, € C charakterisiert werden.



a) Die Eigenwerte ¢, seien fir « = 1, ..., d gegeben. Bestimmen Sie den zugehérigen koharenten
Zustand

|()O> — Z Spnl,...,nd|n1, ceey nd>(+) ,

ni,...,Ng

indem Sie die Koeffizienten ¢,,, . ,, berechnen!
(Hinweis 1: Leiten Sie aus der Eigenwertgleichung eine Gleichung fiir die Koeffizienten ab! Hinweis
2: Durch wiederholtes Anwenden von c¢,, erhilt man letztlich den Vakuumzustand).

b) Normieren Sie den kohadrenten Zustand!
c) Gibt es koharente Zustande auch fiir Fermionen?

Aufgabe 25 — Kohdrente Zustdnde — 2
Fiir beliebige ¢4, ..., ps € C sei durch

d
|1, -+ pa) = exp (Z soaCL) 0)

a=1

ein Zustand definiert. d ist die Dimension des Ein-Teilchen-Hilbert-Raums, |0) ist der Vakuumzu-
stand. Betrachtet werde ein bosonisches System.

a) Zeigen Sie:

CalP1y oy Pa) = alP1y -es Pa)

<(7017 ceey (,Od‘clé - <901a ---»SOd|90Z

0
C(];|9017"'790d> = |3017"'730d>
dp

0
<9017 "'79061’001 = _<9017 "'790d’
Op

b) Berechnen Sie:
<S017 i Spd|gpi7 R S0:1>

c) Beweisen Sie:

d

dradys, \ _ .
/(H 7Ty >e Za@a@a|gp17--'790d><<p17"'7<pd| =1

a=1

wobei ¢, = x, + 1Y, Mit T4, Y, € R, und die Integrale jeweils von —oo bis oo laufen!



